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We investigate boundary-value problems for the operator-differential Lyapunov equation with pulse action
at fixed times with values in the Hilbert space. The case where the corresponding generating operator can
have a nonclosed set of values is considered. The results are illustrated by the example of the problem with
diagonal operators.

Дослiджено крайовi задачi для операторно-диференцiального рiвняння Ляпунова з iмпульсним
впливом у фiксованi моменти часу зi значеннями у просторi Гiльберта. Розглянуто випадок, коли
вiдповiдний породжуючий оператор може мати незамкнену множину значень. Результати проiлю-
стровано на прикладi задачi з дiагональними операторами.

Крайовi задачi з iмпульсним впливом у фiксованi моменти часу розглянуто у роботах
А.М.Самойленка,М.О.Перестюка [1], О.А. Бойчука, В.П.Журавльова,А.М.Самойленка
[2, 3] та багатьох iнших математикiв. У скiнченновимiрному випадку крайову задачу для
рiвняння Ляпунова розглянуто у роботi С. М. Чуйка [4].

У цiй статтi дослiджено крайовi задачi для рiвняння Ляпунова у просторi Гiльберта
[5, 6] зi скiнченною кiлькiстю iмпульсiв. Розглянуто крайову задачу для рiвняння Ляпунова
у просторi Гiльберта й у тому випадку, коли вiдповiдний оператор може мати незамкнену
множину значень. Для певних iмпульсних умов побудовано еволюцiйний оператор i за
допомогою нього — узагальнений оператор Грiна. Отриманi формули мають достатньо
просте зображення. Наведено приклад крайової задачi з дiагональними операторами у
вiдповiдних просторах.

1. Постановка задачi. Розглянемо крайову задачу з iмпульсним впливом у фiксованi
моменти часу:

*Пiдтримано науковою темою Вiддiлення цiльової пiдготовки Київського нацiонального унiверситету
iм. Т. Шевченка при НАН України на 2022 – 2023 рр. ЗМ2022, 0122U002463.
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dotZ(t) = A(t)Z(t) - Z(t)B(t) + \Phi (t),

t \not = \tau i, \Delta Z| t=\tau i = SiZ(\tau i  - 0) + \gamma i,

t, \tau i \in [a; b], i = 1, 2, . . . , p,

(1)

\ell Z(\cdot ) = \alpha . (2)

Нехай A(t), B(t),\Phi (t) \in C
\bigl( 
[a; b]\setminus \{ \tau \} I ;\scrL (H1)

\bigr) 
— лiнiйнi та обмеженi оператори при кож-

ному t , де C
\bigl( 
[a; b]\setminus \{ \tau \} E ;\scrL (H1)

\bigr) 
— простiр неперервних або кусково-неперервних по

t \in [a; b] оператор-функцiй, якi мають розриви першого роду при t = \tau i; \scrL (H1) —
простiр лiнiйних i обмежених операторiв, що дiють з простору Гiльберта H1 у себе;
Si \in \scrL (H1) — лiнiйнi та обмеженi оператори такi, що E + Si невиродженi (оборотнi),
що означає однозначну продовжуванiсть розв’язкiв iмпульсної системи через точки розри-
ву; \gamma i \in \scrL (H1) — лiнiйнi та обмеженi оператори; \ell — лiнiйний неперервний оператор: \ell :
C1([a; b]\setminus \{ \tau \} I ;\scrL (H1)) \rightarrow H2; H2 — простiр Гiльберта, \alpha \in H2.

Розв’язок Z(t) крайової задачi (1), (2)шукаємо у просторi кусково-неперервно диферен-
цiйовних оператор-функцiй: Z(t) \in C1

\bigl( 
[a; b]\setminus \{ \tau i\} I ;\scrL (H1)

\bigr) 
Разом з неоднорiдною крайовою задачею (1), (2) розглянемо однорiдну крайову задачу

\.Z(t) = A(t)Z(t) - Z(t)B(t),

t \not = \tau i, \Delta Z| t=\tau i = SiZ(\tau i  - 0), (3)

t, \tau i \in [a; b], i = 1, 2, . . . , p,

\ell Z(\cdot ) = 0. (4)

При цьому еволюцiйний оператор W (t, a) iмпульсної задачi (3) пов’язаний з еволюцiйним
оператором H(t, a) = U(t, a)V  - 1(t, a) системи без iмпульсiв

\.H(t) = A(t)H(t) - H(t)B(t), H(a, a) = E,

таким чином:

W (t, a) = X(t, a)V  - 1(t, a), (5)

де

X(t, a) = U(t, \tau j)(E + Sj)
2\prod 

v=j

U(\tau v, \tau v - 1)(E + Sv - 1)U(\tau 1, a), (6)

\tau j < t \leq \tau j+1.

Тут U(t, a), V (t, a) — еволюцiйнi оператори однорiдних операторних рiвнянь
\.U(t, a) = A(t)U(t, a), U(a, a) = I, (7)
\.V (t, a) = B(t)V (t, a), V (a, a) = I, (8)

вiдповiдно, а X(t, a) — еволюцiйний оператор однорiдного операторного рiвняння з iм-
пульсами

\.X(t, a) = A(t)X(t, a), \Delta X| t=\tau i = SiX(\tau i  - 0). (9)
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Цi формули є аналогами формул для фундаментальних матриць у скiнченновимiрному
просторi [1, c. 49]. Таким чином, маємо

W (t, a) = U(t, \tau j)(E + Sj)

2\prod 
v=j

U(\tau v, \tau v - 1)(E + Sv - 1)U(\tau 1, a)V
 - 1(t, a), (10)

\tau j < t \leq \tau j+1.

Розглянемо лiнiйний оператор \bfK t
\tau , який переводить оператор-функцiю \Phi (t) з простору

C([a; b]\setminus \{ \tau i\} I ;\scrL (H1)) у оператор-функцiю Kt
\tau [\Phi ] \in C([a; b]\setminus \{ \tau i\} I \times [a; b]\setminus \{ \tau i\} I ;\scrL (H1)) ви-

гляду [5, 6]

\bfK t
\tau [\Phi ] = X(t, \tau )\Phi (\tau )V  - 1(t, \tau ), t, \tau \in [a; b]. (11)

За допомогою цього оператора загальний розв’язок iмпульсного рiвняння (1) можна зобра-
зити у виглядi

Z(t) = \bfK t
a[M ] +

t\int 
a

\bfK t
\tau [\Phi (\tau )]d\tau +

p\sum 
i=1

\~\bfK t
\tau i [\gamma i], (12)

де оператор M \in \scrL (H1) —довiльний лiнiйний обмежений оператор, \~\bfK t
\tau [\cdot ] обрано неодно-

значно. Як \~\bfK t
\tau [\cdot ], наприклад, можна взяти оператор [1]

\~\bfK t
\tau i = \bfK t

\tau i+0. (13)

Пiдставимо отриманий розв’язок у крайову умову (2). Тодi одержимо таке операторне
рiвняння стосовно оператора M :

Q[M ] = g, (14)

де оператор Q визначається таким чином:

Q : \scrL (H1) \rightarrow H2, Q[M ] = \ell K \cdot 
a[M ], (15)

а елемент g \in H2 має вигляд

g = \alpha  - \ell 

\cdot \int 
a

\bfK \cdot 
\tau [\Phi (\tau )]d\tau  - 

p\sum 
i=1

\ell \~\bfK \cdot 
\tau i [\gamma i]. (16)

Припустимо, що оператор Q узагальнено оборотний. Тодi, як показано в [3], вiн є нор-
мально розв’язним i iснують обмеженi проєктори \scrP N(Q) : \scrL (H1) \rightarrow N(Q) i \scrP Y : H2 \rightarrow Y,
якi iндукують розклади просторiв \scrL (H1) i H2 у прямi суми замкнених пiдпросторiв

\scrL (H1) = N(Q)\oplus X,

H2 = Y \oplus R(Q).
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Використовуючи нормальну розв’язнiсть оператора Q, отримуємо, що рiвняння (14) є
розв’язним тодi й тiльки тодi [3], коли права частина задовольняє умову

\scrP Y g = 0. (17)

Тут \scrP Y — проєктор на коядро оператора Q. Ця умова гарантує, що права частина (14)

\alpha  - \ell 

\cdot \int 
a

K\cdot 
\tau [\Phi (\tau )]d\tau  - 

p\sum 
i=1

\ell K\cdot 
\tau i [\gamma i] \in R(Q)

належить множинi значень оператора Q.
Якщо умова розв’язностi (21) виконана, то операторне рiвняння (14) має множину

розв’язкiв вигляду

M = Q - g + \scrP N(Q)C, (18)

де C — довiльний лiнiйний обмежений оператор (C \in \scrL (H1)), \scrP N(Q) — проєктор на
ядро оператора Q. Пiдставляючи оператор M у (12), отримуємо, що загальний розв’язок
крайової задачi (1), (2) може бути поданий у виглядi

Z(t, C) = \bfK t
a[\scrP N(Q)C] + (G[\Phi , \alpha ])(t), (19)

де узагальнений оператор Грiна визначається таким чином:

(G[\Phi , \alpha ])(t) =

t\int 
a

\bfK t
\tau [\Phi ]d\tau +

p\sum 
i=1

\~\bfK \cdot 
\tau i [\gamma i]+

+\bfK t
a

\left[  Q - (\alpha  - \ell 

\cdot \int 
a

\bfK \cdot 
\tau [\Phi (\tau )]d\tau  - 

p\sum 
i=1

\ell \~\bfK \cdot 
\tau i [\gamma i])

\right]  . (20)

Отже, отримали таку теорему.
Теорема 1. Нехай оператор Q є узагальнено оборотним. Тодi крайова задача (1), (2) має

розв’язки тодi й тiльки тодi, коли виконується умова

\scrP Y

\left(  \alpha  - \ell 

\cdot \int 
a

\bfK \cdot 
\tau [\Phi (\tau )]d\tau  - 

p\sum 
i=1

\ell \~\bfK \cdot 
\tau i [\gamma i]

\right)  = 0. (21)

Якщо умову (21) виконано, то множина розв’язкiв (1), (2) має вигляд

Z(t, C) = \bfK t
a

\bigl[ 
\scrP N(Q)C

\bigr] 
+ (G[\Phi , \alpha ])(t), (22)

де узагальнений оператор Грiна визначається за формулою

(G[\Phi , \alpha ])(t) =

t\int 
a

\bfK t
\tau [\Phi ]d\tau +

p\sum 
i=1

\~\bfK \cdot 
\tau i [\gamma i]+

+\bfK t
a

\left[  Q - (\alpha  - \ell 

\cdot \int 
a

\bfK \cdot 
\tau [\Phi (\tau )]d\tau  - 

p\sum 
i=1

\ell \~\bfK \cdot 
\tau i [\gamma i])

\right]  . (23)
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Зауваження 1. Якщо оператори A i B сталi, то еволюцiйний оператор W (t, a) систе-
ми (1) має вигляд

W (t, a) = eA(t - \tau j)(E + Sj)
2\prod 

v=j

eA(\tau v - \tau v - 1)(E + Sv - 1)e
A(\tau 1 - a)e - B(t - a). (24)

Зауваження 2. Якщо оператор A комутує з S, то еволюцiйний оператор W (t, a) у
формулi (24) можна зобразити у виглядi

W (t, a) = eA(t - a)(E + S)i(t,a)e - B(t - a), (25)

де i(t, a) — кiлькiсть точок \tau i на вiдрiзку [a, t].
Покажемо, яким чином можна дослiдити розв’язнiсть крайової задачi (1), (2) й у тому

випадку, коли оператор Q має незамкнену множину значень.
Будемо припускати, що оператор Q : \scrL (H1) \rightarrow H2, який дiє з банахового простору

\scrL (H1) у гiльбертiв простiр H2, iндукує такi розбиття вiдповiдних просторiв у прямi суми:

\scrL (H1) = N(Q)\oplus X, H2 = R(Q)\oplus Y, (26)

i вiдповiднi розклади одиницi

I\scrL (H1) = PN(Q) + PX , IH2 = P
R(Q)

+ PY ,

де PN(Q), PX , P
R(Q)

, PY — проєктори на вiдповiднi пiдпростори. Зауважимо, що дру-
ге розбиття простору H2 = R(Q) \oplus Y в (26) завжди iснує Y = R(Q)

\bot 
. За аналогiєю з

означеннями [7] допустимих пар запровадимо означення узагальненого Q допустимого
пiдпростору.

Означення 1. Нехай Q : \scrL (H1) \rightarrow H2 —лiнiйний обмежений оператор iз банахового прос-
тору \scrL (H1) у гiльбертiв простiр H2 та пiдпростiр X \subset \scrL (H1) має властивiсть \scrL (H1) =
= N(Q)\oplus X. Тодi пiдпростiр X називається узагальненим Q-допустимим пiдпростором.

Розглянемо звужений оператор QX : X \rightarrow R(Q), QXM = QM, M \in X (вiн буде лiнiй-
ним, неперервним i iн’єктивним). Поповнимо простiр X за нормою \| M\| X = \| QXM\| H2

i розширимо оператор QX на поповнений простiр X за неперервнiстю. Розширений опе-
ратор будемо позначати як QX . Тодi оператор QX : X \rightarrow R(Q) буде гомеоморфiзмом мiж
просторами X i R(Q). Будемо позначати \scrL (H1) = X \oplus N(Q).

Означення 2. Нехай Q \in \scrL (\scrL (H1), H2) i X — узагальнений Q-допустимий пiдпростiр.
Тодi вiдображення

Q - 
X : H2 \rightarrow \scrL (H1),

Q - 
Xy = Q

 - 1
X y1, y = y1 + y2, y1 \in R(Q), y2 \in Y,

за аналогiєю з [7] називаємо сильним X-узагальнено оберненим до оператора Q.
На пiдставi цього означення можна видiлити три типи розв’язкiв операторного рiвнян-

ня (14), а отже, й крайової задачi (1), (2).
1. Класичнi розв’язки. Якщо оператор Q є узагальнено оборотним, то g \in R(Q) тодi й

тiльки тодi, коли PY y = 0. У цьому випадку множина всiх розв’язкiв рiвняння (14) має
вигляд

M = Q - 
Xg + PN(Q)C \forall C \in \scrL (H1).
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Таким чином, пiсля пiдстановки у зображення для розв’язку Z(t, C) отримуємо наведену
теорему 1.

2. Сильнi узагальненi розв’язки. Розглянемо випадок, коли множина значень оператора
Q може бути незамкненою, але X — узагальнений Q-допустимий пiдпростiр.

Означення 3. Елемент Q - 
Xg будемо називати сильним узагальненим розв’язком рiвнян-

ня (14), якщо g \in R(Q)\setminus R(Q).
У цьому випадку множина всiх сильних узагальнених розв’язкiв рiвняння (14) буде

мати вигляд
M = Q - 

Xg + PN(Q)C, C \in \scrL (H1),

i оператор Q - 
Xg := Q - 1

X g1, де g = g1 + g2, g1 \in R(Q), g2 \in Y.

3. Сильнi узагальненi квазiрозв’язки. Розглянемо випадок, коли g /\in R(Q). Це буде тодi
й тiльки тодi, коли PY g \not = 0. У цьому випадку iснують елементи з \scrL (H1), що мiнiмiзують
норму inf

\bigm\| \bigm\| QM  - y
\bigm\| \bigm\| 
H2

, де Q = QXPX для M \in \scrL (H1). Тут PX — проєктор на X. Такi
елементи й будуть сильними узагальненими квазiрозв’язками.

Означення 4. Довiльний елемент з множини\bigl\{ 
Q - 

Xg + PN(Q)C
\bigr\} 
C\in \scrL (H1)

називатимемо сильним узагальненим квазiрозв’язком рiвняння (14).
Використовуючи цi поняття сформулюємо загальну теорему узагальненої розв’язностi

крайової задачi (1), (2).
Теорема 2. Нехай оператор Q має узагальнений Q-допустимий пiдпростiр X. Тодi:
1а) Крайова задача (1), (2) має сильнi узагальненi розв’язки тодi й тiльки тодi, коли

виконується умова

\scrP Y

\left(  \alpha  - \ell 

\cdot \int 
a

\bfK \cdot 
\tau [\Phi (\tau )]d\tau  - 

p\sum 
i=1

\ell \~\bfK \cdot 
\tau i [\gamma i]

\right)  = 0. (27)

Якщо

\alpha  - \ell 

\cdot \int 
a

\bfK \cdot 
\tau [\Phi (\tau )]d\tau  - 

p\sum 
i=1

\ell \bfK \cdot 
\tau i [\gamma i] \in R(Q),

то розв’язки будуть класичними;
1б) За виконання умови розв’язностi (27) множина сильних узагальнених розв’язкiв має

вигляд

Z(t, C) = \bfK t
a

\bigl[ 
\scrP N(Q)C

\bigr] 
+ (G[\Phi , \alpha ])(t), (28)

де узагальнений оператор Грiна можна визначити як

(G[\Phi , \alpha ])(t) =

t\int 
a

\bfK t
\tau [\Phi ]d\tau +

p\sum 
i=1

\~\bfK \cdot 
\tau i [\gamma i]+

+\bfK t
a

\left[  Q - 

\left(  \alpha  - \ell 

\cdot \int 
a

\bfK \cdot 
\tau [\Phi (\tau )]d\tau  - 

p\sum 
i=1

\ell \~\bfK \cdot 
\tau i [\gamma i]

\right)  \right]  . (29)
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2а) Крайова задача (1), (2) має сильнi узагальненi квазiрозв’язки тодi й тiльки тодi, коли

\scrP Y

\left(  \alpha  - \ell 

\cdot \int 
a

\bfK \cdot 
\tau [\Phi (\tau )]d\tau  - 

p\sum 
i=1

\ell \~\bfK \cdot 
\tau i [\gamma i]

\right)  \not = 0; (30)

2б) За виконання умови розв’язностi (30) множина сильних узагальнених розв’язкiв має
вигляд

Z(t, C) = \bfK t
a

\bigl[ 
\scrP N(Q)C

\bigr] 
+ (G[\Phi , \alpha ])(t) \forall C \in \scrL (H1). (31)

Приклад. Розглянемо крайову задачу (1), (2) на вiдрiзку [a; b] = [0; 1] з постiйними
операторами A i B дiагонального вигляду

A = diag

\biggl( 
1

2
,
1

2
, . . .

\biggr) 
, B = diag(1, 1, 1, . . .)

зi значеннями у пiдпросторi \bfB \subset \scrL (l2), який складається з таких злiченних матриць D =

= (dij)i,j\in \BbbN , елементи яких є квадратично сумовними
\sum 

i,j
d2ij < \infty (кожнiй такiй матрицi

вiдповiдає лiнiйний обмежений оператор iз \scrL (l2)). Оператор-функцiя Z(t) = (zij(t))i,j\in \BbbN 

належить C1

\biggl( 
[0; 1]\setminus 

\biggl\{ 
1

2

\biggr\} 
;\bfB 

\biggr) 
, тобто

\| Z\| = sup
t\in [0;1]\setminus \{ 1/2\} 

\Bigl\{ 
\| Z(t)\| \bfB + \| \.Z(t)\| \bfB 

\Bigr\} 
< \infty .

Оператори S i \gamma 1 мають вiдповiдно дiагональний вигляд

S = diag(1, 1, . . . , 1, . . .), \gamma 1 = diag

\biggl( 
1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2
, . . .

\biggr) 
.

Неоднорiднiсть \Phi (t) набуває вигляду

\Phi (t) = diag
\Bigl( 
e

t
2 , e

3t
2 , e

t
2 , . . .

\Bigr) 
.

Iмпульсну умову задано у точцi 1

2
. Оператор \ell , що задає крайову умову, набирає значень

у просторi l2, визначаємо його таким чином:

\ell Z(\cdot ) = R(Z(1) - Z(0)) = (0, 0, . . . , 0) \in l2,

де дiю оператора R визначено формулою

RZ =
\Bigl( 
0, z22,

z33
2

,
z44
22

, . . . ,
zii
2i - 2

, . . .
\Bigr) 
.

Неважко переконатися, що в цьому випадку дiю оператор-функцiї \bfK t
\tau визначають так:

\bfK t
\tau [\Theta ] =

\left\{                   

diag
\Bigl( 
e

t - \tau 
2 , e

t - \tau 
2 , . . .

\Bigr) 
\Theta diag

\bigl( 
e - t+\tau , e - t+\tau , . . .

\bigr) 
, 0 \leq \tau \leq t \leq 1

2
,

diag
\Bigl( 
2e

t - \tau 
2 , 2e

t - \tau 
2 , . . .

\Bigr) 
\Theta diag

\bigl( 
e - t+\tau , e - t+\tau , . . .

\bigr) 
, 0 \leq \tau <

1

2
< t \leq 1,

diag
\Bigl( 
e

t - \tau 
2 , e

t - \tau 
2 , . . .

\Bigr) 
\Theta diag

\bigl( 
e - t+\tau , e - t+\tau , . . .

\bigr) 
,

1

2
< \tau \leq t \leq 1,

0, 0 \leq t \leq \tau \leq 1.
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Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння (1) буде мати такий вигляд:

Z(t,M) = \bfK t
0[M ] +

t\int 
0

\bfK t
\tau [\Phi (\tau )]d\tau , t \in 

\biggl[ 
0,

1

2

\biggr] 
, (32)

i

Z(t,M) = \bfK t
0[M ] +

1
2\int 

0

\bfK t
\tau [\Phi (\tau )]d\tau +

t\int 
1
2

\bfK t
\tau [\Phi (\tau )]d\tau + \~\bfK t

1
2

[\gamma 1], t \in 
\biggl( 
1

2
, 1

\biggr] 
. (33)

Пiдставляючи в отриманi формули значення \bfK t
\tau , одержуємо розв’язки у виглядi

Z(t,M) = e - 
t
2M + diag

\Biggl( 
e

t
2  - e - 

t
2 ,

e
3t
2  - e - 

t
2

2
, . . .

\Biggr) 
, t \in 

\biggl[ 
0,

1

2

\biggr] 
,

Z(t,M) = 2e - 
t
2M+

+ diag

\biggl( 
e

 - t+1
2  - 2e - 

t
2 + e

t
2 +

1

2
e - 

t
2
+ 1

4 ,
1

2
e - 

t
2
+1  - e - 

t
2 +

1

2
e

3t
2 +

1

2
e - 

t
2
+ 1

4 , . . .

\biggr) 
,

де M = (mij)i,j\in \BbbN . Пiдставляючи одержанi вирази у крайову умову, маємо таке операторне
рiвняння щодо Q : \bfB \rightarrow l2 :

Q[M ] =
\Bigl( 
2e - 

1
2  - 1

\Bigr) \Bigl( 
0,m22,

m33

2
,
m44

22
, . . . ,

mii

2i - 2
, . . .

\Bigr) 
= g = (0, g2, g3, . . .),

де координати g \in l2 мають вигляд

g2i =
 - 1

2
e

1
2 + e - 

1
2  - 1

2
e

3
2  - 1

2
e - 

1
4

22i - 2
,

g2i+1 =
 - 1 + 2e - 

1
2  - e

1
2  - 1

2
e - 

1
4

22i - 1
.

Неважко побачити, що оператор Q має незамкнену множину значень
\bigl( 
послiдовнiсть

операторiв Mn = diag
\bigl( 
1, . . . , 1\underbrace{}  \underbrace{}  

n

, 0, . . .
\bigr) 
\in \bfB така, що Q[Mn] \in l2, й збiгається до оператора

M = diag(1, . . . , 1, . . .) /\in \bfB , Q[M ],\in l2
\bigr) 
. Поповнюючи пiдпростiр X за нормою \| M\| 2

X
=

= \| QXM\| 2l2 =
\sum +\infty 

i=2

m2
ii

22i - 4
, отримуємо простiр \bfB = N(Q) \oplus X i нормально-розв’язний

оператор Q на ньому. Сильний псевдообернений оператор Q
+ : l2 \rightarrow \bfB буде дiяти таким

чином:

Q
+
\beta = Q

+
(\beta 1, \beta 2, . . .) = diag

\bigl( 
0, \beta 2, 2\beta 3, . . . , 2

i - 1\beta i, . . .
\bigr) 
, \beta = (\beta i)i\in \BbbN \in l2.

Один iз сильних узагальнених розв’язкiв має вигляд

M = diag

\biggl( 
0,

1

2e - 
1
2  - 1

g2, . . . ,
1

2e - 
1
2  - 1

gi, . . .

\biggr) 
.

Пiдставляючи його у зображення (32), (33), отримуємо сильний узагальнений розв’язок
крайової задачi (1), (2).
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Таким чином, наведений приклад iлюструє викладену вище теорiю побудови розв’язку
крайової задачi (1), (2).
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