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We obtain new particular solutions of nonlinear functional-differential equations of neutral type with
a linear deviation of the argument, which are encountered in the section of self-similar potentials and
coherent states of quantum mechanics, and study some their properties.

Отримано новi частковi розв’язки нелiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь нейтраль-
ного типу з лiнiйним вiдхиленням аргументу, якi зустрiчаються у роздiлi автомодельних потенцiалiв
i когерентних станiв квантової механiки, а також вивчено деякi їхнi властивостi.

У цiй статтi розглянуто рiвняння

d

dx
(f(x) + qf(qx)) - (f(x) - qf(qx))2 = \mu , (1)

d

dx
(f(x) + qf(qx)) + f2(x) - q2f2(qx) = \mu , (2)

де \{ q, \mu \} \subset \BbbC , якi зустрiчаються у роздiлi автомодельних потенцiалiв i когерентних станiв
квантової механiки (див. [1 – 3] i наведену там лiтературу). Дослiдження рiвнянь (1), (2)
значною мiрою спирається на працi [2, 4, 5].

Наведемо кiлька прикладiв часткових розв’язкiв цих рiвнянь.У [2] детально дослiджено
аналiтичнi розв’язки рiвняння (2), перший приклад трохи уточнює формулювання одного
з результатiв цiєї роботи.

Приклад 1. При \mu = 0, q = e\pm i\pi 
k , k = 1, 2 . . . , розв’язком рiвняння (2) буде функцiя

f(x) = x - 1g
\bigl( 
xk
\bigr) 
, де g(u) — непарна функцiя.

Приклад 2. При \mu = 0 розв’язком рiвняння (2) буде функцiя f(x) = xvw

\biggl( 
log x

log q

\biggr) 
, де

v =
(2k  - 1)i\pi 

log q
 - 1, k \in \BbbZ , i w — довiльна перiодична функцiя з перiодом 1.
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Приклад 3. При q =  - 1, \mu = | \mu | ei\phi , \{ \phi , x\} \subset \BbbR розв’язками рiвняння (1) будуть
функцiї

f(x) =
1

2

\Bigl( 
ei\phi 
\sqrt{} 

| \mu | tg
\Bigl( \sqrt{} 

| \mu | \cdot x
\Bigr) 
\pm ei

\phi 
2

\sqrt{} 
| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| tg\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) ,
f(x) =

1

2

\Bigl( 
 - ei\phi 

\sqrt{} 
| \mu | ctg

\Bigl( \sqrt{} 
| \mu | \cdot x

\Bigr) 
\pm ei

\phi 
2

\sqrt{} 
| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| ctg\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) ,
f(x) =

1

2

\Bigl( 
ei\phi 
\sqrt{} 

| \mu | th
\Bigl( \sqrt{} 

| \mu | \cdot x
\Bigr) 
\pm iei

\phi 
2

\sqrt{} 
| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| th\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) ,
f(x) =

1

2

\Bigl( 
ei\phi 
\sqrt{} 

| \mu | cth
\Bigl( \sqrt{} 

| \mu | \cdot x
\Bigr) 
\pm iei

\phi 
2

\sqrt{} 
| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| cth\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) .
Приклад 4. При q =  - 1, \mu = | \mu | ei\phi , \{ \phi , x\} \subset \BbbR функцiя

f(x) =
1

2

\Bigl( 
ei\phi 
\sqrt{} 

| \mu | th
\Bigl( \sqrt{} 

| \mu | \cdot x
\Bigr) 
 - 
\sqrt{} 

| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| th\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) 
буде розв’язком рiвняння (2) для x \in 

\Biggl[ 
\pi k\sqrt{} 
| \mu | 

,
1\sqrt{} 
| \mu | 

\Bigl( 
\pi k +

\pi 

2

\Bigr) \Biggr) 
, k \in \BbbZ ; функцiя

f(x) =
1

2

\Bigl( 
ei\phi 
\sqrt{} 

| \mu | th
\Bigl( \sqrt{} 

| \mu | \cdot x
\Bigr) 
+
\sqrt{} 

| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| th\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) 
буде розв’язком рiвняння (2) для x \in 

\Biggl( 
1\sqrt{} 
| \mu | 

\Bigl( 
\pi k  - \pi 

2

\Bigr) 
,

\pi k\sqrt{} 
| \mu | 

\Biggr] 
, k \in \BbbZ ; функцiя

f(x) =
1

2

\Bigl( 
 - ei\phi 

\sqrt{} 
| \mu | ctg

\Bigl( \sqrt{} 
| \mu | \cdot x

\Bigr) 
+
\sqrt{} 

| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| ctg\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) 
буде розв’язком рiвняння (2) для x \in 

\Biggl( 
\pi k\sqrt{} 
| \mu | 

,
1\sqrt{} 
| \mu | 

\Bigl( 
\pi k +

\pi 

2

\Bigr) \Biggr] 
, k \in \BbbZ ; функцiя

f(x) =
1

2

\Bigl( 
 - ei\phi 

\sqrt{} 
| \mu | ctg

\Bigl( \sqrt{} 
| \mu | \cdot x

\Bigr) 
 - 
\sqrt{} 

| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| ctg\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) 
буде розв’язком рiвняння (2) для x \in 

\Biggl[ 
1\sqrt{} 
| \mu | 

\Bigl( 
\pi k  - \pi 

2

\Bigr) 
,

\pi k\sqrt{} 
| \mu | 

\Biggr) 
, k \in \BbbZ ; функцiя

f(x) =
1

2

\Bigl( 
ei\phi 
\sqrt{} 

| \mu | tg
\Bigl( \sqrt{} 

| \mu | \cdot x
\Bigr) 
+
\sqrt{} 

| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| tg\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) 
буде розв’язком рiвняння (2) для x \in [0,+\infty ); функцiя

f(x) =
1

2

\Bigl( 
ei\phi 
\sqrt{} 

| \mu | tg
\Bigl( \sqrt{} 

| \mu | \cdot x
\Bigr) 
 - 
\sqrt{} 

| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| tg\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) 
буде розв’язком рiвняння (2) для x \in ( - \infty , 0]; функцiя

f(x) =
1

2

\Bigl( 
ei\phi 
\sqrt{} 

| \mu | cth
\Bigl( \sqrt{} 

| \mu | \cdot x
\Bigr) 
+
\sqrt{} 

| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| cth\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) 
буде розв’язком рiвняння (2) для x \in (0,+\infty ); функцiя

f(x) =
1

2

\Bigl( 
ei\phi 
\sqrt{} 

| \mu | cth
\Bigl( \sqrt{} 

| \mu | \cdot x
\Bigr) 
 - 
\sqrt{} 

| \mu | 
\bigm| \bigm| \bigm| cth\Bigl( \sqrt{} | \mu | \cdot x

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \Bigr) 
буде розв’язком рiвняння (2) для x \in ( - \infty , 0).

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2022, т. 25, № 4



372 Г. П. ПЕЛЮХ, Д. В. БЕЛЬСЬКИЙ

Приклад 5. При q = e
\pm i \pi 

j+1 , j \in \BbbN 
\bigcup 
\{ 0\} i \mu = 0 розв’язком рiвняння (1) буде функцiя

f(x) =
1

2

\Bigl( 
x4(j+1)m+2j+1 \pm 

\sqrt{} 
4(j + 1)m+ 2j + 1x2(j+1)m+j

\Bigr) 
, m \in \BbbZ .

Наступний приклад є невеликим узагальненням часткового розв’язку (30), (31) рiвнян-
ня (2) з [2].

Приклад 6. При qn = 1, n = 2, 3, 4, 6, q \not = 1 i \mu =
\bigl( 
1  - q2

\bigr) 
\wp (\xi ), де елiптична функцiя

Вейєрштраса \wp 
\bigl( 
z| w,w\prime \bigr) така,що решiтки \Omega =

\bigl\{ 
w,w\prime \bigr\} i \Omega \prime =

\bigl\{ 
qw, qw\prime \bigr\} збiгаються, останнє

можливе згiдно з кристалографiчною теоремою обмеження; \xi \in \BbbC ; розв’язком рiвняння (2)
буде функцiя

f(x) =  - 1

2

\wp \prime 
\biggl( 
x+

q

1 - q
\xi 

\biggr) 
 - \wp \prime (\xi )

\wp 

\biggl( 
x+

q

1 - q
\xi 

\biggr) 
 - \wp (\xi )

.

Це можна перевiрити пiдстановкою в рiвняння з урахуванням формул (18.2.1), (18.2.2),
(18.4.1), (18.4.3) i (18.6.1) з [6]. Зазначимо, що при n = 2, тобто при q =  - 1, параметр
\mu = 0 i функцiя \wp стає довiльною. При n = 3 i q = ei

2\pi 
3 , якщо покласти \xi = \pm (1 - q)w1,2,3

(див. [6, с. 630], § 18.13), то f(0) = 0. У випадку g2 = 0, g3 = 4 для \xi = (1 - q)w2 отримуємо
\mu = i

\surd 
3. При n = 4 i q = \pm i (див. [6], § 18.14, 18.15), якщо покласти \xi = w2, то \mu = 0

i f(0) = 0. При n = 6 i q = ei
\pi 
3 , якщо вибрати як \xi точку, для якої виконується умова

\wp (\xi ) \not = 0, то f(0) = 0. У термiнах та позначеннях [2] потенцiал дорiвнює

u0(x) = 2\wp 

\biggl( 
x+

q

1 - q
\xi 

\biggr) 
+ \wp (\xi ) + \lambda 0,

де стала \lambda 0 \in \BbbC — довiльна величина. Якщо вибрати \lambda 0 = C  - \wp (\xi ), де C \in \BbbR — теж
довiльна величина, тодi потенцiал

u0(x) = 2\wp 

\biggl( 
x+

q

1 - q
\xi 

\biggr) 
+ C

буде дiйсною функцiєю для x \in \BbbR , якщо точка q

1 - q
\xi \in \BbbR i решiтка, що визначає функцiю

\wp , симетрична стосовно дiйсної осi.
У випадку q > 0, q \not = 1 частковi розв’язки рiвнянь (1), (2) можна будувати за допомо-

гою послiдовних наближень у виглядi вiдповiдного ряду для певних початкових значень
f(0) [7 – 9]. У [4] побудовано рацiональнi розв’язки рiвняння (1) для великої множини
початкових значень f(0). При q3 = 1 i q4 = 1 додатковi частковi розв’язки рiвняння (2)
можна знайти в [2]. При q =  - 1 для рiвняння (2) у [3] вказано найбiльш простий частковий
розв’язок f(x) =

\mu x

2
.

Якщо функцiя f(x) — це розв’язок рiвняння (1) або (2), то функцiя fj(x) = qjf
\bigl( 
qjx
\bigr) 
,

j \in \BbbZ , буде розв’язком рiвняння

d

dx
(fj(x) + qfj(qx)) - (fj(x) - qfj(qx))

2 = \mu q2j
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або
d

dx
(fj(x) + qfj(qx)) + f2

j (x) - q2f2
j (qx) = \mu q2j

вiдповiдно.
Для аналiтичного розв’язку рiвняння (1)

f(z) =
+\infty \sum 
n=0

anz
n (3)

отримуємо такi рекурентнi формули для коефiцiєнтiв степеневого ряду:

an+1

\bigl( 
1 + qn+2

\bigr) 
=

1

n+ 1

n\sum 
s=0

asan - s

\bigl( 
1 - qs+1

\bigr) \bigl( 
1 - qn - s+1

\bigr) 
, n \geq 1, (4)

a1
\bigl( 
1 + q2

\bigr) 
= \mu + (a0(1 - q))2.

У випадку f(0) = 0 аналiтичний розв’язок рiвняння (1) набуває вигляду

f(z) =

+\infty \sum 
n=1

bnz
2n - 1, (5)

де

bn
\bigl( 
1 + q2n

\bigr) 
=

1

2n - 1

n - 1\sum 
s=1

bsbn - s

\bigl( 
1 - q2s

\bigr) \Bigl( 
1 - q2(n - s)

\Bigr) 
, n \geq 2, (6)

b1
\bigl( 
1 + q2

\bigr) 
= \mu .

Наступна лема та її доведення майже дослiвно повторюють аналогiчну лему з [2] разом iз
доведенням останньої.

Лема 1. Ряд (5), (6) сходиться у колi | z| < Rq для кожного | q| < 1. Для радiуса збiжностi

Rq виконується оцiнка Rq \geq 
\pi 

2
\sqrt{} 

| b1| \alpha 
, де \alpha =

\bigl( 
1 + | q| 2

\bigr) 2
1 - | q| 4

; ця оцiнка є точною при q = 0.

Збiжнiсть ряду (3), (4) при | q| < 1 в деякому околi нуля доводиться за допомогою
мiркувань, аналогiчних доведенню леми з [2]. Рiвняння (1) можна легко записати у формi,
де замiсть коефiцiєнта q стоїть коефiцiєнт q - 1, тому надалi ми обмежимося випадком
| q| \leq 1. При цьому випадок q = ei

2\pi 
2k+1 , k = 1, 2 . . . , розглядаємо так само, як випадок

| q| < 1, а для випадку q = ei
\pi 
k , k = 1, 2 . . . , у прикладi 5 вказано частковi розв’язки

рiвняння (1).
У [4] показано зв’язок мiж розв’язками рiвнянь (1) i (2). А саме: якщо v(x) —розв’язок

рiвняння (1), то функцiя f(x) = qv(qx) - v(x) буде розв’язком рiвняння
d

dx
(f(x) + qf(qx)) + f2(x) - q2f2(qx) = \mu 

\bigl( 
q2  - 1

\bigr) 
. (7)

Навпаки, якщо f(x) — розв’язок рiвняння (7) i | q| < 1, то функцiя

v(x) =  - 
+\infty \sum 
n=0

qnf(qnx)
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буде розв’язком рiвняння (1) за умови,що цей ряд сходиться та допускає почленне диферен-
цiювання. Зокрема, якщо | q| < 1, то цей зв’язок дозволяє встановити взаємно однознач-
ну вiдповiднiсть мiж аналiтичними розв’язками рiвнянь (1) i (7) за допомогою рiвностi
f(0) = (q  - 1)v(0), при цьому радiуси збiжностi вiдповiдних розв’язкiв збiгаються.

З огляду на роботу [5], розглянемо рiвняння (1), коли | q| = 1, qn \not = \pm 1, n = 1, 2, . . . .

Для \theta \in \BbbR визначимо множину

S\theta =

\biggl\{ 
\alpha \in \BbbC | | \alpha | = 1 \wedge \exists v > 0 : 1

| \alpha n  - e2\pi i\theta | 
\leq (2n)v, n = 1, 2, . . .

\biggr\} 
.

Наступна лема є простим узагальненням теореми 6.6.5 з [10].
Лема 2. Множина S\theta має мiру 2\pi .

Доведення. Незначна змiна доведення теореми 6.6.5 з [10] дозволяє довести лему 2
для \theta \in 

\biggl[ 
0,

1

2

\biggr] 
. Тому iз включення S\theta \subset S - \theta слiдує нерiвнiсть 2\pi = m0(S\theta ) = m0

\bigl( 
S\theta 

\bigr) 
\leq 

\leq m0(S - \theta ) \leq 2\pi , де мiру m0 визначено в [10].
Лему 2 доведено.
З (4) випливають нерiвностi

| an+1| \leq \eta n+1
4

n+ 1

n\sum 
s=0

| as| | an - s| , n \geq 1,

| a1| \leq \eta 1
\bigl( 
| \mu | + 4| a0| 2

\bigr) 
,

де

\eta n
df
=

1\bigm| \bigm| qn+1 + 1
\bigm| \bigm| , n \geq 1.

Визначимо послiдовнiсть

bn+1 = \eta n+1
4

n+ 1

n\sum 
s=0

bsbn - s, n \geq 1,

b1 = \eta 1
\bigl( 
| \mu | + 4b20

\bigr) 
, b0 = | a0| .

Очевидно, що | an| \leq bn, n \geq 0. Визначимо ще одну послiдовнiсть

cn+1 =
4

n+ 1

n\sum 
s=0

cscn - s, n \geq 1,

c1 = | \mu | + 4c20, c0 = | a0| .

Тодi ряд

y(x) =
+\infty \sum 
n=0

cnx
n (8)

буде розв’язком початкової задачi

y\prime (x) = | \mu | + 4y2(x), y(0) = | a0| = | f(0)| ,
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тому

y(x) =

\left\{           
| f(0)| 

1 - 4| f(0)| x
, \mu = 0,\sqrt{} 

| \mu | 
2

tg

\Biggl( 
2
\sqrt{} 

| \mu | x+ arctg

\Biggl( 
2\sqrt{} 
| \mu | 

| f(0)| 

\Biggr) \Biggr) 
, \mu \not = 0,

i радiус збiжностi ряду (8) дорiвнює

\rho =

\left\{           
1

4| f(0)| 
, \mu = 0,

1

2
\sqrt{} 
| \mu | 

\Biggl( 
\pi 

2
 - arctg

\Biggl( 
2\sqrt{} 
| \mu | 

| f(0)| 

\Biggr) \Biggr) 
, \mu \not = 0.

Визначимо послiдовнiсть

\delta 0 = 1, \delta n+1 = \eta n+1 max
0\leq m\leq n

\delta m\delta n - m, n \geq 0.

За допомогою методу математичної iндукцiї отримаємо нерiвнiсть bn \leq \delta ncn, n \geq 0.

Далi нам знадобиться лема 4 з [5]. I хоча ця лема справедлива, проте зробимо два
простi зауваження щодо її доведення. По-перше, оскiльки основа математичної iндукцiї —
це n = 0, 1, то можна припускати, що лему доведено для n \geq 1 замiсть n \geq 2 i, по-друге,
можна використовувати бiльш точну нерiвнiсть

2r - 1
r\prod 

k=1

(mk - 1  - mk) \geq m0  - mr \geq 
n

2
.

Згiдно з лемою 4 з [5] при q \in S0
\bigcap 
S1/2 виконується оцiнка

\delta n \leq (n+ 1) - 2v2(7v+1)n, n = 0, 1 . . . ,

де число v вибирається спiльним для обох множин S0 i S1/2; тому ряд (3), (4) сходиться у
колi | z| < 2 - 7v - 1\rho .

Таким чином, довели таку теорему.
Теорема. Якщо q \in S0

\bigcap 
S1/2, то ряд (3), (4) сходиться у деякому околi нуля.

Якщо v(x) —аналiтичний розв’язок рiвняння (1) з теореми, то функцiя f(x) = qv(qx) - 
 - v(x) буде аналогiчним розв’язком рiвняння (7), для якого в [5] отримано iнше коло,
скажiмо Cf , де цей степеневий ряд сходиться. Оскiльки радiуси збiжностi розв’язкiв v(x)

i f(x) збiгаються, то v(x) сходиться i в колi Cf .
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