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We investigate the optimal control problem for a class of evolutionary parabolic functional-differential
equations in a Banach space. Sufficient conditions for the existence of an optimal pair are obtained. At the
same time, the main problem of optimal control is considered until the solution leaves the domain, which
distinguishes it from other studies.

Дослiджується задача оптимального керування для класу еволюцiйних функцiонально-диференцi-
альних рiвнянь параболiчного типу в банаховому просторi. Отримано достатнi умови iснування
оптимальної пари. При цьому основна задача оптимального керування розглядається до моменту
виходу розв’язку з областi, що вiдрiзняє її вiд iнших дослiджень.

1. Вступ. У цiй роботi розглянуто задачу оптимального керування для еволюцiйних функ-
цiонально-диференцiальних рiвнянь у банахових просторах, яка вивчається до моменту
виходу розв’язкiв iз деякої областi в банаховому просторi:

du

dt
= Au+ f1(t, ut) + f2(t, ut)z(t),

u(t) = \varphi 0(t), t \in [ - h, 0],
(1.1)

з критерiєм якостi

\scrJ (z) =

\tau \int 
0

L(t, ut, z(t))dt\rightarrow inf, (1.1\ast )

де h > 0, A —- лiнiйний (необмежений) оператор у банаховому просторi X(A : X \rightarrow X),
ut = u(t + \Theta ) \in C([ - h, 0];X) для кожного t \in [0, T ], D — деяка область у [ - h, T ] \times C,
\partial D — її межа i D = D \cup \partial D, \tau — момент виходу розв’язку (t, ut) на границю \partial D, f1 :
D \rightarrow X, f2 : D \rightarrow \scrL (X,X), де \scrL (X,X) — простiр лiнiйних обмежених операторiв iз X у
X з нормою \| \cdot \| \scrL , z(t) \in X — параметр керування.

Розв’язок початкової задачi (1.1) будемо розумiти в м’якому сенсi (див. п. 2). При цьому
момент виходу \tau залежить вiд z, що суттєво ускладнює задачу.
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При дослiдженнi задачi (1.1) – (1.1\ast ) природно виникає питання про продовжуванiсть
м’якого розв’язку рiвняння \left\{     

du

dt
= Au+ f(t, ut),

u(t) = \varphi 0(t), t \in [ - h, 0],
(1.2)

до моменту виходу на границю областi.
У скiнченновимiрному випадку, за умови компактностi вiдображення f, це питання

розглянуто в [1]. Однак, для задач оптимального керування наявнiсть у правiй частинi
керування z(t), яке, як правило, є лише вимiрною функцiєю, робить вимогу неперервностi
f(t, \varphi ) неприродною. При цьому ще й нескiнченновимiрнiсть задачi, а також наявнiсть не-
обмеженостi оператора вимагають iстотної адаптацiї результатiв [1] до задачi (1.2). Далi ми
наведемо вiдповiднi результати. Зауважимо, що умову неперервностi ми замiнимо умовою
типу Каратеодорi, яку застосовують до задач оптимального керування. Точнi постановки
задач будуть поданi в п. 2.

Теорiя оптимального керування функцiонально-диференцiальними рiвняннями в скiн-
ченновимiрному випадку достатньо повно викладена в монографiї [2]. В останнi роки
багато авторiв дослiджували питання iснування оптимальних керувань для рiзних типiв не-
лiнiйних функцiонально-диференцiальних рiвнянь у скiнченновимiрних просторах [3 – 7].
Проте у цих роботах розглядалися задачi з фiксованим моментом виходу \tau = T — фiк-
сований кiнець iнтервалу, що розглядається. При цьому для дослiдження задач застосо-
вувалися рiзнi методи, зокрема, принцип максимуму, метод динамiчного програмування,
прямi методи дослiдження екстремальних задач, що базуються на пiдходах компактностi,
якi застосовуються до напiвнеперервних знизу функцiоналiв. Зазначимо роботи [8 – 11], у
яких для дослiдження оптимiзацiйних задач застосовано метод усереднення.

Ця стаття узагальнює на нескiнченновимiрний випадок результати роботи [11]. Iдея
доведення iснування оптимального керування та оптимальної траєкторiї бiльш-менш стан-
дартизована i складається з трьох етапiв:

1) видiлення слабко збiжної мiнiмiзуючої послiдовностi допустимих керувань;
2) доведення компактностi множини вiдповiдних траєкторiй;
3) обґрунтування граничного переходу в рiвняннях i функцiоналi якостi.
Однак, на вiдмiну вiд задач зi скiнченним моментом керування T при цьому виникають

принциповi труднощi: задача розглядається до моменту виходу \tau розв’язкiв iз областi. При
цьому цей момент виходу залежить вiд керування: \tau = \tau (z). Тому фактичним розв’язком
задачi є трiйка

\bigl( 
z\ast , u\ast , \tau \ast 

\bigr) 
—оптимальне керування, оптимальна траєкторiя i оптимальний

момент виходу. Зазначимо, що частковим випадком цiєї задачi є задача найшвидшого
виходу розв’язку на границю областi \tau \rightarrow inf при L = 1.

Оскiльки момент виходу \tau = \tau (z) залежить вiд керування, то для доведення iснування
оптимального керування доведеться робити ще й граничний перехiд у моментi виходу
\tau 
\bigl( 
z(n)

\bigr) 
, що є досить нетривiальною задачею.

Далi наведемо структуру роботи. В п. 2 подамо всi необхiднi поняття й означен-
ня та строгу постановку задачi. Пункт 3 присвячено теоремам iснування i продовжува-
ностi до моменту виходу на границю областi розв’язкiв еволюцiйного функцiонально-
диференцiального рiвняння. При цьому будемо мати на увазi, що умови цих теорем по-
виннi задовольняти задачi оптимального керування, що призводить до вiдмови вiд умови
неперервностi за часовою змiнною правих частин рiвнянь i її замiни на умову вимiрностi.
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Основний результат статтi доведено в п. 4. Пункт 5 присвячено застосуванню отри-
маних результатiв до функцiонально-диференцiальних рiвнянь, зокрема, з частинними
похiдними.

2. Необхiднi означення та основнi результати. Нехай X —рефлексивний банахiв прос-
тiр з нормою | \cdot | , A — лiнiйний оператор A : X \rightarrow X з областю D(A) i A — генератор C0

напiвгрупи \{ S(t)\} t\geq 0 обмежених операторiв у X.
Ми припускаємо, що ця напiвгрупа S(t) є компактною для t > 0. Для фiксованого

h > 0 розглянемо простiр C = C([ - h, 0], X) неперервних вiдображень iз [ - h, 0] у X з
нормою \| \varphi \| C = sup\Theta \in [ - h,0] | \varphi (\Theta )| .

Означення 2.1. Будемо говорити, що функцiя u(t) \in X є м’яким розв’язком початкової
задачi (1.2) на [0, T ], якщо:

1) u(t) = \varphi 0(t), t \in [ - h, 0];
2) u(t) \in C([0, T ];X);
3) u(t) задовольняє iнтегральне рiвняння

u(t) = S(t)u(0) +

t\int 
0

S(t - s)f(s, us)ds (2.1)

на [0, T ].
Розглядаємо задачу оптимального керування (1.1), (1.1\ast ) за таких умов:
A1) допустимими керуваннями будемо вважати функцiї z \in Lp((0, T ); ), p > 1, F —

опукла й замкнена множина в X, z(t) \in F майже для всiх t \in (0, T ).
Нехай D — вiдкрита множина в \BbbR \times C, \partial D — її межа i D = D \cup \partial D, (0, \varphi 0) \in D,

u(t) \in X, ut — сегмент u, \tau — момент першого виходу розв’язку рiвняння (1.1) на
межу \partial D.

Накладемо такi умови на нелiнiйностi:
A2) f1(t, \varphi ) — вiдображення з D у X i f2(t, \varphi ) — вiдображення з D у \scrL (X,X), для

кожного фiксованого t вiдображення f1 i f2 неперервнi по \varphi , а для кожного фiксованого
\varphi вiдображення f1 i f2 є вимiрними по t ;

A3) (умова лiнiйного росту) iснує стала K > 0 така, що нерiвнiсть

| f1(t, \varphi )| + \| f2(t, \varphi )\| \scrL \leq K(1 + \| \varphi \| C)

виконується для всiх (t, \varphi ) \in D.
Далi накладемо умови на функцiю критерiю якостi (1.1\ast ):
A4) вiдображення L(t, \varphi , y) : D \times F \rightarrow \BbbR є неперервним за всiма змiнними та iснує

стала K1 > 0 така, що

| L(t, \varphi , y) - L(t, \psi , y)| \leq K1\| \varphi  - \psi \| C ;

A5) похiдна Фреше Lu вiдображення L неперервна за всiма змiнними та iснують
додатнi сталi c1 i \alpha такi, що

\| Lu(t, \varphi , y)\| \ast \leq c1
\bigl( 
1 + \| \varphi \| \alpha C + | y| p - 1

\bigr) 
,

де \| \cdot \| \ast — норма в спряженому просторi X\ast ;
A6) iснує стала c > 0 така, що L(t, \varphi , y) \geq c| y| p;
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A7) L(t, \varphi , y) опукла по y при фiксованих (t, \varphi ).
Основний результат стосується iснування оптимальної пари

\bigl( 
u\ast (t), z\ast (t)

\bigr) 
для зада-

чi (1.1), (1.1\ast ).
Теорема 2.1. Нехай виконуються умови A1) – A7). Тодi задача оптимального керуван-

ня (1.1), (1.1\ast ) має розв’язок
\bigl( 
u\ast (t), z\ast (t)

\bigr) 
, де z\ast (t) — оптимальне керування, а u\ast (t) —

вiдповiдна йому оптимальна траєкторiя.
3. Деякi допомiжнi результати. У теоремi 2.1 [12] наведено умови iснування в’язких

розв’язкiв рiвняння (2.1) у випадку, коли вiдображення f(t, \varphi ) неперервне за двома змiн-
ними. Але, як сказано у вступi, для задач оптимального керування вимога неперервностi
по t не є природною. Тому приведемо теорему iснування в необхiднiй для викладу формi,
замiнивши умову неперервностi по t на умову вимiрностi.

Будемо вважати, що виконуються такi умови: нехай U —вiдкрита пiдмножина iз C i f :
[0, T ]\times U \rightarrow X.

Окрiм цього, виконуються умови:
E1) для кожного фiксованого t \in [0, T ] вiдображення f є неперервним по \varphi ;
E2) для кожного фiксованого \varphi \in U вiдображення f є вимiрним по t для кожного R >

> 0 ;
E3) для кожного R > 0 iснує iнтегровна функцiя mR(t) \in Lp

loc така, що | f(t, \varphi )| \leq 
\leq mR(t), \varphi ) при \| \varphi \| C \leq R.

Наступна теорема стверджує локальне iснування м’якого розв’язку рiвняння (2.1).
Теорема 3.1. Припустимо, що виконуються умови E1) – E3). Тодi для кожного \varphi \in U

iснує t1 = t(\varphi ) i t1 \in [0, T ] та неперервна функцiя u : [ - h, t1] \rightarrow X така, що u(t) є м’яким
розв’язком рiвняння (2.1) на [0, h1] iз початковою функцiєю \varphi .

Доведення теореми iдейно схоже на доведення вiдповiдної теореми 2.1 [12] iз вико-
ристанням теореми Шаудера про нерухому точку. Тому ми не будемо його проводити
детально, а зупинимося на вiдмiнних моментах.

Очевидним є iснування M > 0 такого, що \| S(t)\| \leq M для t \in [0, T ]. Можемо обрати
\beta > 0 таке, що замкнена обмежена множина B = \{ \psi \in C : \| \psi  - \varphi \| C \leq \beta \} \subset U. Далi анало-
гiчно до [12] вводимо замкнену опуклу обмежену множину A(\alpha , \beta ) = \{ y \in C([ - h, \alpha ];X) :
y0 = \varphi , yt \in B, t \in [0, \alpha ]\} , де \alpha — достатньо мале. На цiй множинi розглянемо оператор

G(y)(t) =

\left\{     
\varphi (t), t \in [ - h, 0],

S(t)\varphi (0) +

\int t

0
S(t - s)f(s, ys)ds.

(3.1)

Далi покажемо, що G(A(\alpha , \beta )) \subset A(\alpha , \beta ) при достатньо малому \alpha . При цьому iнте-
гральний член в (3.1) оцiнюємо з використанням умови E3), а саме:\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 

t\int 
0

T (t - s)f(s, ys)ds

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq M

\alpha \int 
0

mR(s)ds \leq 
\beta 

3
(3.2)

згiдно з вибором \alpha та абсолютною неперервнiстю iнтеграла Лебега.
Для доведення того факту, що G вiдображає A(\alpha , \beta ) в передкомпактну пiдмножину з

A(\alpha , \beta ), ми використаємо нескiнченновимiрний аналог теореми Арцела –Асколi.
Рiвномiрну неперервнiсть сiм’ї функцiй G(y)(t) можна довести аналогiчно до [12]. Для

доведення передкомпактностi для кожного t \in [0, \alpha ] множини \{ G(y)(t) : y \in A(\alpha , \beta )\} у X
потрiбно використати наслiдок iз [13] (Proposition 8.1).
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Твердження 3.1. Якщо S(t), t > 0, — компактнi оператори i p \geq 1, то оператор

Gf(t) =

\int t

0
S(t  - s)f(s)ds, f \in Lp(0, T ;X), t \in [0, T ], є компактним iз Lp(0, T ;X)

в C([0, T ];X).

У iншiй частинi доведення спiвпадає з [12].
Очевидно, що наведенi вище мiркування справедливi й у тому випадку, коли початкову

точку t = 0 замiнити на довiльну точку t0 \in [0, T ]. При цьому початкову функцiю потрiбно
задавати на вiдрiзку [t0  - h, t0]. Тому природно поставити питання про продовжуванiсть
розв’язку на максимально можливий iнтервал.

Позначимо (0, T )\times U = D. Очевидно, що D є вiдкритою множиною в [0, T ]\times C. Нехай
\partial D — межа областi D i D = D \cup \partial D.

Покажемо, що розв’язок початкової задачi (2.1) iз теореми 3.1 може бути продовжений
на максимальний iнтервал до межi \partial D.

Справедлива наступна теорема про продовження розв’язку.
Теорема 3.2. За умов теореми 3.1 розв’язок початкової задачi (2.1) iз початковими функ-

цiями (t0, \varphi ) \in D iснує на iнтервалi максимальної довжини [t0, \tau ], \tau > t0, i (\tau , u\tau ) \in \partial D.

Зауваження. Розв’язок, про який говориться в теоремi 3.2, називається непродовжу-
ваним.

Доведення теореми 3.2. Аналогiчний результат у скiнченновимiрному просторi при
умовi компактностi вiдображення f : D \rightarrow \BbbR n отримано в [1] (Theorem 2.3.2). Адаптуємо
цей пiдхiд до нескiнченновимiрного випадку за умови, що вiдображення f задовольняє
умови E1) – E3). При цьому суттєву роль вiдiграє компактнiсть напiвгрупи S(t).

Для подальшого викладу необхiднi наступнi леми.
Лема 3.1. За виконання умов теореми 3.1, якщо W \subset D i W — компакт, то iснує

таке \alpha > 0, що для довiльних початкових даних (t0, \varphi ) \in W розв’язок задачi (2.1) iснує на
вiдрiзку [t0, t0 + \alpha ].

Доведення леми 3.1. ОскiлькиW —компакт, то iснує вiдкритамножина V \subset C така,що
справедливими є включенняW \subset V \subset D. Тому iснує функцiя m(t) така,що нерiвнiсть (3.1)
виконується для всiх (t0, \varphi ) \in W. Це дозволяє обрати \alpha з побудови множини A(\alpha , \beta )
одночасно для всiх (t0, \varphi ) \in W. Наступна частина доведення випливає з теореми 3.1.

Лема 3.2. Якщо u(t) — непродовжуваний розв’язок рiвняння (2.1) на [0, \tau ), то для до-
вiльного компакту W \subset D iснує tW таке, що (t, ut) /\in W для t \in [tW , \tau ).

Доведення леми 3.2. Оскiльки W — компакт у D, то з леми 3.1 випливає iснування
такого \alpha > 0, що для довiльної точки (c, \varphi ) \in W рiвняння (2.1) має розв’язок u(t),
визначений, як мiнiмум, на [c, c + \alpha ]. При цьому u(t) = \varphi (t), t \in [c  - h, c]. Подальше
доведення аналогiчне до доведення теореми 2.3.1 [1].

Продовжимо доведення теореми 3.2. Завдяки викладеному вище розв’язок рiвнян-
ня (2.1) iз довiльними початковими даними (t0, \varphi ) \in D iснує на деякому iнтервалi [t0, \alpha ].
Тодi його можна продовжити на максимальний iнтервал [t0, \tau ), iснування якого випливає
з леми Цорна.

Покажемо, що для довiльної замкненої обмеженої множини K \subset D iснує tK таке, що
(t, ut) /\in K при t \in (tk, \tau ).

Нехай це твердження хибне. Тодi iснує послiдовнiсть tK \rightarrow \tau  - 0 така, що (tk, utk) \in K
для всiх k. Iз неперервностi за нормою простору X розв’язку u(t) на вiдрiзку [t0 - h, \tau  - \varepsilon ]
(для довiльного \varepsilon > 0) випливає рiвномiрна неперервнiсть ut у просторi C при t \in [t0, \tau  - \varepsilon ].

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 1



100 А. ЛАТИШ, О. КIЧМАРЕНКО

Тодi множина P = \{ (t, ut) : t \in [t0, \tau )\} обмежена, оскiльки в iншому випадку iснувала б
послiдовнiсть (sk, usk) така, що sk \rightarrow \tau  - 0, а \| usk\| C \rightarrow \infty , k \rightarrow \infty .

Останнє суперечить рiвномiрнiй неперервностi ut на [t0, \tau  - \varepsilon ], оскiльки й послiдовнiсть
tk прямує до \tau  - 0, а utk обмежена. Звiдси випливає, що всi точки замикання P належать
K. Отже, P \subset D.

Покажемо, що множина P мiститься у деякому компактi в D. Знову скористуємося
нескiнченновимiрним аналогом теореми Арцела –Асколi. Для цього треба показати, по-
перше, що для довiльного \Theta \in [ - h, 0] передкомпактнiсть множини P (\Theta ) = \{ (t, u(t+\Theta )) :
t \in (t0, \tau )\} , по-друге, рiвномiрну неперервнiсть сiм’ї функцiй

\bigl\{ 
u(t+\Theta )\| , \Theta \in [ - h, 0], t \in 

\in [t0, \tau )
\bigr\} 
.

Для доведення передкомпактностi множини P (\Theta ) побудуємо для кожного \delta > 0 скiн-
ченну \delta -сiтку. Не обмежуючи загальностi, будемо вважати t0 = 0. Оберемо достатньо мале
\nu > 0 i зафiксуємо його. Тепер всi елементи множини P (\Theta ) розiб’ємо на двi пiдмножини

P1(\Theta ) =
\bigl\{ 
(t, u(t+\Theta )), t+\Theta \in [ - h, \nu ]

\bigr\} 
,

P2(\Theta ) =
\bigl\{ 
(t, u(t+\Theta )), t+\Theta \in [\nu , \tau ]

\bigr\} 
таким чином, що

P (\Theta ) = P1(\Theta ) \cup P2(\Theta ). (3.3)

Iснування скiнченної \delta -сiтки для множини P1(\Theta ) випливає з рiвномiрної неперервностi
функцiї u(t+\Theta ) на [ - h, \nu ].

Побудуємо тепер скiнченну \delta -сiтку для множини P2(\Theta ). Елементи цiєї множини мають
вигляд

u(t+\Theta ) = S(t+\Theta )\varphi 0(0) +

t+\Theta \int 
0

S(t+\Theta  - s)f(s, us)ds. (3.4)

Для довiльного \varepsilon \in (0, \nu ) розглянемо множину P2(\Theta ), елементи якої u\varepsilon (t + \Theta ) мають
вигляд

u\varepsilon (t+\Theta ) = S(t+\Theta )\varphi 0(0) +

t+\Theta  - \varepsilon \int 
0

S(t+\Theta  - s)f(s, us)ds. (3.5)

З того, що P \in K, а K обмежена, завдяки умовi E3) iснує iнтегрована функцiя m(t) така,
що | f(s, us)| \leq m(s) при всiх s \in [0, \tau ).

Звiдси S(t), t \geq 0, є C0 -напiвгрупою. Тодi iснує деяка додатна стала M > 0 така, що

\| S(t)\| \leq M, t \in [0, T ]. (3.6)

Використовуючи властивостi напiвгрупи, маємо

u\varepsilon (t+\Theta ) = S(\varepsilon )S(t+\Theta  - \varepsilon )\varphi 0(0) + S(\varepsilon )

t+\Theta  - \varepsilon \int 
0

S(t+\Theta  - \varepsilon  - s)f(s, us)ds. (3.7)
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Таким чином, множина S(t+\Theta  - \varepsilon )\varphi 0(0) входить у деякий шар у X для всiх t \in [0, \tau ),
а множина S(\varepsilon )S(t+\Theta  - \varepsilon )\varphi 0(0) є передкомпактною в X.

З (3.7) ми також маємо\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
t+\Theta  - \varepsilon \int 
0

S(t+\Theta  - \varepsilon  - s)f(s, us)ds

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq 

\leq 
t+\Theta  - \varepsilon \int 
0

\| S(t+\Theta  - \varepsilon  - s)\| | f(s, us)| ds \leq 

\leq 
t+\Theta  - \varepsilon \int 
0

Mm(s)ds \leq M

T\int 
0

m(s)ds \leq c.

Тодi множина
\int t+\Theta  - \varepsilon 

0
S(t+\Theta  - \varepsilon  - s)f(s, us)ds також входить у деякий шар у X для всiх

t \in [0, \tau ), а множина S(\varepsilon )
\int t+\Theta  - \varepsilon 

0
S(t+\Theta  - \varepsilon  - s)f(s, us)ds є передкомпактною в X.

Отже, для всiх \varepsilon \in (0, \nu ) множина P\varepsilon (\Theta ) є передкомпактною в X. Тодi ця множина
мiстить скiнченну \delta 

3
-сiтку. Позначимо її \{ u\varepsilon (t1 +\Theta ), . . . , u\varepsilon (tp +\Theta )\} = B(\varepsilon , \delta ,\Theta ). Маємо

| u(t+\Theta ) - u\varepsilon (t+\Theta )| =

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
t+\Theta \int 

t+\Theta  - \varepsilon 

S(t+\Theta  - s)f(s, us)ds

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \leq M

t+\Theta \int 
t+\Theta  - \varepsilon 

m(s) ds\rightarrow 0,

\varepsilon \rightarrow 0 рiвномiрно по t i \Theta завдяки абсолютнiй неперервностi iнтеграла Лебега.
Таким чином, одержуємо

sup
t\in [0,\tau ),\Theta \in [ - h,0]

| u(t+\Theta ) - u\varepsilon (t+\Theta )| \rightarrow 0, \varepsilon \rightarrow 0. (3.8)

За \delta -сiткою множини P\varepsilon (\Theta ) побудуємо скiнченну множину

B(\delta ,\Theta ) = \{ u(t1 +\Theta ), . . . , u(tp +\Theta )\} 

елементiв iз P2(\Theta ), де \varepsilon обрано так, щоб

sup
t\in (\nu ,\tau )

| u(t+\Theta ) - u\varepsilon (t+\Theta )| < \delta 

3
. (3.9)

Тодi B(\delta ,\Theta ) є скiнченною \delta -сiткою для P2(\Theta ). Дiйсно, тодi для довiльного t \in (\nu , \tau ) iснує
u\varepsilon (tk +\Theta ) \in B(\varepsilon , \delta ,\Theta ) таке, що

| u\varepsilon (tk +\Theta ) - u\varepsilon (t+\Theta )| < \delta 

3

i
| u\varepsilon (t+\Theta ) - u(t+\Theta )| < \delta 

3
.
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Отже,

| u(t+\Theta ) - u(tk +\Theta )| \leq | u(t+\Theta ) - u\varepsilon (t+\Theta )| +

+ | u\varepsilon (t+\Theta ) - u\varepsilon (tk +\Theta )| + | u\varepsilon (tk +\Theta ) - u(tk +\Theta )| < \tau .

Таким чином, скiнченну \delta -сiтку побудовано i для P1(\Theta ), i для P2(\Theta ). Тодi множина
P (\Theta ) є передкомпактною в X, а отже, першу частину теореми доведено.

Доведемо тепер другу частину теореми — рiвномiрну неперервнiсть сiм’ї функцiй
\{ u(t+\Theta )\} . Тобто покажемо, що для довiльного \varepsilon > 0 iснує \delta > 0 таке, що для всiх t \in [0, \tau )
маємо \bigm| \bigm| u(t+\Theta 1) - u(t+\Theta 2)

\bigm| \bigm| < \varepsilon (3.10)

для всiх \Theta 1,\Theta 2 \in [ - h, 0], якщо | \Theta 1  - \Theta 2| < \delta .
Припустимо, що \Theta 2 = \Theta + r. Тодi для деякого \nu > 0 розглянемо три випадки.
1. t + \Theta 2 \leq \nu . У цьому випадку рiвномiрна неперервнiсть u(t + \Theta ) випливає з рiвно-

мiрної неперервностi функцiї u(t) на [ - h, \nu ].
2. t+\Theta 1 < \nu i t+\Theta 2 \geq \nu . У цьому випадку маємо | u(t+\Theta 2) - u(t+\Theta 1)| \leq | u(t+\Theta 2) - 

 - u(\nu )| + | u(t+\Theta 1) - u(\nu )| . Обираючи достатньо мале \delta > 0, одержуємо, що точки t+\Theta 2

i t+\Theta 1 лежать у достатньо малих лiвих i правих околах \nu таким чином, що

| u(t+\Theta 2) - u(\nu )| < \varepsilon 

2
i | u(t+\Theta 1) - u(\nu )| < \varepsilon 

2
.

Вiдповiдно для тих t \in [0, \tau ), для яких має мiсце другий випадок, рiвномiрна неперервнiсть
випливає з неперервностi u(t) у точцi \nu .

3. t+\Theta 1 \geq \nu . У цьому випадку з того, що напiвгрупа S(t), t > 0, є компактом, маємо,
що S(t) є неперервною в рiвномiрнiй операторнiй топологiї [14].

Отже, S(t) є рiвномiрно неперервною на [\nu , T ]. Тому маємо

| u(t+\Theta 1) - u(t+\Theta 2)| \leq 
\bigm\| \bigm\| S(t+\Theta 1) - S(t+\Theta 1 + \tau )

\bigm\| \bigm\| \varphi 0(0)+

+

t+\Theta 1\int 
0

\bigm\| \bigm\| S(t+\Theta 1 + \tau  - s) - S(t+\Theta 1  - s)
\bigm\| \bigm\| | f(s, us)| ds+

+

t+\Theta 1+\tau \int 
t+\Theta 1

\| S(t+\Theta 2  - s)\| | f(s, us)| ds =

= I1 + I2 + I3. (3.11)

Iз рiвномiрної неперервностi випливає, що I1 \rightarrow 0, \tau \rightarrow 0 рiвномiрно по всiх t i \Theta 1, I3 \leq 

\leq M

\int t+\Theta 1+\tau 

t+\Theta 1

m(s)ds\rightarrow 0, \tau \rightarrow 0, рiвномiрно по t i \Theta 1 завдяки абсолютнiй неперервностi

iнтеграла Лебега;

I2 \leq 

\left(  t+\Theta 1\int 
0

\| S(t+\Theta 1 + \tau  - s) - S(t+\Theta 1  - s)\| qds

\right)  
1
q
\left(  T\int 

0

mp(t)dt

\right)  
1
p

,
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де 1

p
+

1

q
= 1. Тодi ми маємо такi оцiнки:

I2 \leq 

\left(  T\int 
0

\| S(s+ \tau ) - S(s)\| qds

\right)  
1
q
\left(  T\int 

0

mp(t)dt

\right)  
1
p

\rightarrow 0, \tau \rightarrow 0,

за теоремою Лебега про домiнантну збiжнiсть.
Таким чином, \{ (t, ut) : t \in [0, \tau )\} належить компактнiй множинi в D, що суперечить

лемi 3.2.
Теорему 3.2 доведено.
Такимчином, теорема 3.2 визначає умови, при яких траєкторiя (t, ut) непродовжуваного

розв’язку на [0, \tau ) виходить до границi при t \rightarrow \tau  - 0, що пояснюється вiдповiдно зi
згаданою теоремою.

4. Доведення головного результату. 4.1. Доведення теореми 2.1. Спочатку зауважимо,
що керування z(t) = a — сталий елемент iз U — є допустимим. Дiйсно, для z(t) = a
маємо систему керування

du

dt
= Au+ f1(t, ut) + f2(t, ut)a,

u(t) = \varphi 0(t), t \in [ - h, 0].
(4.1)

Легко бачити, що всi умови теореми 3.1 виконуються. Тодi з теореми 3.1 розв’язок u(t),
який вiдповiдає керуванню a, визначений на [0, \tau ) i \tau —момент першого виходу (t, ut) на
межу \partial D. Для всiх t \in [0, \tau ) маємо

| u(t)| \leq | S(t)\varphi 0(0)| +
t\int 

0

| S(t - s)f1(s, us)| ds+
t\int 

0

| S(t - s)f2(s, us)a| ds \leq 

\leq M | \varphi 0(0)| +
t\int 

0

MK(1 + \| us\| C)ds+M

t\int 
0

\| f2(s, us)\| \scrL | a| ds \leq 

\leq M | \varphi 0(0)| +K

t\int 
0

(1 + \| us\| C)ds+K

t\int 
0

(1 + \| us\| )| a| ds \leq 

\leq c1 + c2

t\int 
0

max
s1\in [ - h,s]

| u(s1)| ds,

де M = maxt\in [0,T ] \| S(t)\| \scrL .
Тодi з використанням нерiвностi

max
s\in [ - h,t]

| u(s)| \leq max
s\in [ - h,0]

| \varphi 0(s)| + max
s\in [0,t]

| u(s)| (4.2)

одержуємо

max
s\in [ - h,t]

| u(s)| \leq c3 + c4

t\int 
0

max
s1\in [ - h,s]

| u(s1)| ds. (4.3)
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Iз (4.2) також випливає очевидна нерiвнiсть

sup
t\in [0,\tau )

| | u(t)| | C \leq sup
s\in [ - h,0]

| \varphi (s)| + sup
s\in [0,\tau )

| u(s)| . (4.4)

Iз (4.3), (4.4) i леми Гронуолла отримуємо

max
t\in [0,\tau )

\| ut\| C \leq c5,

де стала c5 не залежить вiд \tau .
Iз обмеженостi ut та умови A4) випливає обмеженiсть

\tau \int 
0

\scrL (t, ut, a) dt. (4.4\ast )

Отже, infz\in U \scrJ (z) < \infty . Iз невiд’ємностi \scrJ (z) випливає iснування невiд’ємної нижньої
гранi m значень \scrJ (z).

Нехай
\bigl\{ 
z(n)(t)

\bigr\} 
— мiнiмiзуюча послiдовнiсть така, що \scrJ 

\bigl( 
z(n)

\bigr) 
\rightarrow m, n \rightarrow \infty . Побу-

дуємо послiдовнiсть
\bigl\{ 
u(n)

\bigr\} 
розв’язкiв рiвняння (1.1), якi вiдповiдають керуванням z(n),

при цьому кожний розв’язок визначено на своєму максимальному iнтервалi [0, \tau n). Iз A6)
маємо

m+ 1 \geq 
\tau n\int 
0

\scrL 
\Bigl( 
t, u

(n)
t , z(n)(t)

\Bigr) 
dt \geq 

T\int 
0

\bigm| \bigm| z(n)(t)\bigm| \bigm| pdt (4.5)

для достатньо великих n. Завдяки рефлексивностi X слабко компактною в Lp([0, T ];X)
є послiдовнiсть

\bigl\{ 
z(n)(t)

\bigr\} 
, а отже, iснує послiдовнiсть, перепозначена як

\bigl\{ 
z(n)

\bigr\} 
, i z\ast \in 

\in Lp([0, T ];X) таке, що z(n) w - \rightarrow z\ast в Lp([0, T ];X) при n\rightarrow \infty .
З того, що U — замкнена й опукла, за лемою Мазура стверджуємо, що z0 \in U.
Покажемо тепер рiвномiрну обмеженiсть розв’язкiв u(n)(t) на [0, \tau n). З iнтегрального

зображення

u(n)(t) = S(t)\varphi (0) +

t\int 
0

S(t - s)
\Bigl[ 
f1
\bigl( 
s, u(n)s

\bigr) 
+ f2

\bigl( 
s, u(n)s

\bigr) 
z(n)(s)

\Bigr] 
ds (4.6)

маємо

\bigm| \bigm| u(n)(t)\bigm| \bigm| \leq M | \varphi (0)| +M

t\int 
0

K
\Bigl( 
1 +

\bigm\| \bigm\| u(n)s (t)
\bigm\| \bigm\| 
C

\Bigr) 
ds+

+M

t\int 
0

K
\Bigl( 
1 +

\bigm\| \bigm\| u(n)s (t)
\bigm\| \bigm\| 
C

\Bigr) 
| z(n)(s)| ds.

Тодi для q такого, що 1

q
+

1

p
= 1, одержуємо

\bigm| \bigm| u(n)(t)\bigm| \bigm| q \leq 3q - 1

\left(  | \varphi (0)| q +MKqT
q
p 2q - 1

t\int 
0

\Bigl( 
1 +

\bigm\| \bigm\| u(n)s

\bigm\| \bigm\| q
C

\Bigr) 
ds

\right)  \left(  T\int 
0

\bigm| \bigm| z(n)(s)\bigm| \bigm| pds
\right)  

1
p

, (4.7)
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звiдки з урахуванням (4.5) стандартними мiркуваннями з використанням леми Гронуолла
приходимо до нерiвностi

max
s\in [ - h,\tau n)

| u(n)(s)| \leq c6,

де стала c6 не залежить вiд n.
Iз теореми 3.2 маємо, що

\bigl( 
\tau n, u

n
\tau n

\bigr) 
\in \partial D, а з (4.7) завдяки рiвномiрнiй неперервностi ut

на [0, \tau ) отримуємо \bigm\| \bigm\| u(n)\tau n

\bigm\| \bigm\| 
C
\leq c6 i lim

t\rightarrow \tau n - 0
u(n)(t) = u(n)(\tau n).

Продовжимо функцiї u(n)(t) на весь сегмент [0, T ] таким чином:

v(n)(t) =

\left\{   u
(n)(t), t \in [0, \tau n),

u(n)(\tau n), t \in [\tau n, T ].
(4.8)

Iз (4.6) випливає, що

u(n)(\tau n) = S(\tau n)\varphi (0) +

\tau n\int 
0

S(\tau n  - s)
\Bigl[ 
f1
\bigl( 
s, u(n)s

\bigr) 
+ f2

\bigl( 
s, u(n)s

\bigr) 
z(n)(s)

\Bigr] 
ds.

Тодi аналогiчними з теоремою 3.2 мiркуваннями, якi використовувалися для доведення
компактностi P (\Theta ), отримуємо, що сiм’я

\bigl\{ 
u(n)(\tau n)

\bigr\} 
компактна в X. У такий же спосiб

робимо висновок,що
\bigl\{ 
u(n)(t)

\bigr\} 
компактна в X при t \in [0, \tau n). Очевидно,що рiвностепенево

неперервною на [0, T ] є сiм’я функцiй
\bigl\{ 
v(n)(t)

\bigr\} 
, а тому компактною в C([0, T ];X); отже,

вона мiстить збiжну в C([0, T ];X) пiдпослiдовнiсть, яку знову позначимо через v(n)(t).
Нехай v(n)(t) рiвномiрно збiгається до v\ast (t). Ця функцiя визначена й неперервна на [0, T ].
Позначимо через \tau \ast момент першого виходу пари

\bigl( 
t, v\ast t

\bigr) 
iз D, тобто

\tau \ast =

\left\{   inf\{ t \in [0, T ] : (t, v\ast t ) \in \partial D\} ,

T, якщо (t, v\ast t ) \in D \forall t \in [0, T ].

Зауважимо, що
v(n)\tau n = v(n)(\tau n +\Theta ) = u(n)(\tau n +\Theta ) = u(n)\tau n

i \tau n — момент першого виходу
\bigl( 
t, v\ast t

\bigr) 
на \partial D. Тепер ми покажемо, що

\tau \ast \leq lim
n\rightarrow \infty 

inf \tau n. (4.9)

Дiйсно,

\tau \ast \geq lim
n\rightarrow \infty 

inf \tau n = \tau . (4.10)

Iснує послiдовнiсть \tau nk
\rightarrow \tau , nk \rightarrow \infty .

Отже, для достатньо великого nk маємо \tau nk
< \tau \ast i

(\tau , v\ast \tau ) \in D,
\Bigl( 
\tau nk

, v(nk)
\tau nk

\Bigr) 
\in \partial D. (4.11)
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З iншого боку, беручи до уваги рiвномiрну збiжнiсть v(n)(t) до v\ast (t) i рiвномiрну непе-
рервнiсть v\ast (t) на [ - h, T ], легко показати, що v(nk)

\tau nk
\rightarrow v\ast \tau у C, nk \rightarrow \infty .

З того, що множина \partial D замкнена, маємо, що
\bigl( 
\tau , v\ast \tau 

\bigr) 
\in \partial D, а це суперечить (4.11).

Покладемо u\ast (t) = v\ast (t). Далi покажемо, що u\ast (t) є розв’язком рiвняння (1.1), який
вiдповiдає керуванню z\ast (t).

Розглянемо такi випадки:
1. \tau \ast < \tau .

Тодi за теоремою про характеризацiю нижньої границi множина
\bigl\{ 
n \in \BbbN : \tau n \leq \tau \ast 

\bigr\} 
є

скiнченною i iснує пiдпослiдовнiсть \{ \tau nk
\} послiдовностi \{ \tau n\} така, що \tau nk

> \tau \ast . Отже,
v(nk)(t) = u(nk)(t) для t \in 

\bigl[ 
0, \tau \ast 

\bigr] 
i u(nk)(t) збiгається рiвномiрно до u\ast (t), nk \rightarrow \infty . Маємо

u(nk)(t) = S(t)\varphi (0) +

t\int 
0

S(t - s)f1

\Bigl( 
s, u(nk)

s

\Bigr) 
ds+

+

t\int 
0

S(t - s)f2

\Bigl( 
s, u(nk)

s

\Bigr) 
z(nk)(s)ds (4.12)

для t \in 
\bigl[ 
0, \tau \ast 

\bigr] 
.

Отже,

u(nk)(t) = S(t)\varphi (0) +

t\int 
0

S(t - s)f1

\Bigl( 
s, u(nk)

s

\Bigr) 
ds+

+

t\int 
0

S(t - s)
\Bigl[ 
f2

\Bigl( 
s, u(nk)

s

\Bigr) 
 - f2(s, u

\ast 
s)
\Bigr] 
z(nk)(s)ds+

+

t\int 
0

S(t - s)f2(s, u
\ast 
s)z

(nk)(s)ds. (4.13)

Очевидно, що u(nk)
t \rightarrow u\ast t в C для всiх t \in 

\bigl[ 
0, \tau \ast 

\bigr] 
.

Перейдемо до границi в (4.12). За теоремою Лебега про мажорантну збiжнiсть можемо
зробити висновок, що третiй доданок у (4.13) збiгається до нуля.

Розглянемо останнiй доданок у (4.12). Вiн являє собою компактний оператор стосовно
znk(t), який дiє з Lp([0, T ];X) у C([0, T ];X) згiдно з твердженням 3.1, а тому перево-
дить слабко збiжну в Lp([0, T ];X) послiдовнiсть

\bigl\{ 
z(nk)(t)

\bigr\} 
у сильно збiжну в C([0, T ];X)

послiдовнiсть з огляду на рефлексивнiсть X.
Враховуючи, що для лiнiйного неперервного оператора A : X \rightarrow Y, X, Y — банаховi

простори, зi слабкої збiжностi xn
w - \rightarrow X у X випливає слабка збiжнiсть Axn

w - \rightarrow Ax у Y,
робимо висновок, що останнiй доданок у (4.12) збiгається в X до iнтеграла

t\int 
0

S(t - s)f2(s, u
\ast 
s)z

\ast (s)ds.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 1



ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ ФУНКЦIОНАЛЬНО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИМИ РIВНЯННЯМИ ПАРАБОЛIЧНОГО ТИПУ . . . 107

Отже, в цьому випадку отримуємо

u\ast (t) = S(t)\varphi (0) +

t\int 
0

S(t - s)f1(s, u
\ast 
s)ds+

t\int 
0

S(t - s)f2(s, u
\ast 
s)z

\ast (s)ds. (4.14)

А тому u\ast (t) є розв’язком рiвняння (1.1), який вiдповiдає керуванню z\ast (t) на
\bigl[ 
0, \tau \ast 

\bigr] 
.

2. \tau \ast = \tau .

Оберемо довiльну точку t1 \in [0, \tau ). Тодi множина
\bigl\{ 
\tau n : \tau n \leq t1

\bigr\} 
є скiнченною.

У випадку скiнченностi множини Z = \{ \tau n : t1 < \tau n < \tau \ast 
\bigr\} 

доведення зводиться до
попереднього випадку. Нехай Z — нескiнченна множина i \tau nk

— пiдпослiдовнiсть по-
слiдовностi \tau n така, що \tau nk

\in Z. Тодi для кожного t \in [0, t1] маємо v(nk)(t) = u(nk)(t) i
v\ast (t) = u\ast (t).

Аналогiчно до попереднього випадку одержуємо, що u\ast (t) — розв’язок рiвняння (1.1),
який вiдповiдає керуванню z\ast (s). Тодi (4.15) виконується для t \in [0, t1] при довiльному
t1 < \tau . Граничним переходом у (4.15) при t1 \rightarrow \tau ми переконуємося, що виконується (4.15)
при t = t1.

Залишилося показати, що пара
\bigl( 
u\ast (t), z\ast (t)

\bigr) 
є оптимальною.

Знову розглянемо два випадки:
1. \tau \ast < T.

a) \tau < limn\rightarrow \infty inf \tau n = \tau .

Тодi iснує пiдпослiдовнiсть \{ \tau nk
\} послiдовностi \{ \tau n\} така, що \{ \tau nk

\} > \tau \ast , i v(nk)(t) =
= u(nk)(t), u\ast (t) = v\ast (t) для t \in 

\bigl[ 
0, \tau \ast 

\bigr] 
.

Нехай a \in U — стале допустиме керування. Використовуючи нерiвнiсть\bigm| \bigm| \bigm| L\Bigl( t, u\ast t , u(nk)(t)
\Bigr) 
 - L(t, u\ast t , a)

\bigm| \bigm| \bigm| \leq sup
\lambda \in (0,1)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| Lu

\Bigl( 
t, u\ast t , a+ \lambda 

\Bigl( 
u(nk)(t) - u0

\Bigr) \Bigr) \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\ast 

\bigm| \bigm| \bigm| u(nk)(t) - u0

\bigm| \bigm| \bigm| ,
з урахуванням A5) маємо

L
\Bigl( 
t, u\ast t , u

(nk)(t)
\Bigr) 
\leq L(t, u\ast t , a) + c1

\biggl( 
1 + \| u\ast t \| 

\alpha 
C +

\bigm| \bigm| \bigm| u(nk)(t) - u0

\bigm| \bigm| \bigm| p - 1
\biggr) \bigm| \bigm| \bigm| u(nk)(t) - u0

\bigm| \bigm| \bigm| ,
звiдки випливає iнтегрованiсть L

\bigl( 
t, u\ast t , u

(nk)(t)
\bigr) 
на
\bigl[ 
0, \tau \ast 

\bigr] 
.

Нехай \scrX R(t) — функцiя-iндикатор множини
\bigl\{ 
t \in 

\bigl[ 
0, t\ast 

\bigr] 
:
\bigm| \bigm| z\ast (t)\bigm| \bigm| < R

\bigr\} 
для R > 0. З

умов A5) i A7) отримаємо

\tau \ast \int 
0

L
\Bigl( 
t, u\ast t , z

(nk)(t)
\Bigr) 
\scrX R(t)dt \geq 

\tau \ast \int 
0

L(t, u\ast t , z
\ast (t))\scrX R(t)dt+

+

\tau \ast \int 
0

LU (t, u
\ast 
t , z

\ast (t))
\Bigl( 
u(nk)(t) - u\ast (t)

\Bigr) 
\scrX R(t)dt. (4.15)

Iз A5) маємо \bigm\| \bigm\| LU (t, u
\ast (t), z\ast (t))

\bigm\| \bigm\| 
\ast \scrX R(t) \leq c1

\bigl( 
1 + \| u\ast t \| 

\alpha 
C +Rp - 1

\bigr) 
,
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отже, другий доданок у (4.16) прямує до нуля завдяки слабкiй збiжностi u(nk) w - \rightarrow u\ast у
Lp([0, T ];X). Тодi

lim
nk\rightarrow \infty 

inf

\tau \ast \int 
0

L
\Bigl( 
t, u\ast t , z

(nk)(t)
\Bigr) 
\scrX R(t)dt \geq 

t\int 
0

L(t, u\ast t , z
\ast (t))\scrX R(t)dt.

Згiдно з тим, що L(t, u, y) \geq 0, \scrX R(t) \leq 1 i \scrX R(t) \rightarrow 1, R \rightarrow \infty , з останньої нерiвностi
отримуємо

\tau \ast \int 
0

L(t, u\ast t , z
\ast (t))dt \leq lim

nk\rightarrow \infty 
inf

\tau \ast \int 
0

L
\Bigl( 
t, u\ast t , z

(nk)(t)
\Bigr) 
dt; (4.16)

при цьому враховано iнтегровнiсть L
\bigl( 
t, u\ast t , z

(nk)(t)
\bigr) 
на [0, \tau \ast ]. Очевидно, з умови A4) отри-

муємо
\tau \ast \int 
0

\bigm| \bigm| \bigm| L\Bigl( t, u(nk)
t , z(nk)(t)

\Bigr) 
 - L

\Bigl( 
t, u\ast t , z

(nk)(t)
\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| dt\rightarrow 0, nk \rightarrow \infty . (4.17)

Далi маємо

lim
nk\rightarrow \infty 

inf

\tau k\int 
0

L
\Bigl( 
t, u

(nk)
t , z(nk)(t)

\Bigr) 
dt \geq 

\geq lim
nk\rightarrow \infty 

inf

\tau \ast \int 
0

\Bigl[ 
L
\Bigl( 
t, u

(nk)
t , z(nk)(t)

\Bigr) 
 - L

\Bigl( 
t, u\ast t , z

(nk)(t)
\Bigr) \Bigr] 
dt+

+ lim
nk\rightarrow \infty 

inf

\tau \ast \int 
0

\Bigl[ 
L
\Bigl( 
t, u\ast t , z

(nk)(t)
\Bigr) 
 - L(t, u\ast t , u

\ast (t), z\ast (t))
\Bigr] 
dt+

+

\tau \ast \int 
0

L(t, u\ast t , z
\ast (t))dt. (4.18)

Як було показано вище, перший доданок у правiй частинi нерiвностi (4.17) дорiвнює нулю,
а другий доданок невiд’ємний згiдно з (4.18). Тому

m = lim
nk\rightarrow \infty 

inf

\tau nk\int 
0

L
\Bigl( 
t, u

(nk)
t , z(nk)(t)

\Bigr) 
dt \geq 

\geq lim
nk\rightarrow \infty 

inf

\tau \ast \int 
0

L
\Bigl( 
t, u

(nk)
t , z(nk)(t)

\Bigr) 
dt \geq 

\tau \ast \int 
0

L(t, u\ast t , z
\ast (t))dt.

Отже, трiйка
\bigl( 
u\ast (t), z\ast (t), \tau \ast 

\bigr) 
є оптимальною.
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б) Нехай \tau \ast = \tau = limn\rightarrow \infty inf \tau n.
Оберемо довiльне t1 \in [0, T ] таким чином, щоб t1 < \tau \ast . Розглянемо множину Z =

=
\bigl\{ 
\tau n : \tau n \in 

\bigl( 
t1, \tau 

\ast \bigr) \bigr\} . Достатньо дослiдити випадок, коли ця множина нескiнченна. Тодi
аналогiчно до випадку а) ми можемо показати, що

t1\int 
0

L(t, u\ast t , z
\ast (t))dt \leq n,

звiдки граничним переходом при t1 \rightarrow \tau \ast одержимо
\tau \ast \int 
0

L(t, u\ast t , z
\ast (t))dt \leq m,

що доводить теорему i в цьому випадку.
2. Нехай \tau \ast = T.

У цьому випадку \tau = limn\rightarrow \infty inf \tau n = \tau \ast = T, i доведення зводиться до випадку 1б.
Теорему доведено.
5. Застосування параболiчних функцiонально-диференцiальних рiвнянь. Нехай Q —

обмежена область у \BbbR d з межею \partial Q, що задовольняє умову Ляпунова. Розглянемо в цiй
областi елiптичний оператор

A = A(x) =
d\sum 

i,j=1

aij(x)
\partial 2

\partial xi\partial xj
+

d\sum 
i=1

bi(x)
\partial 

\partial xi
+ c(x). (5.1)

Коефiцiєнти aij в операторi A є неперервними за Гельдером iз експонентою \beta \in (0, 1),
симетричнi та задовольняють умову елiптичностi

d\sum 
i,j=1

aij\eta i\eta j \geq c0| \eta | 2, \eta \in \BbbR d, (5.2)

для деякого c0 > 0, | \cdot | — евклiдова норма в \BbbR d.
Коефiцiєнти bi i c також неперервнi за Гельдером iз деякою додатною експонентою

Гельдера.
Нехай X = L2(Q) = H1 i D(A) = H2(Q) \cap H1

0 (Q). Позначимо також QT = (0, T )\times Q.
Нехай F — опукла замкнена множина в \BbbR . Через \| \cdot \| H позначимо стандартну норму
в L2(Q).

Розглянемо два випадки функцiонально-диференцiального рiвняння:
a) рiвняння з функцiоналом iнтегрального типу;
б) рiвняння з максимумом.
У випадку а) задача набуває вигляду\left\{         

du

dt
= Au+ f

\biggl( 
t, x,

\int 0

 - h
\| u(t+\Theta )\| Hd\Theta 

\biggr) 
+ f1

\biggl( 
t, x,

\int 0

 - h
| | u(t) + \Theta | | Hd\Theta 

\biggr) 
,

u(t, x) = \varphi (t, x), t \in [ - h, 0], x \in Q,

u(t, x) = 0, x \in \partial Q, t \in [0, T ],

(5.3)

де \varphi (t, x) \in C0 = C
\bigl( 
[0, T ];L2(Q)

\bigr) 
.
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Функцiї f(t, x, y) i f1(t, x, y) будемо вважати заданими при t \in [0, T ], x \in Q, y \in 
\in [0, l], l > 0, зi значеннями в \BbbR 1, неперервними за сукупнiстю аргументiв i лiпшицевими
за змiнною y зi сталою L. При цьому область D \in [ - h, T ] \times C є множиною \{ (t, \varphi ) :

t \in [ - h, T ], \varphi \in G\} , де G — множина функцiй \varphi \in C таких, що
\int 0

 - h
\| \varphi (\Theta , \cdot )\| Hd\Theta \in [0, l),

а \partial G — множина функцiй \varphi \in C таких, що
\int 0

 - h
\| \varphi (\Theta , \cdot )\| d\Theta = l або \varphi (\Theta , x) = 0 майже

всюди.
При цьому, природно, передбачаємо, що початкова функцiя \varphi (t, x) iз (4.3) належить G.

Тодi \partial D = ([0, T ]\times \partial G) \cup 
\bigl( 
\{ T\} \times G

\bigr) 
.

Допустимими керуваннями обираємо функцiї z \in L2(QT ) такi, що z(t, x) \in F майже
для всiх t \in [0, T ], x \in Q.

Вiдомо,що A - 1 є компактним оператором (див., наприклад, [15], \S 6.2), власнi значення
\lambda k оператора A є дiйсними i 0 > \lambda 1 \geq \lambda 2 \geq \lambda 3 \geq . . . . Тодi з [16] (Sec. 1.4), напiвгрупа S(t)
є компактною для t > 0.

Отже, всi умови для оператора A виконуються.
Тепер перевiримо умови A2), A3) для вiдображень f1 i f2.
Очевидно, що умова A2) виконується. Далi маємо

\bigm\| \bigm\| f1(t, x, \varphi )\bigm\| \bigm\| 2H =

\int 
Q

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f1
\left(  t, x, 0\int 

 - h

\| \varphi (\Theta , \cdot )\| d\Theta 

\right)  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2

dx =

= mess2(Q)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| f1
\left(  t, x, 0\int 

 - h

\| \varphi (\Theta , \cdot )\| d\Theta 

\right)  \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
2

\leq 

\leq 2

\left(   | f1(t, x, 0)| 2 +

\left(  L 0\int 
 - h

\| \varphi (\Theta , \cdot )\| d\Theta 

\right)  2
\right)   \leq 

\leq 2

\Biggl( 
| f1(t, x, 0)| 2 + L2h2 sup

\Theta \in [ - h,0]
\| \varphi (\Theta , \cdot )\| 2

\Biggr) 
.

Отже, умова A3) щодо f1 виконується. Аналогiчно перевiряємо й умову A3) для f2. Звiдси
також маємо

\| f2(t, x, \varphi )\varsigma \| 2H =

\int 
\Theta 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f2
\left(  t, x, 0\int 

 - h

\varphi (\Theta , \cdot )d\Theta 

\right)  \varsigma (x)
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
2

dx \leq 

\leq 
\int 
Q

2

\left(   | f2(t, x, 0)| 2 + L2h2 sup
\Theta \in [ - h,0]

\| \varphi (\Theta , \cdot )\| 2H
\int 
Q

| \varsigma (x)| 2

\right)   dx
для \varsigma \in L2(Q). Тому f2(t, x, \varphi ) \in \scrL (H,H). Отже, всi умови щодо f1 i f2 виконуються.

Перейдемо до перевiрки умов щодо критерiю якостi.
Будемо вважати, що:
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1) функцiя L(t, \varphi , v) : [0, T ]\times G\times F \rightarrow \BbbR 1 визначена i неперервна за всiма змiнними та
задовольняє умову Лiпшиця по y зi сталою L ;

2) частинна похiдна Lv є неперервною за сукупнiстю змiнних у областi визначення i
для деяких сталих c0 > 0, \alpha > 0 задовольняє оцiнку

| Lv(t, y, v)| \leq c0(1 + \| \varphi \| \alpha C + \| v\| );

3) iснує стала c1 > 0 така, що

L(t, y, v) \geq c1| v| 2;

4) функцiя L(t, y, v) опукла по v для кожних фiксованих t \in [0, T ], y \in [0, l].
Функцiонал якостi має вигляд

\scrJ (z) =

\tau \int 
0

\left(   \int 
Q

L(t, ut(x), z(t, x))dx

\right)   dt\rightarrow inf.

Очевидно, що умову A4) теореми 2.1 виконано. Перевiримо умову A5) для p = 2. Для
всiх \psi ,\psi 1 \in L2(Q) для похiдної Фреше L\prime вiдображення L як вiдображення iз L2(Q) в \BbbR 
згiдно з теоремою Рiсса маємо

\bigm| \bigm| L\prime (t, \varphi , \psi (x)) \cdot \psi 1

\bigm| \bigm| =
\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 
Q

| Lv(t, \varphi , \psi (x)) \cdot \psi 1(x)dx

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \leq 

\leq c0

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\int 
Q

| \psi 1(x)| dx+

\int 
Q

\| \varphi \| \alpha C | \psi 1(x)

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| dx+

\int 
Q

| \psi (x)\psi 1(x)| dx \leq 

\leq const

\left(   1 + \| \varphi \| \alpha C +

\sqrt{}    \int 
Q

\psi 2(x)dx

\sqrt{}    \int 
Q

| \psi 1(x)| 2dx

\right)   .
Отже, умову A5) виконано. Умови A6), A7) також, очевидно, виконуються. А тому

задача оптимального керування (4.3) має розв’язок.
Випадок б) рiвняння з максимумом. Розглянемо таку задачу оптимального керування\left\{           

du

dt
= Au+ f1

\biggl( 
t, x, max

s\in I(t)
\| u(s)\| H

\biggr) 
+ f2

\biggl( 
t, x,max

s\in I
\| u(s)\| H

\biggr) 
z(t),

u(t, x) = \varphi (t, x), t \in [ - h, 0], x \in Q,

u(t, x) = 0, x \in \partial Q, t \in [0, T ],

(5.4)

де I(t) = [\beta (t), \alpha (t)], \beta (t), \alpha (t) — неперервнi на [0, T ] функцiї такi, що \beta (t) \leq \alpha (t) \leq t i
mint\in [0,T ](\beta (t) - t) =  - h.

Iншi припущення такi ж, як i в задачi (5.3). Загальну теорiю диференцiальних рiвнянь
iз максимумом подано в [17].
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Задача (5.4) зводиться до задачi (1.1), якщо покласти

\widetilde f1(t, x, \varphi ) = f1(t, x, max
\Theta \in [\beta (t) - t,\alpha (t) - t]

\varphi (\Theta )) i \widetilde f2(t, x, \varphi ) = f2(t, x, max
\Theta \in [\beta (t) - t,\alpha (t) - t]

\varphi (\Theta )).

При цьому область G \in C — множина функцiй \varphi \in C таких, що \| \varphi (\Theta , \cdot )\| H \in (0, l) i
для кожної такої функцiї iснує точка \Theta \in [ - h, 0] така, що \| \varphi (\Theta , \cdot )\| H = l або \varphi (\Theta , x) \equiv 0
для майже всiх x \in Q.

Легко бачити, що всi умови теореми 2.1 виконано.
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