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Conditions under which difference equations in the metric space of bounded sequences have bounded or
almost periodic solutions are given.

Наведено умови, при виконаннi яких рiзницевi рiвняння в метричному просторi обмежених послi-
довностей мають обмеженi або майже перiодичнi розв’язки.

1. Основнi позначення, майже перiодичнi послiдовностi й оператори та об’єкт дослiджень.
Нехай N — множина всiх натуральних чисел, Z — множина всiх цiлих чисел, M —
довiльний повний метричний простiр iз метрикою ρM , a — довiльний елемент цього
простору i M — метричний простiр послiдовностей x = (x(n))n∈Z, для кожної з яких

sup
n∈Z

ρM (x(n), a) <∞,

з метрикою
ρM(x1,x2) = sup

n∈Z
ρM (x1(n),x2(n)).

Зазначимо, що метричний простiр M є повним завдяки повнотi простору M.
У просторi M визначимо оператор зсуву Sm, m ∈ Z, формулою

(Smx)(n) = x(n+m), n ∈ Z.

Означення 1. Послiдовнiсть x ∈ M називається майже перiодичною (за Бохнером) [1,
2], якщо замикання {Smx : m ∈ Z} множини {Smx : m ∈ Z} у просторi M є компактною
пiдмножиною цього простору.

Множина B майже перiодичних елементiв простору M є пiдпростором цього простору
з метрикою

ρB(x1,x2) = ρM(x1,x2).

Нехай B[a, r] — замкнена куля в просторi M iз центром у точцi a ∈ M i радiусом r,
тобто множина {x ∈M : ρM(x,a) ≤ r}.

Означення 2. Оператор H : M → M називається майже перiодичним (за Бохнером),
якщо для кожних a ∈ M, r > 0 i послiдовностi (mk)k≥1 натуральних чисел iснує пiдпослi-
довнiсть (mkl)l≥1, для якої

lim
l1→∞, l2→∞

sup
x∈B[a,r]

ρM

(
Sml1

HS−ml1
x, Sml2

HS−ml2
x
)

= 0.
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Це означення у випадку лiнiйного майже перiодичного оператора H рiвносильне озна-
ченню, що використовувалося Е. Мухамадiєвим при дослiдженнi оборотностi лiнiйних
функцiональних операторiв у просторi обмежених на осi функцiй [3, 4].

Нехай K — множина непорожнiх компактних множин K метричного простору M
i R(x) — множина {x(n) : n ∈ Z}. Зафiксуємо довiльну компактну множину K ⊂ K.
Позначимо через DK множину всiх елементiв множини x ∈ M, для кожного з яких
R(x) ⊂ K.

Означення 3. Оператор H : M → M будемо називати майже перiодичним, якщо для
кожних множини K ∈ K i послiдовностi (mk)k≥1 натуральних чисел iснує пiдпослiдовнiсть
(mkl)l≥1, для якої

lim
l1→∞, l2→∞

sup
x∈DK

ρM

(
Sml1

HS−ml1
x, Sml2

HS−ml2
x
)

= 0.

Очевидно, що майже перiодичний за Бохнером оператор H : M → M є майже пе-
рiодичниму сенсi означення 3.Однак,майжеперiодичний у розумiннi означення 3 оператор
H : M→M може не бути майже перiодичним за Бохнером [5 – 7].

Нехай Λ —обмежена пiдмножина простору M. Визначимо дiаметр diam Λ множини Λ
рiвнiстю

diam Λ = sup{ρM (x, y) : x, y ∈ Λ}.
Розглянемо майже перiодичний у сенсi означення 3 оператор F : M→M, визначений

формулою
(Fx)(n) = F (n,x(n),x(n+m1), . . . ,x(n+mk)), n ∈ Z,

де x ∈M, k ∈ N, m1, . . . ,mk ∈ Z i F : Z×Mk+1 →M — оператор, для якого

diamF (Z×M0 ×M1 × . . .×Mk) < +∞ (1)

для всiх обмежених множин M0,M1, . . . ,Mk.
Вважаємо, що функцiї F (n, x0, x1, . . . , xk), n ∈ Z, є неперервними на Mk+1.
Завдяки (1) оператор F : M→M є обмеженим [8, с. 14].
Розглянемо рiзницеве рiвняння

Fx = h, (2)

в якому h ∈M \B або h ∈ B.
Метою цiєї статтi є встановлення умов, при виконаннi яких для кожного h ∈ M з

передкомпактною множиною значень рiвняння (2) має обмежений розв’язок або у випадку
h ∈ B — майже перiодичний розв’язок.

2. Локально збiжнi послiдовностi. У подальшому крiм природної збiжностi послiдовно-
стi елементiв простору M також будемо використовувати локально збiжнi послiдовностi
елементiв цього простору.

Означення 4. За аналогiєю з [9] говоритимемо, що послiдовнiсть елементiв yk = yk(n),
k ≥ 1, простору M локально збiгається до елемента y = y(n) ∈M i позначатимемо

yk
loc, M−−−−→ y при k →∞,

якщо ця послiдовнiсть обмежена i для кожного n ∈ Z

lim
k→+∞

ρM (yk(n),y(n)) = 0.
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Поняття локально збiжної послiдовностi введено в [10, 11].
Означення 5. Обмежену послiдовнiсть елементiв yk ∈M, k ≥ 1, називатимемо локаль-

но збiжною, якщо iснує елемент z ∈M, для якого

yk
loc, M−−−−→ z при k →∞.

Зазначимо,що завдяки єдиностi границь збiжних послiдовностей у просторi M елемент
z ∈M в означеннi 5 єдиний.

Важливим є наступне твердження про iснування локально збiжних послiдовностей
елементiв простору M.

Лема 1. Нехай (yk)k≥1 — довiльна обмежена послiдовнiсть елементiв простору M, для
якої множини {yk(n) : k ≥ 1}, n ∈ Z, передкомпактнi. Iснує локально збiжна пiдпослiдов-
нiсть (ykl)l≥1 послiдовностi (yk)k≥1, що локально збiгається до z = z(n) ∈ M при l → ∞,
де z(n) = liml→∞ ykl(n), n ∈ Z, для якої

sup
n∈Z

ρM (z(n), a) ≤ sup
l≥1, n∈Z

ρM (ykl(n), a). (3)

Доведення. Оскiльки множина Z злiченна, то її елементи можна пронумерувати i
подати цю множину у виглядi Z = {n1, n2, n3, . . .}. Розглянемо такi пiдпослiдовностi по-
слiдовностi (yk)k≥1 :

yk1,1 ,yk1,2 , . . . ,yk1,p , . . . ,

yk2,1 ,yk2,2 , . . . ,yk2,p , . . . ,

...
ykm,1 ,ykm,2 , . . . ,ykm,p , . . . ,

... .

Цi послiдовностi вважаємо такими, що:
1) кожна наступна послiдовнiсть є пiдпослiдовнiстю попередньої послiдовностi;
2) такi послiдовностi є збiжними:

yk1,1(n1),yk1,2(n1), . . . ,yk1,p(n1), . . . ,

yk2,1(n2),yk2,2(n2), . . . ,yk2,p(n2), . . . ,

...
ykm,1(nm),ykm,2(nm), . . . ,ykm,p(nm), . . . ,

... .

Множина послiдовностей iз такими властивостями є не порожньою, оскiльки множини
{yk(n) : k ≥ 1}, n ∈ Z, передкомпактнi. Завдяки властивостям розглянутих послiдовностей
дiагональна послiдовнiсть

yk1,1(n), yk2,2(n), . . . , ykm,m(n), . . .
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є збiжною для кожного n ∈ Z i тому iснують границi

z(n) = lim
m→∞

ykm,m(n), n ∈ Z. (4)

На пiдставi (4) та обмеженостi послiдовностi (yk)k≥1 (за умовами леми 1) справджується
спiввiдношення (3) i послiдовнiсть, що визначається рiвностями

z = z(n), n ∈ Z,

є елементом простору M.
Лему 1 доведено.
Також справджується лема, аналогiчна лемi 1.
Лема 2. Нехай (yk)k≥1 — обмежена послiдовнiсть елементiв простору M, для множин

значень R(yk), k ≥ 1, яких для деякої компактної множини K ∈ K виконується включення⋃
k≥1R(yk) ⊂ K. Iснують локально збiжна пiдпослiдовнiсть (ykl)l≥1 послiдовностi (yk)k≥1

i елемент z ∈M, для яких ykl
loc, M−−−−→ z при l→∞ i R(z) ⊂ K.

Зазначимо, що окремi випадки лем 1 i 2 мiстяться в [12, 13] та iнших роботах автора,
що використовують теорiю c-неперервних операторiв.

3. Допустимi пари компактних множин i умови обмеженостi розв’язкiв рiвняння (2).
При з’ясуваннi умов iснування обмежених розв’язкiв рiвняння (2) будемо використовувати
локальну апроксимацiю елементiв простору M перiодичними елементами цього простору.

Елемент x простору M називаємо перiодичним, якщо для деякого p ∈ N справджується
рiвнiсть

Spx = x.

Очевидно, що множина P всiх перiодичних елементiв простору M є пiдмножиною про-
стору B i не є пiдпростором цього простору.

Означення 6. Пару (K1,K2) компактних множин K1,K2 ⊂ M будемо називати допу-
стимою для вiдображення F : M→M (або для рiвняння (2)), якщо для кожного перiодичного
елемента h ∈ P, для якого R(h) ⊂ K2, рiвняння (2) має розв’язок x ∈M (вiн може не бути
єдиним), для якого R(x) ⊂ K1.

Зазначимо, що в означеннi 6 вiдображення F може не бути майже перiодичним.
Справедлива така теорема.
Теорема 1. Нехай пара (K1,K2) множин K1,K2 ∈ K є допустимою для рiвняння (2).
Тодi для кожного елемента h ∈ M, для якого R(h) ⊂ K2, рiвняння (2) має хоча б один

розв’язок x ∈M, для якого R(x) ⊂ K1.
Доведення. Зафiксуємо довiльний елемент h ∈ M iз множиною значень R(h) у K2 i

розглянемо послiдовнiсть елементiв hk ∈ P, k ≥ 1, для якої

hk
loc, M−−−−→ h при k →∞. (5)

Завдяки включенню R(h) ⊂ K2 елементи hk, k ≥ 1, можна вибрати так, щоб

R(hk) ⊂ K2, k ≥ 1. (6)

Напiдставi (6), перiодичностi hk i допустимостi пари (K1,K2) для F рiзницеве рiвняння

Fxk = hk (7)

має в просторi M розв’язок xk i R(xk) ⊂ K1 для кожного k ≥ 1.
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За лемою 2 iснує локально збiжна пiдпослiдовнiсть (xkl)l≥1 послiдовностi (xk)k≥1 i
елемент x∗, для яких

xkl
loc, M−−−−→ x∗ при l→∞ (8)

i
R(x∗) ⊂ K1.

Покажемо, що

(Fx∗)(n) = h(n) для всiх n ∈ Z. (9)

Застосовуючи аксiому трикутника до елементiв простору M [14, с. 41], отримуємо, що
для кожного n ∈ Z виконується нерiвнiсть

ρM ((Fx∗)(n), h(n)) ≤ ρM ((Fx∗)(n), (Fxkl)(n))+

+ ρM ((Fxkl)(n),hkl(n)) + ρM (hkl(n),h(n)).

Оскiльки на пiдставi (5), (7) i (8) для кожного n ∈ Z

lim
l→∞

(ρM ((Fx∗)(n), (Fxkl)(n)) + ρM ((Fxkl)(n),hkl(n)) + ρM (hkl(n),h(n))) = 0,

то
ρM ((Fx∗)(n), h(n)) = 0 для всiх n ∈ Z,

тобто правильним є спiввiдношення (9), а отже, x∗ є розв’язком рiвняння (2).
Теорему 1 доведено.
Зазначимо, що теорема 1 є прикладом застосування допустимих пар компактних мно-

жин для дослiдження задачi про умови iснування обмежених (не майже перiодичних)
розв’язкiв рiзницевого рiвняння (2). У подальшому ми використаємо допустимiсть уведе-
них до розгляду пар i для з’ясування умов iснування майже перiодичних розв’язкiв цього
рiвняння.

4. Умови iснування майже перiодичних розв’язкiв рiвняння (2). У теоремi 1 вiдображен-
ня F : M → M може не бути майже перiодичним. Навiть у випадку майже перiодичностi
цього вiдображення в сенсi означення 3 i виконання включення h ∈ B з цiєї теореми не
випливає, що рiвняння (2) має розв’язок у просторi B. Щоб iснував розв’язок дослiджува-
ного рiвняння з такою властивiстю, потрiбно вимагати для F виконання додаткових вимог.
Такi вимоги ми подамо з використанням визначеного на множинi розв’язкiв рiзницевого
рiвняння допомiжного функцiонала δ.

4.1. Функцiонал δ . Зафiксуємо довiльний елемент y ∈ M i множину K ∈ K. Нехай
N(F,K) —множина всiх розв’язкiв рiвняння (2), для кожного з яких R(x) ⊂ K i R(x) 6= K.
Припустимо, що N(F,K) 6= ∅.

Зафiксуємо довiльний елемент x∗ ∈ N(F,K). Нехай

r(x∗,K) = sup
{
ρM (x, z) : x ∈ R(x∗), z ∈ K

}
.

Згiдно з означенням множини N(F,K) i нерiвнiстю N(F,K) 6= ∅ маємо

r(x∗,K) > 0.
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Також зафiксуємо довiльне число ε ∈ [0, r(x∗,K)]. Позначимо через Ω
(
x∗,K, ε

)
множину

всiх елементiв z ∈M, для кожного з яких R(z) ⊂ K i ρM(z,x∗) ≥ ε.
Розглянемо функцiонал

δ(x∗,K, ε) = inf
z∈Ω(x∗,K,ε)

ρM(Fz,Fx∗). (10)

Цей функцiонал будемо використовувати для дослiдження рiвняння (2).
Зауваження 1. Якщо як метричний простiр M взяти банаховий простiр E iз нормою

‖ · ‖E , то метричний простiр M буде банаховим простором iз нормою

‖x‖M = sup
n∈Z
‖x(n)‖E ,

а тому (10) на пiдставi рiвностi Fx∗ = h набуває вигляду

δ(x∗,K, ε) = inf
z∈Ω(x∗,K,ε)

‖Fz− h‖M.

4.2. Умови майже перiодичностi обмежених розв’язкiв рiвняння (2) з використаннямфун-
кцiонала δ . За допомогою функцiонала δ у випадку майже перiодичних F i h наведемо
умови майже перiодичностi обмежених розв’язкiв рiвняння (2). При цьому ми не буде-
мо використовувати H -клас рiвняння (2) i умову роздiльностi розв’язкiв H -класу цього
рiвняння, як у [15 – 17].

Справедлива така теорема.
Теорема 2 [18]. Нехай F : M→M —майже перiодичне вiдображення в сенсi означення 3

i h — майже перiодичний елемент простору B.

Якщо для розв’язку x∗ ∈ N (F,K) рiвняння (2), де K ∈ K, diamR(x∗) 6= 0 i викону-
ється спiввiдношення δ(x∗,K, ε) > 0 для кожного ε ∈ (0, r(x∗,K)), то цей розв’язок майже
перiодичний.

Доведення цiєї теореми наведено в [18].
Зауваження 2. Кожний розв’язок x∗ ∈ N(F,K) рiвняння (2), для якого diamR(x∗) = 0,

є сталим i, отже, майже перiодичним.
У формулюваннi теореми 2 неявно використано те, що множина N(F,K) є не порож-

ньою. Наведемо умови, коли ця вимога виконується.
4.3. Поповнення теореми 2 допустимiстю пари

(
K,R(h)

)
для F . Якщо здiйснити таке

поповнення, то множина N (F,K) буде не порожньою i отримане твердження буде бiльш
змiстовним.

Справедлива така теорема.
Теорема 3. Нехай виконуються умови:
1) F : M → M — майже перiодичне вiдображення в сенсi означення 3 i h — майже

перiодичний елемент простору B;
2) для кожного розв’язку x∗ ∈ N (F,K) рiвняння (2), де K ∈ K, diamR(x∗) 6= 0 i

виконується спiввiдношення δ(x∗,K, ε) > 0 для всiх ε ∈ (0, r(x∗,K)) або diamR(x∗) = 0;

3) пара
(
K,R(h)

)
компактних множин K i R(h) є допустимою для F.

Тодi кожний розв’язок x∗ рiвняння (2) майже перiодичний.
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Зазначимо, що твердження теореми 3 — наслiдок теорем 1 i 2. Справдi, завдяки допу-
стимостi пари

(
K,R(h)

)
компактних множин K i R(h) для F (множина R(h) компактна

на пiдставi означення 1) i твердженню теореми 1 множина N(F,K) є не порожньою. Це є
пiдставою для подальшого застосування до рiвняння (2) теореми 2 i зауваження 2. Отже,
твердження теореми 3 правильне.

5. Додатковi зауваження та лiтературнi вказiвки.
1. Лему 1 про iснування локально збiжної послiдовностi елементiв метричного просто-

ру M опублiковано вперше.
2. Поняття допустимої пари компактних множин для рiзницевого рiвняння (2) уведе-

но в розгляд уперше. Це поняття не збiгається з поняттям допустимостi пари банахових
функцiональних просторiв для диференцiальних рiвнянь, що розглядалося в [19].

3. Множина допустимих пар компактних множин для рiвняння (2) є не порожньою. У
цьому легко переконатися, обмежившись розглядом дослiджуваного рiвняння в лiнiйному
випадку.

4. Теореми 1 i 3, що використовують допустиму пару компактних множин для рiвнян-
ня (2), є новими.

5. Узагальнення теореми 2 у випадку дискретних рiвнянь у метричному просторi M
вiдображень x злiченної адитивної групи G у метричний простiр M, для кожного з яких

sup
g∈G

ρM (x(g), a) <∞,

з метрикою
ρM(x1,x2) = sup

g∈G
ρM (x1(g),x2(g))

наведено в [7].
6. Функцiонали, аналогiчнi функцiоналу δ, введено автором у статтях [20 – 24] для

дослiдження нелiнiйних майже перiодичних рiвнянь

x(t+ 1) = f(t, x(t)), t ∈ R,

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t ∈ R,

f(t, x(t)) = 0, t ∈ R,

i
G(t, x(t), x(t−∆1), . . . , x(t−∆m)) = 0, t ∈ R.

Тут f : R×E → E i G : R×Em+1 → E —неперервнi оператори, E —банаховий простiр i
∆1, . . . ,∆m —довiльнi дiйснi числа. Для цих рiвнянь отримано умови майже перiодичностi
обмежених розв’язкiв iз передкомпактними множинами значень.

Аналогiчний функцiонал для дослiдження нелiнiйних рiзницевих, диференцiальних i
диференцiально-рiзницевих рiвнянь

x(n+ 1) = g(n, x(n)), n ∈ Z, (11)

F

(
t, x(t),

dx(t)

dt

)
= 0, t ∈ R, (12)
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i

F

(
t,

m∑
l=0

Al(t)x(t−∆l),

m∑
l=0

Bl(t)
dx(t− τl)

dt

)
= 0, t ∈ R, (13)

використано автором у [25 – 27]. У цих рiвняннях g i F —вiдображення, що дiють iз Z×E
i R × E × E вiдповiдно в E i задовольняють умову майже перiодичностi, Al(t) i Bl(t) —
неперервнi на R майже перiодичнi функцiї зi значеннями в L(E,E), m ∈ N, а ∆0, . . . ,∆m

i τ0, . . . , τm — довiльнi дiйснi числа. Для рiвнянь (11) – (13) також отримано умови майже
перiодичностi обмежених розв’язкiв iз передкомпактними множинами значень.
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