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We propose methods for construction of generalized inverse operator matrices to (2×2) operator matrices
in Banach spaces. We obtain the condition of solvability and a formula of presentation of at least one
solution of the operator equation in terms of a (2 × 2) operator matrix. It is shown that the obtained
formula for the generalized inverse operator matrix is connected with the known Frobenius formula for
construction of the inverse matrix for a nondegenerate block matrix.

Запропоновано способи побудови узагальнено обернених операторних матриць до (2×2)-вимiрних
операторних матриць у банахових просторах. Отримано умову розв’язностi та формулу для подання
принаймнi одного розв’язку операторного рiвняння з (2 × 2)-вимiрною операторною матрицею.
Показано зв’язок отриманої формули для узагальнено оберненої операторної матрицi з вiдомою
формулою Фробенiуса для побудови оберненої матрицi до невиродженої блокової матрицi.

Вступ. Розробленi за останнє десятирiччя способи побудови проєкторiв, ортопроєкто-
рiв i узагальненого обернення лiнiйних обмежених операторiв у скiнченновимiрних i не-
скiнченновимiрних банахових просторах широко застосовуються при дослiдженнi умов
розв’язностi крайових задач для не всюди розв’язних операторних рiвнянь [1 – 4].

Дослiдження слабко збурених i слабко нелiнiйних крайових задач для не всюди розв’яз-
них операторних рiвнянь у банахових просторах спричиняє проблеми з розв’язнiстю та
зображенням розв’язкiв рiвнянь iз операторними матрицями.

Так, при дослiдженнi слабко збурених i слабко нелiнiйних крайових задач для iнте-
гральних рiвнянь iз виродженим ядром у банахових просторах [5] виникла проблема з
узагальненим оберненням (2 × 1)- та (1 × 2)-вимiрних операторних матриць, яку було
вирiшено у [6].

При дослiдженнi слабко збурених та слабко нелiнiйних крайових задач для не всюди
розв’язних iнтегро-диференцiальних рiвнянь у банахових просторах виникли проблеми
з розв’язнiстю та зображенням розв’язкiв рiвнянь iз (2 × 2)-вимiрними операторними
матрицями.

Тому актуальною є задача про побудову узагальнено-обернених операторiв до (2× 2)-
вимiрних операторних матриць, встановлення умов розв’язностi та подання розв’язкiв
рiвнянь iз такими матрицями.

Вирiшення цiєї проблеми буде цiкавим i для узагальненого обернення (2×2)-вимiрних
блокових матриць, оскiльки вони мають широке застосування при моделюваннi теоретич-
них i практичних завдань у математицi, технiцi, економiцi тощо.
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Постановка задачi. Розглянемо рiвняння з операторною матрицею

B0

[
c

d

]
=

[
B11 B12

B21 B22

][
c

d

]
=

[
y1

y2

]
, (1)

де B11 : B1 → B3, B12 : B2 → B3, B21 : B1 → B4, B22 : B2 → B4 — лiнiйнi обмеженi
оператори, Bi , i = 1, 4 — банаховi простори.

Мета цiєї роботи: знайти формули для побудови проєкторiв та узагальнено оберненої
матрицi B−

0 до операторної матрицi B0, а також встановити умови iснування та вигляд
принаймнi одного розв’язку рiвняння (1).

Основний результат. Запишемо рiвняння (1) у виглядi системи операторних рiвняньB11c + B12d = y1,

B21c + B22d = y2.
(2)

Надалi клас узагальнено оборотних операторiв, якi дiють з банахового простору X у
банаховий простiр Y будемо позначати через GI(X,Y).

Нехай оператор B11 належить GI(B1,B3). Узагальнена оборотнiсть оператора B11

означає [7, c. 138], що нуль-простiр N(B11) i пiдпростiр YB11 = B3 	 R(B11) доповню-
вальнi у банахових просторах B1 i B3. Тодi iснують [8] обмеженi проєктори: PYB11

— на
пiдпростiр YB11 = B3 	 R(B11), PN(B11) — на нуль-простiр N(B11) i обмежений узагаль-
нено обернений оператор B−

11 до оператора B11.
Перше рiвняння системи (2) має розв’язок стосовно c ∈ B1 тодi й лише тодi, коли

виконується умова [1]

PYB11
[y1 −B12d] = 0, (3)

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

c = PN(B11)c̄ + B−
11[y1 −B12d], (4)

де c̄ — довiльний елемент банахового простору B1.
Пiдставимо знайдене c з (4) у друге рiвняння системи (2):

B21

{
PN(B11)c̄ + B−

11[y1 −B12d]
}

+ B22d = y2,

або

B̃22d = y2 −B21B
−
11y1 −B21PN(B11)c̄, (5)

де B̃22 = B22 −B21B
−
11B12 — лiнiйний обмежений оператор.

Нехай оператор B̃22 належить GI(B2,B4). Тодi рiвняння (5) має розв’язок стосовно
d ∈ B2 тодi й лише тодi, коли виконується умова [1]

PY
B̃22

[
y2 −B21B

−
11y1 −B21PN(B11)c̄

]
= 0, (6)

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

d = P
N(B̃22)d̄ + B̃−

22

[
y2 −B21B

−
11y1 −B21PN(B11)c̄

]
, (7)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 1



44 В. П. ЖУРАВЛЬОВ, М. П. ФОМIН

де PY
B̃22

— обмежений проєктор на пiдпростiр Y
B̃22

= B4 	 R
(
B̃22

)
, P

N(B̃22)
— обме-

жений проєктор на нуль-простiр N(B̃22) оператора B̃22, B̃−
22 — обмежений узагальнено

обернений оператор до оператора B̃22.
Для отримання умови розв’язку першого рiвняння системи (2) пiдставимо (7) у (3):

PYB11

[
y1 −B12

(
P
N(B̃22)d̄ + B̃−

22

[
y2 −B21B

−
11y1 −B21PN(B11)c̄

])]
= 0

або

PYB11
B12B̃

−
22B21PN(B11)c̄− PYB11

B12PN(B̃22)d̄+

+
(
PYB11

+ PYB11
B12B̃

−
22B21B

−
11

)
y1 − PYB11

B12B̃
−
22y2 = 0. (8)

Позначивши B̂−
22 = B12B̃

−
22B21 та пiдставивши (7) у (4), отримаємо

c = PN(B11)c̄ + B−
11

{
y1 −B12

[
P
N(B̃22)

d̄ + B̃−
22

(
y2 −B21B

−
11y1 −B21PN(B11)c̄

)]}
або

c =
[
PN(B11) + B−

11B̂
−
22PN(B11)

]
c̄−

−B−
11B12PN(B̃22)

d̄ +
[
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11

]
y1 −B−

11B12B̃
−
22y2. (9)

З умов (8) та (6) одержимо умови розв’язностi матричного операторного рiвняння (2) PYB11
B̂−

22PN(B11) −PYB11
B12PN(B̃22)

−PY
B̃22

B21PN(B11) 0

[c̄
d̄

]
+

+

PYB11
+ PYB11

B̂−
22B

−
11 −PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

[y1
y2

]
= 0. (10)

Тодi, враховуючи (7) i (9), маємо загальний розв’язок операторної системи (1):[
c

d

]
=

PN(B11) + B−
11B̂

−
22PN(B11) −B−

11B12PN(B̃22)

−B̃−
22B21PN(B11) P

N(B̃22)

[c̄
d̄

]
+

+

[
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11 −B−

11B12B̃
−
22

−B̃−
22B21B

−
11 B̃−

22

][
y1

y2

]
, (11)

де c̄ ∈ B1, d̄ ∈ B2 — елементи, якi задовольняють умову (10).
Позначимо оператори

K =

−PYB11
B̂−

22PN(B11) PYB11
B12PN(B̃22)

PY
B̃22

B21PN(B11) 0

, B̃0 = B0 −K, (12)
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P
N(B̃0)

=

PN(B11) + B−
11B̂

−
22PN(B11) −B−

11B12PN(B̃22)

−B̃−
22B21PN(B11) P

N(B̃22)

, (13)

PY
B̃0

=

PYB11
+ PYB11

B̂−
22B

−
11 −PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

, (14)

B̃−
0 =

[
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11 −B−

11B12B̃
−
22

−B̃−
22B21B

−
11 B̃−

22

]
. (15)

Умову (10) запишемо у виглядi

PY
B̃0

[
y1

y2

]
−K

[
c̄

d̄

]
= 0,

а загальний розв’язок (11) — у виглядi[
c

d

]
= P

N(B̃0)

[
c̄

d̄

]
+ B̃−

0

[
y1

y2

]
.

Теорема 1. Оператори (13), (14) є обмеженими проєкторами вiдповiдно на нуль-простiр
N(B̃0) ⊂ B1 ×B2 i пiдпростiр Y

B̃0
= B3 ×B4 	R(B̃0).

Доведення. Оператор P називається проєктором, якщо P 2 = P. Знайдемо

P2
N(B̃0)

=

(IB1 + B−
11B̂

−
22

)
PN(B11) −B−

11B12PN(B̃22)

−B̃−
22B21PN(B11) P

N(B̃22)

2

=

=


(
IB1 +B−

11B̂
−
22

)
PN(B11)

(
IB1 +B−

11B̂
−
22

)
PN(B11) + B−

11B12PN(B̃22)
B̃−

22B21PN(B11)

−B̃−
22B21PN(B11)

(
IB1 + B−

11B̂
−
22

)
PN(B11) + P

N(B̃22)
B̃−

22B21PN(B11)(
IB1 + B−

11B̂
−
22

)
PN(B11)B

−
11B12PN(B̃22)

−B−
11B12P2

N(B̃22)

−B̃−
22B21PN(B11)B

−
11B12PN(B̃22)

+ P2
N(B̃22)

=

=

[(
IB1 + B−

11B̂
−
22

)
PN(B11) −B−

11B12PN(B̃22)

−B̃−
22B21PN(B11) P

N(B̃22)

]
= P

N(B̃0)
,

оскiльки

PN(B11)B
−
11B12 = 0,

P
N(B̃22)

B̃−
22B21 = 0, P2

N(B̃22)
= P

N(B̃22)
.

Отже, оператор P
N(B̃0)

є обмеженим проєктором. Його обмеженiсть випливає з обме-
женостi всiх його компонент.
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Далi покажемо, що оператор P
N(B̃0)

є проєктором на нуль-простiр N(B̃0) оператора
B̃0 = B0 −K, тобто B̃0PN(B̃0)

= 0.

Для цього знайдемо суперпозицiї B0PN(B̃0)
i KP

N(B̃0)
:

B0PN(B̃0)
=

[
B11 B12

B21 B22

](IB1 + B−
11B̂

−
22

)
PN(B11) −B−

11B12PN(B̃22)

−B̃−
22B21PN(B11) P

N(B̃22)

 =

=


B11

(
IB1 + B−

11B̂
−
22

)
PN(B11)− −B11B

−
11B12PN(B̃22)

+

−B12B̃
−
22B21PN(B11) +B12PN(B̃22)

B21

(
IB1 + B−

11B̂
−
22

)
PN(B11)− −B21B

−
11B12PN(B̃22)

+

−B22B̃
−
22B21PN(B11) +B22PN(B̃22)

 =

=

−PYB11
B̂−

22PN(B11) PYB11
B12PN(B̃22)

PY
B̃22

B21PN(B11) 0

 = K,

оскiльки B11PN(B11) = 0, B11B
−
11 = IB1 − PYB11

, B̃22PN(B̃22)
= 0, B̃22B̃

−
22 = IB4 − PYB̃22

.

Далi знайдемо суперпозицiю

KP
N(B̃0)

=

−PYB11
B̂−

22PN(B11) PYB11
B12PN(B̃22)

PY
B̃22

B21PN(B11) 0

×
×

PN(B11) + B−
11B̂

−
22PN(B11) −B−

11B12PN(B̃22)

−B̃−
22B21PN(B11) P

N(B̃22)

 =

=


−PYB11

B̂−
22PN(B11)

(
PN(B11) + B−

11B̂
−
22PN(B11)

)
−

−PYB11
B12PN(B̃22)

B̃−
22B21PN(B11)

PY
B̃22

B21PN(B11)

(
PN(B11) + B−

11B̂
−
22PN(B11)

)
PYB11

B̂−
22PN(B11)B

−
11B12PN(B̃22)

+ PYB11
B12P2

N(B̃22)

−PY
B̃22

B21PN(B11)B
−
11B12PN(B̃22)

 =

=

−PYB11
B̂−

22PN(B11) PYB11
B12PN(B̃22)

PY
B̃22

B21PN(B11) 0

 = K,

оскiльки PN(B11)B
−
11 = 0, P

N(B̃22)
B̃−

22 = 0, P2
N(B̃22)

= P
N(B̃22)

.

Таким чином,

B̃0PN(B̃0)
= B0PN(B̃0)

−KP
N(B̃0)

= K −K = 0,

тобто оператор P
N(B̃0)

є обмеженим проєктором банахового простору B1 × B2 на нуль-
простiр N(B̃0) оператора B̃0.
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Покажемо, що оператор PY
B̃0

— проєктор, тобто P2
Y
B̃0

= PY
B̃0

:

P2
Y
B̃0

=

PYB11
+ PYB11

B̂−
22B

−
11 −PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

2

=

=


(
PYB11

+ PYB11
B̂−

22B
−
11

)2
+ PYB11

B12B̃
−
22PYB̃22

B21B
−
11

−PY
B̃22

B21B
−
11

(
PYB11

+ PYB11
B̂−

22B
−
11

)
+ PYB11

B12B̃
−
22PYB̃22

B21B
−
11

−
(
PYB11

+ PYB11
B̂−

22B
−
11

)
PYB11

B12B̃
−
22 − PYB11

B12B̃
−
22PYB̃22

PY
B̃22

B21B
−
11PYB11

B12B̃
−
22 + P2

Y
B̃22

 =

=

PYB11
+ PYB11

B̂−
22B

−
11 −PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

 = PY
B̃0
,

оскiльки B−
11PYB11

= 0, B̃−
22PYB̃22

= 0.

Таким чином, оператор PY
B̃0

є обмеженим проєктором. Його обмеженiсть є наслiдком
обмеженостi компонент, iз яких вiн складається.

Далi покажемо, що оператор PY
B̃0

є проєктором на пiдпростiр Y
B̃0

= B3×B4	R(B̃0),

тобто
PY

B̃0
B̃0 = 0.

Для цього обчислимо суперпозицiї операторiв PY
B̃0
B0 i PY

B̃0
K :

PY
B̃0
B0 =

PYB11
+ PYB11

B̂−
22B

−
11 −PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

[B11 B12

B21 B22

]
=

=

 PYB11
B11 + PYB11

B̂−
22B

−
11B11 − PYB11

B̂−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11B11 + PY

B̃22
B21

PYB11
B12 + PYB11

B12B̃
−
22B21B

−
11B12 − PYB11

B12B̃
−
22B22

−PY
B̃22

B21B
−
11B12 + PY

B̃22
B22

 =

=

−PYB11
B̂−

22PN(B11) PYB11
B12PN(B̃22)

PY
B̃22

B21PN(B11) 0

 = K,

оскiльки PYB11
B11 = 0, B−

11B11 = IB1 − PN(B11), B̃22 = B22 − B21B
−
11B11, B̃−

22B̃22 =
= IB4 − PN(B̃22)

;

PY
B̃0
K =

PYB11
+ PYB11

B̂−
22B

−
11 −PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

×
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×

−PYB11
B̂−

22PN(B11) PYB11
B12PN(B̃22)

PY
B̃22

B21PN(B11) 0

 =

=


−P2

YB11
B̂−

22PN(B11) − PYB11
B̂−

22B
−
11PYB11

B̂−
22PN(B11)

−PYB11
B12B̃

−
22PYB̃22

B21PN(B11)

PY
B̃22

B21B
−
11PYB11

B̂−
22PN(B11) + P2

Y
B̃22

B21PN(B11)

P2
YB11

B12PN(B̃22)
+ PYB11

B̂−
22B

−
11PYB11

B12PN(B̃22)

−PY
B̃22

B21B
−
11PYB11

B12B̃
−
22

 =

=

−PYB11
B̂−

22PN(B11) PYB11
B12PN(B̃22)

PY
B̃22

B21PN(B11) 0

 = K,

оскiльки B−
11PYB11

= 0, P2
YB11

= PYB11
, P2

Y
B̃22

= PY
B̃22

.

Таким чином,

PY
B̃0
B̃0 = PY

B̃0
(B0 −K) = PY

B̃0
B0 − PY

B̃0
K = K −K = 0,

тобто оператор PY
B̃0

є обмеженим проєктором банахового простору B3×B4 на пiдпростiр
Y
B̃0

= B3 ×B4 	R(B̃0).

Теорема 2. Нехай оператор B11 належить GI(B1,B3) i B̃22 = B21B
−
11B12 належить

GI(B2,B4).
Тодi операторна матриця

B̃−
0 =

[
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11 −B−

11B12B̃
−
22

−B̃−
22B21B

−
11 B̃−

22

]
(16)

є обмеженою узагальнено оберненою до операторної матрицi B̃0.
Доведення. Вiдомо [1, 7], що оператор B̃−

0 є узагальнено оберненим до оператора B̃0,
якщо вiн задовольняє умови

B̃0B̃
−
0 B̃0 = B̃0, (17)

B̃−
0 B̃0B̃

−
0 = B̃−

0 . (18)

Для перевiрки умов (17), (18) спочатку знайдемо суперпозицiї операторiв B̃0B̃
−
0 i B̃−

0 B̃0.

Для цього знайдемо суперпозицiї операторiв B0B̃
−
0 i KB̃−

0 :

B0B̃
−
0 =

[
B11 B12

B21 B22

][
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11 −B−

11B12B̃
−
22

−B̃−
22B21B

−
11 B̃−

22

]
=

=

[
B11B

−
11 + B11B

−
11B̂

−
22B

−
11 + B̂−

22B
−
11 B11B

−
11B12B̃

−
22 + B12B̃

−
22

B21B
−
11 + B21B

−
11B̂

−
22B

−
11 + B22B̃

−
22B21B

−
11 −B21B

−
11B12B̃

−
22 + B22B̃

−
22

]
=
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=

IB3 − PYB11

(
IB2 + B̂−

22B
−
11

)
PYB11

B12B̃
−
22

PY
B̃22

B21B
−
11 IB4 − PYB̃22

 =

=

[
IB3 0

0 IB4

]
−

PYB11

(
IB2 + B̂−

22B
−
11

)
−PYB11

B12B̃
−
22

−PY
B̃22

B21B
−
11 PY

B̃22

 = IB3×B4 − PYB̃0
. (19)

Далi знайдемо суперпозицiю операторiв K та B̃−
0 :

KB̃−
0 =

−PYB11
B̂−

22PN(B11) PYB11
B12PN(B̃22)

PY
B̃22

B21PN(B11) 0

×
×

[
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11 −B−

11B12B̃
−
22

−B̃−
22B21B

−
11 B̃−

22

]
=

=

−PYB11
B̂−

22PN(B11)

(
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11

)
− PYB11

B12PN(B̃22)
B̃−

22B21B
−
11

PY
B̃22

B21PN(B11)

(
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11

)
PYB11

B̂−
22PN(B11)B

−
11B12B̃

−
22 + PYB11

B12PN(B̃22)
B̃−

22

−PY
B̃22

B21PN(B11)B
−
11B12B̃

−
22

= 02×2,

оскiльки PN(B11)B
−
11 = 0, P

N(B̃22)
B̃−

22 = 0.

Таким чином,

B̃0B̃
−
0 = (B0 −K)B̃−

0 = B0B̃
−
0 −KB̃−

0 = IB3×B4 − PYB̃0
,

оскiльки KB̃−
0 = 0.

Тепер знайдемо суперпозицiю B̃−
0 B̃0. Для цього обчислимо суперпозицiї B̃−

0 B0 i B̃−
0 K :

B̃−
0 B0 =

[
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11 −B−

11B12B̃
−
22

−B̃−
22B21B

−
11 B̃−

22

][
B11 B12

B21 B22

]
=

=

[
B−

11B11 + B−
11B̂

−
22B

−
11B11 −B−

11B̂
−
22

−B̃−
22B21B

−
11B11 + B̃−

22B11

B−
11B12 + B−

11B̂
−
22B

−
11B12 −B−

11B12B̃
−
22B22

−B̃−
22B21B

−
11B12 + B̃−

22B22

]
=

=

IB1 −
(
PN(B11) + B−

11B̂
−
22PN(B11)

)
B−

11B12PN(B̃22)

B̃−
22B21PN(B11) IB2 − PN(B̃22)

 =
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=

[
IB1 0

0 IB2

]
−

PN(B11) + B−
11B̂

−
22PN(B11) −B−

11B12PN(B̃22)

−B̃−
22B21PN(B11) P

N(B̃22)

 =

= IB1×B2 − PN(B̃0)
,

оскiльки B−
11B11 = IB1 − PN(B11), B̃

−
22B̃22 = IB1 − PN(B̃22)

.

Далi знайдемо суперпозицiю операторiв B̃−
0 та K :

B̃−
0 K =

[
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11 −B−

11B12B̃
−
22

−B̃−
22B21B

−
11 B̃−

22

]
×

×

−PYB11
B̂−

22PN(B11) PYB11
B12PN(B̃22)

PY
B̃22

B21PN(B11) 0

 =

=

−(B−
11 + B−

11B̂
−
22B

−
11

)
PYB11

B̂−
22PN(B11) −B−

11B12B̃
−
22PYB̃22

B21PN(B11)

B̃−
22B21B

−
11PYB11

B̂−
22PN(B11) + B̃−

22PYB̃22
B21PN(B11)(

B−
11 + B−

11B̂
−
22B

−
11

)
PYB11

B12PN(B̃22)

−B̃−
22B21B

−
11PYB11

B12PN(B̃22)

= 02×2,

позаяк B−
11PYB11

= 0, B̃−
22PYB̃22

= 0.

Таким чином,

B̃−
0 B̃0 = B̃−

0 (B0 −K) = B̃−
0 B0 − B̃−

0 K = IB1×B2 − PN(B̃0)
,

тому що B̃−
0 K = 0.

Перевiримо першу умову (17):

B̃0B̃
−
0 B̃0 =

[
IB3×B4 − PYB̃0

]
B̃0 = B̃0 − PY

B̃0
B̃0 = B̃0,

того що за теоремою 1 PY
B̃0
B̃0 = 0.

Для перевiрки другої умови (18) обчислимо суперпозицiю операторiв

P
N(B̃0)

B̃−
0 =

(IB1 + B−
11B̂

−
22

)
PN(B11) −B−

11B12PN(B̃22)

−B̃−
22B21PN(B11) P

N(B̃22)

×
×

[
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11 −B−

11B12B̃
−
22

−B̃−
22B21B

−
11 B̃−

22

]
=

=



(
IB1 + B−

11B̂
−
22

)
PN(B11)

(
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11

)
+

+B−
11B12PN(B̃22)

B̃−
22B21B

−
11

−B̃−
22B21PN(B11)

(
B−

11 + B−
11B̂

−
22B

−
11

)
+

+B−
11B12PN(B̃22)

B̃−
22B21B

−
11
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−
(
IB1 + B−

11B̂
−
22

)
PN(B11)B

−
11B12B̃

−
22 −B−

11B12PN(B̃22)
B̃−

22

B̃−
22B21PN(B11)B

−
11B12B̃

−
22 + P

N(B̃22)
B̃−

22

 = 02×2,

оскiльки PN(B11)B
−
11 = 0, P

N(B̃22)
B̃−

22 = 0.

Далi обчислимо

B̃−
0 B̃0B̃

−
0 =

[
IB1×B2 − PN(B̃0)

]
B̃−

0 = B̃−
0 − PN(B̃0)

B̃−
0 = B̃−

0 ,

тому що P
N(B̃0)

B̃−
0 = 0.

Таким чином, операторна матриця B̃−
0 є обмеженою узагальнено оберненою до опера-

торної матрицi B̃0.
Теорему 2 доведено.
Далi розглянемо, чи буде операторна матриця B̃−

0 обмеженою узагальнено оберненою
до операторної матрицi B0? А якщо буде, то на якому пiдпросторi?

Теорема 3. Операторнаматриця B̃−
0 : R(B̃0)→ B1×B2	PN(B̃0)

є узагальнено оберненою
до операторної матрицi B0.

Доведення. Обмежений проєктор P
N(B̃0)

розбиває банаховий простiр B1 × B2 на
доповнювальнi пiдпростори N(B̃0) та X

B̃0
:

B1 ×B2 = N(B̃0)⊕X
B̃0

.

I через те що B0PN(B̃0)
= K, маємо X

B̃0
⊆ XB0 , де XB0 = B1 ×B2 	N(B0).

Крiм того, для всiх x ∈ X
B̃0

, тобто x = (IB1×B2 −PN(B̃0)
)x̄, де x̄ — довiльний елемент

банахового простору B1 ×B2, одержуємо, з одного боку,

B0x = B0(IB1×B2 − PN(B̃0)
)x̄ = B0x̄−B0PN(B̃0)

x̄ = (B0 −K)x̄ = B̃0x̄,

а з iншого —

B̃0x = B̃0

(
IB1×B2 − PN(B̃0)

)
x̄ = B̃0x̄− B̃0PN(B̃0)

x̄ = B̃0x̄,

тому що B̃0PN(B̃0)
= 0.

Таким чином, оператор B̃0 є звуженням оператора B0 на пiдпростiр X
B̃0

, тобто B0x =

= B̃0x для всiх x ∈ X
B̃0

.
Обмежений проєктор PY

B̃0
розбиває банаховий простiр B3 × B4 на доповнювальнi

пiдпростори Y
B̃0

та R(B̃0) :
B3 ×B4 = Y

B̃0
⊕R(B̃0).

До того ж, внаслiдок рiвностi PY
B̃0
K = K обмежений проєктор PY

B̃0
розбиває пiдпрос-

тiр Y
B̃0

на доповнювальнi пiдпростори YB0 та R(K) :

Y
B̃0

= YB0 ⊕R(K).

Таким чином, R(B̃0) ⊆ R(B0) i

B3 ×B4 = YB0 ⊕R(K)⊕R(B̃0).
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Далi перевiримо властивостi, якi визначають узагальнено обернену операторну матри-
цю, аналогiчнi (17), (18):

B0B̃
−
0 B0 = B0, (20)

B̃−
0 B0B̃

−
0 = B̃−

0 . (21)

Використаємо доведенi спiввiдношення (17), (18):

B̃0B̃
−
0 B̃0 = (B0 −K)B̃−

0 (B0 −K) =
(
B0B̃

−
0 −KB̃−

0

)
(B0 −K) =

= B0B̃
−
0 (B0 −K) = B0B̃

−
0 B0 −KB̃−

0 K = B0B̃
−
0 B0 = B̃0 = B0,

оскiльки B0 = B̃0 на пiдпросторi X
B̃0

;

B̃−
0 B̃0B̃

−
0 = B̃−

0 (B0 −K)B̃−
0 = B̃−

0 B0B̃
−
0 − B̃−

0 KB̃−
0 = B̃−

0 B0B̃
−
0 = B̃−

0 ,

позаяк KB̃−
0 = 0.

Таким чином, властивостi (20), (21) виконуються, тобто операторна матриця B̃−
0 :

R(B̃0)→ X
B̃0

є обмеженою узагальнено оберненою до операторної матрицi B0.

Зауваження 1. Якщо оператор B11 має обернений B−1
11 , то формули (12) – (15) значно

спрощуються. Дiйсно, у цьому випадку PN(B11) ≡ 0, PYB11
≡ 0 i K = 0;

P
N(B̃0)

=

[
0 −B−1

11 B12PN(B̃22)

0 P
N(B̃22)

]
,

PY
B̃0

=

[
0 0

−PY
B̃22

B21B
−1
11 PY

B̃22

]
,

B̃−
0 =

[
B−1

11 + B−1
11 B̂

−
22B

−1
11 −B−1

11 B12B̃
−
22

−B̃−
22B21B

−1
11 B̃−

22

]
.

Зауваження 2. Якщо задача розглядається у гiльбертових просторах, то формули (12) –
(15) набувають вигляду

K =

[
−PN(B∗

11)
B̂+

22PN(B11) PN(B∗
11)

B12PN(B̃22)

PN(B∗
22)

B21PN(B11) 0

]
,

P
N(B̃0)

=

PN(B11) + B+
11B̂

+
22PN(B11) −B+

11B12PN(B̃22)

−B̃+
22B21PN(B11) P

N(B̃22)

,
PY

B̃0
=

[
PN(B∗

11)
+ PN(B∗

11)
B̂+

22B
+
11 −PN(B∗

11)
B12B̃

+
22

−PN(B∗
22)

B21B
+
11 PN(B∗

22)

]
,

B̃−
0 =

[
B+

11 + B+
11B̂

+
22B

+
11 −B+

11B12B̃
+
22

−B̃+
22B21B

+
11 B̃+

22

]
,
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тому що у гiльбертових просторах iснують псевдооберненi оператори B+
11, B

+
22 i ортопро-

єктори PN(B11), PN(B∗
11)

, PN(B22), PN(B∗
22)

.

З обмеженостi проєкторiв P
N(B̃0)

i PY
B̃0

маємо, що пiдпростори N(B̃0) та Y
B̃0
⊂

⊂ B3 ×B4 	 R(B̃0) доповнювальнi вiдповiдно у банахових просторах B1 ×B2 i B3 ×B4

[8]. А це свiдчить про те, що оператор B̃0 нормально розв’язний.
Теорема 4. Нехай оператор B11 належить GI(B1,B3) i B̃22 = B21B

−
11B12 належить

GI(B2,B4).

Тодi при виконаннi умови

PY
B̃0

(
y1

y2

)
= 0 (22)

операторне рiвняння (1) має принаймнi один розв’язок[
c

d

]
= B̃−

0

[
y1

y2

]
. (23)

Доведення. Дiйсно, пiдставивши розв’язок (23) у рiвняння (1) з урахуванням (19),
отримаємо

B0B̃
−
0

[
y1

y2

]
=
(
IB3×B4 − PYB̃0

)[y1
y2

]
=

[
y1

y2

]
,

оскiльки виконується умова (22).
Узагальнення теореми Фробенiуса. Нехай B0 — n × n-вимiрна невироджена матриця,

яка розбита на блоки

B0 =

[
B11 B12

B21 B22

]
,

де B11 — (k × k)-вимiрна матриця, B22 — (n − k) × (n − k)-вимiрна матриця, а B12 i
B21 — прямокутнi матрицi вiдповiдних розмiрiв.

Нехай detB11 6= 0, тодi B̃22 = B22 − B21B
−1
11 B12 — доповнення по Шуру [10], де

показано, що det B̃22 6= 0, оскiльки в протилежному випадку блочна матриця B0 буде
виродженою.

Тодi PN(B11) 6= 0, PN(B∗
11)
6= 0, P

N(B̃22)
6= 0, P

N(B̃∗
22)
6= 0 i, як наслiдок, K = 0,

P
N(B̃0)

= 0, PY
B̃0

= 0, а формула (16) перетворюється у формулу Фробенiуса для побудови
оберненої матрицi до блочної:

B̃−
0 = B−1

0 =

[
B−1

11 + B−1
11 B̂

−1
22 B

−1
11 −B−1

11 B12B̃
−1
22

−B̃−1
22 B21B

−1
11 B̃−1

22

]
,

де B̂−1
22 = B12B̃

−1
22 B21.
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