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Lyapunov functions in the form of linear combinations of quadratic forms are considered. We investigate
conditions under which the linear extensions of dynamical systems on a torus are regular.

Розглянуто функцiї Ляпунова у виглядi лiнiйної комбiнацiї квадратичних форм. Дослiджено умови
регулярностi лiнiйних розширень динамiчних систем на торi.

Математичне дослiдження нелiнiйних коливань приводить до появи важливих i цiкавих
задач iз якiсної теорiї диференцiальних рiвнянь. Серед таких рiвнянь важливу роль вiдi-
грають системи диференцiальних рiвнянь, якi прийнято називати лiнiйним розширенням
динамiчних систем на торi.

Початковим джерелом наукових дослiджень у цьому напрямi стала знаменита стаття
А. М. Самойленка [1], де вперше запропоновано вивчення збурених iнварiантних торiв за
допомогою iнтегрального зображення, де ядром пiдiнтегральної функцiї стала нова функ-
цiя Грiна, яку пiзнiше назвали функцiєю Грiна –Самойленка. Цi дослiдження привели до
появи цiлого ряду нових цiкавих задач у теорiї лiнiйних розширень динамiчних систем
на торi. Деяку частину цiкавих дослiджень з цiєї теорiї пропонуємо розглянути в наведе-
нiй бiблiографiї [1 – 12]. Ефективним методом дослiдження проблеми iснування функцiї
Грiна –Самойленка є аналоги функцiї Ляпунова, якi вибирають у виглядi квадратичних
форм. Такi форми можуть змiнювати знак i навiть вироджуватись, а їхня похiдна вздовж
розв’язкiв заданої системи є знаковизначеною. Знаходження функцiй Ляпунова часто є
досить важким завданням.

У цiй роботi розглянуто можливiсть побудови функцiй Ляпунова у виглядi пучкiв квад-
ратичних форм з додатними параметрами. Оцiнки вибору цих параметрiв виявилися досить
цiкавою задачею, яку й розглянуто у запропонованiй статтi.
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Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь
dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= A(ϕ)x, (1)

де ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm), x = (x1, x2, . . . , xn). Вектор-функцiя a(ϕ) = {a1(ϕ), . . . , am(ϕ)},
m ≥ 1, є неперервною i 2π -перiодичною за кожною змiнною ϕi, i = 1,m. Матриця A(ϕ)

є (n× n)-вимiрною, її елементами є неперервнi дiйснi скалярнi функцiї, 2π -перiодичнi за
кожною змiнною ϕi, i = 1,m, A(ϕ) ∈ C0(Tm). Додатково припускаємо, що вектор-функцiя
a(ϕ) задовольняє умову Лiпшиця: a(ϕ) ∈ CLip(Tm). Розв’язок задачi Кошi

dϕ

dt
= a(ϕ), ϕ|t=0 = ϕ0

позначимо через ϕt(ϕ0). Матрицант лiнiйної системи

dx

dt
= A(ϕt(ϕ0))x

з вектором параметрiв ϕ0 позначимо через Ωt
τ (ϕ0). Вiн нормований у точцi t = τ :

Ωt
τ (ϕ0)

∣∣
t=τ

= In, де In — одинична n-вимiрна матриця. На основi того, що множина
розв’язкiв ϕt(ϕ0) утворює динамiчну систему ϕt(ϕτ (ϕ0)) ≡ ϕt+τ (ϕ0) ∀t, τ ∈ R, матрицант
Ωt
τ (ϕ0) має властивiсть

Ωt
τ (ϕσ(ϕ0)) ≡ Ωt+σ

τ+σ(ϕ0) ∀t, τ, σ ∈ R.

Далi будемо використовувати такi позначення: 〈y, x〉 =
∑n

i=1
yixi — скалярний добу-

ток у Rn, ‖x‖ =
√∑n

i=1
x2i , ‖A‖ = max‖x‖=1 ‖Ax‖—норма матрицi A, C0(Tm) —простiр

дiйсних функцiй F (ϕ), неперервних i 2π -перiодичних за кожною змiнною ϕi, i = 1,m,

C1(Tm) —пiдпростiр C0(Tm) неперервно диференцiйовних функцiй, C ′(Tm; a) —пiдпро-
стiр C0(Tm) таких функцiй F (ϕ), що суперпозицiя F (ϕt(ϕ0)) є неперервно диференцiйов-
ною за змiнною t. Причому за означенням

Ḟ (ϕ0) =
d

dt
F (ϕt(ϕ0))

∣∣∣∣
t=0

.

Це означає, що крапкою зверху позначаємо похiдну в певному напрямку, якщо, напри-
клад, функцiя F (ϕ) є неперервно диференцiйовною, тобто F (ϕ) ∈ C1(Tm), то Ḟ (ϕ) =

=
∑m

j=1

∂F (ϕ)

∂ϕj
aj(ϕ). Разом iз системою (1) розглядається неоднорiдна система диферен-

цiальних рiвнянь
dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= A(ϕ)x+ f(ϕ), (2)

де f(ϕ) — деяка неперервна вектор-функцiя, f(ϕ) ∈ C0(Tm).

Означення 1. Система (2) має iнварiантний тор, визначений рiвнiстю x = u(ϕ), якщо
u(ϕ) ∈ C ′(Tm; a) i виконується тотожнiсть

u̇(ϕ) ≡ A(ϕ)u(ϕ) + f(ϕ) ∀ϕ ∈ Tm.
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Зауваження 1. Якщо припускати, що функцiя u(ϕ) є неперервно диференцiйовною, то
iнварiантний тор x = u(ϕ) — це розв’язок системи рiвнянь iз частинними похiдними

∂x

∂ϕ1
a1(ϕ) +

∂x

∂ϕ2
a2(ϕ) + . . .+

∂x

∂ϕm
am(ϕ) = A(ϕ)x+ f(ϕ).

Зауваження 2. У [11] доведено, що у випадку, коли для вектор-функцiї a(ϕ) викону-
ється умова Лiпшиця, то кожну функцiю u(ϕ) ∈ C ′(Tm; a) завжди можна наблизити дифе-
ренцiйовними функцiями un(ϕ) ∈ C1(Tm) таким чином, що одночасно й u̇n(ϕ)→ u̇(ϕ).

Означення 2. Система (1)маєфункцiюГрiна –Самойленка G0(τ, ϕ) задачi про iнварiант-
нi тори, якщо iснує така матриця C(ϕ) ∈ C0(Tm), при якiй функцiя

G0(τ, ϕ) =

Ω0
τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ)), τ ≤ 0,

Ω0
τ (ϕ)[C(ϕτ (ϕ))− In], τ > 0,

(3)

задовольняє нерiвностi ‖G0(τ, ϕ)‖ ≤ K exp{−γ|τ |}, де K, γ — const > 0.

Означення 3. Система (1) є регулярною, якщо для неї iснує єдина функцiя Грiна –Самой-
ленка (3). Якщо ж iснує безлiч рiзних таких функцiй (3), то систему (1) називають слабко
регулярною.

Зауваження 3. Якщо вже маємо побудовану функцiю Грiна –Самойленка (3), то симет-
рична матриця

S(ϕ) =

0∫
−∞

Ω0
τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ))

[
Ω0
τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ))

]T
dτ−

−
+∞∫
0

{
Ω0
τ (ϕ)[C(ϕτ (ϕ))− In]

}{
Ω0
τ (ϕ)[C(ϕτ (ϕ))− In]

}T
dτ

задовольняє нерiвнiсть〈[
Ṡ(ϕ)− S(ϕ)AT (ϕ)−A(ϕ)S(ϕ)

]
y, y
〉
≥ 1

2
‖y‖2 ∀y ∈ Rn, S(ϕ) ∈ C ′(Tm; a).

Крiм записаної вище матрицi можна розглядати множину симетричних матриць

S(ϕ;H1, H2) =

0∫
−∞

Ω0
τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ))H1(ϕτ (ϕ))

[
Ω0
τ (ϕ)C(ϕτ (ϕ))

]T
dτ−

−
+∞∫
0

{
Ω0
τ (ϕ)[C(ϕτ (ϕ))− In]

}
H2(ϕτ (ϕ))

{
Ω0
τ (ϕ)[C(ϕτ (ϕ))− In]

}T
dτ

iз деякими (n× n)-вимiрними неперервними симетричними матрицями Hj(ϕ) ∈ C0(Tm),

додатно визначеними 〈Hj(ϕ)x, x〉 ≥ hj‖x‖2, hj = const > 0. При цьому похiдна квадратич-
ної форми 〈S(ϕ;H1, H2)y, y〉, y ∈ Rn, вздовж розв’язкiв спряженої до (1) системи

dϕ

dt
= a(ϕ),

dy

dt
= −AT (ϕ)y, (4)

буде додатно визначеною.
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Зауваження 4. У випадку, коли функцiя Грiна –Самойленка (3) єдина, тобто систе-
ма (1) є регулярною, то множина матриць S(ϕ;H1, H2) спiвпадає з множиною матриць
S(ϕ;H,H), а якщо система (1) має безлiч рiзних функцiй Грiна –Самойленка (3), то мно-
жина матриць S(ϕ;H1, H2) буде ширшою за множину S(ϕ;H,H).

Нагадаємо вiдоме твердження.
Теорема 1 [5]. Нехай iснує квадратична форма 〈S(ϕ)y, y〉, y ∈ Rn, S(ϕ) ∈ C1(Tm),

похiдна якої вздовж розв’язкiв спряженої системи (4) є додатно визначеною, тобто викону-
ється нерiвнiсть〈[

m∑
i=1

∂S(ϕ)

∂ϕi
ai(ϕ)− S(ϕ)AT (ϕ)−A(ϕ)S(ϕ)

]
y, y

〉
≥ ‖y‖2. (5)

Тодi система (1) буде мати функцiю Грiна –Самойленка (3). Причому у випадку, коли
detS(ϕ) 6= 0 ∀ϕ ∈ Tm, система (1) i спряжена до неї (4) будуть регулярними. Якщо ж
detS(ϕ0) = 0 при деякому значеннi ϕ = ϕ0 ∈ Tm, то система (1) буде мати безлiч рiзних
функцiй Грiна –Самойленка (3), а спряжена система (4) не матиме жодної такої функцiї.

Зауваження 5. Якщо у нерiвностi (5) матриця S(ϕ) є невиродженою, то похiдна вздовж
розв’язкiв системи (1) квадратичної форми V = −

〈
S−1(ϕ)x.x

〉
буде додатно визначеною.

Наведемо цiкавi приклади.
Система, яка складається з двох скалярних рiвнянь

dϕ

dt
= 0,81− sin 2ϕ,

dx

dt
= −(0,59 + cos 2ϕ)x, (6)

є регулярною, а наступна мало змiнена система

dϕ

dt
= 0,8− sin 2ϕ,

dx

dt
= −(0,59 + cos 2ϕ)x (7)

вже є слабко регулярною (має безлiч рiзних функцiй Грiна –Самойленка).
Переконаємось у цьому. Запишемо спряжену систему до системи (6):

dϕ

dt
= 0,81− sin 2ϕ,

dy

dt
= (0,59 + cos 2ϕ)y

i зауважимо, що похiдна функцiї V1 = (1,2 − sin 2ϕ)y2 вздовж розв’язкiв цiєї системи
оцiнюється знизу:

V̇1 = (1,416 + 0,78 cos 2ϕ− 1,18 sin 2ϕ)y2 ≥ 0,015y2.

При цьому коефiцiєнт 1,2 − sin 2ϕ не набуває нульових значень. Це й гарантує регуляр-
нiсть системи (6). Якщо ж тепер розглянути систему (7), то можна помiтити, що похiд-
на функцiї V2 = (cos 2ϕ)y2 вздовж розв’язкiв спряженої системи dϕ

dt
= 0,8 − sin 2ϕ,

dy

dt
= (0,59 + cos 2ϕ)y оцiнюється знизу: V̇2 = (2 + 1,18 cos 2ϕ − 1,6 sin 2ϕ)y2 ≥ 0,01y2.

При цьому коефiцiєнт cos 2ϕ набуває нульових значень при ϕ = ϕ0 =
π

4
+
πk

2
. Це й вказує

на те, що система (7) є слабко регулярною.
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Звернемо увагу на те, що диференцiальна нерiвнiсть ds

dϕ
(0,81 − sin 2ϕ) + 2s(0,59 +

+ cos 2ϕ) > 0 має розв’язок s = s(ϕ) = 1,2− sin 2ϕ. Крiм цього можна записати множину
розв’язкiв s = s(ϕ) = p − sin 2ϕ, де дiйсний параметр p задовольняє нерiвностi 1,185 ≤
≤ p ≤ 1,3. Будь-який розв’язок s = s(ϕ) записаної вище нерiвностi не може набувати
нульових значень. Якщо ж у записанiй нерiвностi поставити мiнус: ds

dϕ
(0,81 − sin 2ϕ) −

− 2s(0,59 + cos 2ϕ) > 0, то ця нерiвнiсть також буде мати множину розв’язкiв s = s(ϕ)(
зокрема s = − 1

p− sin 2ϕ
, 1,185 ≤ p ≤ 1,3

)
i кожен iз розв’язкiв не набуває нульових

значень.
Якщо тепер записати диференцiальну нерiвнiсть, яка вiдповiдає мало змiненiй системi

ds

dϕ
(0,8− sin 2ϕ) + 2s(0,59 + cos 2ϕ) > 0, то ця нерiвнiсть має розв’язки s = s(ϕ) = cos 2ϕ i

кожний з розв’язкiв записаної нерiвностi обов’язково набуває нульових значень. Нерiвнiсть
ds

dϕ
(0,8− sin 2ϕ)− 2s(0,59 + cos 2ϕ) > 0 не має жодного розв’язку s = s(ϕ) ∈ C1(T1).

Повертаючись до системи (1), припустимо, що вона є слабко регулярною, тобто має без-
лiч рiзних функцiй Грiна –Cамойленка (3). Це еквiвалентно тому, що iснують квадратичнi
форми (їх безлiч) W = 〈S2(ϕ)x2, x2〉, x2 ∈ Rn, похiдна яких вздовж розв’язкiв спряже-
ної системи до системи (1) щодо нормальних змiнних dϕ

dt
= a(ϕ),

dx2
dt

= −AT (ϕ)x2 є
знаковизначеною, тобто виконується нерiвнiсть

Ẇ =
〈[
Ṡ2(ϕ)− S2(ϕ)AT (ϕ)−A(ϕ)S2(ϕ)

]
x2, x2

〉
≥ ‖x2‖2, (8)

де

Ṡ2(ϕ) =
∂S2
∂ϕ1

a1 + . . .+
∂S2
∂ϕm

am.

Кожна з таких квадратичних форм W обов’язково буде вироджуватися, тобто завжди
iснуватиме таке значення ϕ = ϕ0, при якому detS2(ϕ0) = 0. При цьому розширена система

dϕ

dt
= a(ϕ),


dx1
dt

= A(ϕ)x1,

dx2
dt

= x1 −AT (ϕ)x2,

x1, x2 ∈ Rn, (9)

буде регулярною, тобто матиме єдину функцiю Грiна –Самойленка, яка має вигляд (2n×
× 2n)-вимiрної матрицi

G0(τ, ϕ) =



Ω0
τ (ϕ) 0

ω(τ, ϕ) [Ωτ
0(ϕ)]T


C11(ϕτ (ϕ)) C12(ϕτ (ϕ))

C21(ϕτ (ϕ)) C22(ϕτ (ϕ))

, τ ≤ 0,

Ω0
τ (ϕ) 0

ω(τ, ϕ) [Ωτ
0(ϕ)]T

C11(ϕτ (ϕ))− In C12(ϕτ (ϕ))

C21(ϕτ (ϕ)) C22(ϕτ (ϕ))− In

, τ > 0,
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де

ω(τ, ϕ) =

0∫
τ

[Ωσ
0 (ϕ)]TΩσ

τ (ϕ)dσ,

(
C11(ϕ) C12(ϕ)

C21(ϕ) C22(ϕ)

)2

≡

(
C11(ϕ) C12(ϕ)

C21(ϕ) C22(ϕ)

)
.

Якщо припустити, що система (1) є регулярною, то й розширена система (9) також буде
регулярною i матриця проєктування буде мати блочно-трикутний вигляд(

C11(ϕ) C12(ϕ)

C21(ϕ) C22(ϕ)

)
=

(
C11(ϕ) 0

C21(ϕ) C22(ϕ)

)
.

При виконаннi нерiвностi (8) iз деякоюматрицею S2(ϕ) розглянемо квадратичнуформу
з додатним параметром p :

V = p〈x1, x2〉+ 〈S2(ϕ)x2, x2〉. (10)

При додатних достатньо великих значеннях параметра p > 0 похiдна квадратичної
форми (10) вздовж розв’язкiв системи (9) буде додатно визначеною i при цьому форма (10)
є невиродженою. Звiдси й випливає регулярнiсть системи (9).

Зауважимо, що якщо у квадратичнiй формi (10) розглянути тiльки перший доданок

V1 = 〈x1, x2〉, x1 ∈ Rn, x2 ∈ Rn,

то похiдна цiєї квадратичної форми вздовж розв’язкiв системи (9) при будь-якому A(ϕ)

(можливо й A(ϕ) ≡ 0) буде невiд’ємною V̇1 = ‖x1‖2. Звiдси випливає висновок: якщо для
системи (1) iснує деяка квадратична форма

V1 = 〈S1(ϕ)x, x〉, (11)

похiдна якої вздовж розв’язкiв системи (1) задовольняє нерiвнiсть

V̇1 =
〈[
Ṡ1(ϕ) + S1(ϕ)A(ϕ) +AT (ϕ)S1(ϕ)

]
x, x

〉
≥ ‖x1‖2, (12)

де x1 —тiльки деяка частина змiнних x, то нiякої iнформацiї про регулярнiсть системи (1)
не отримуємо.

Тепер припустимо, що систему рiвнянь (1) можна записати у виглядi

dϕ

dt
= a(ϕ),


dx1
dt

= A11(ϕ)x1 +A12(ϕ)x2, x1 ∈ Rn1 ,

dx2
dt

= A21(ϕ)x1 +A22(ϕ)x2, x2 ∈ Rn2 ;

(13)

при цьому n1 + n2 = n, n ≥ 2. Iз системи (13) видiлимо пiдсистему
dϕ

dt
= a(ϕ),

dx2
dt

= A22(ϕ)x2 (14)

i припустимо, що iснує квадратична форма 〈S22(ϕ)x2, x2〉, похiдна якої вздовж розв’язкiв
системи (14) є додатно визначеною:〈[

Ṡ22(ϕ) + S22(ϕ)A22(ϕ) +AT22(ϕ)S22(ϕ)
]
x2, x2

〉
≥ ‖x2‖2. (15)
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Якщо припускати виконання двох нерiвностей (12) i (15), то тепер можна стверджувати,
що похiдна вздовж розв’язкiв системи (13) квадратичної форми з додатним параметром p

V = p〈S1(ϕ)x, x〉+ 〈S22(ϕ)x2, x2〉

буде додатно визначеною при достатньо великих значеннях параметра p > 0.

Дiйсно, обчислюючи цю похiдну, отримуємо

V̇ = p
˙︷ ︸︸ ︷

〈S1(ϕ)x, x〉+
〈
Ṡ22(ϕ)x2, x2

〉
+ 2〈S22(ϕ)x2, ẋ2〉 ≥

≥ p‖x1‖2 +
〈
Ṡ22(ϕ)x2, x2

〉
+ 2〈S22(ϕ)x2, [A21(ϕ)x1 +A22(ϕ)x2]〉 ≥

≥ p‖x1‖2 + ‖x2‖2 + 2〈S22(ϕ)x2, A21(ϕ)x1〉 ≥

≥ p‖x1‖2 + ‖x2‖2 − 2‖S22‖0‖A21‖0‖x1‖ ‖x2‖.

Звiдси видно, що при достатньо великих значеннях p > 0 похiдна V̇ буде додатно
визначеною.

Зауважимо, що система (13) при умовах i позначеннях

n1 = n2 = n, A12(ϕ) ≡ 0, A21(ϕ) ≡ In,

A11(ϕ) = A(ϕ), A22(ϕ) = −AT (ϕ)

набуває вигляду розширеної системи (9).
Позначимо лiнiйний оператор

L[S] = L[S(ϕ)] = Ṡ(ϕ) + S(ϕ)A(ϕ) +AT (ϕ)S(ϕ) (16)

i запишемо нерiвностi (12) i (15) у виглядi

〈L[S1]x, x〉 ≥ ‖P1x‖2, 〈L[S2]P2x, P2x〉 ≥ ‖P2x‖2, (17)

де

P1 =

(
In1 0

0 0

)
, P2 =

(
0 0

0 In2

)
, S2 =

(
0 0

0 S22(ϕ)

)
. (18)

Тепер припускаємо виконання двох нерiвностей (17) iз деякими матрицями P1, P2, S2,

якi не обов’язково мають вигляд (18), а саме виконуються нерiвностi

〈L[S1]x, x〉 ≥ ‖Q1(ϕ)x‖2, 〈L[S2]Q2(ϕ)x,Q2(ϕ)x〉 ≥ ‖Q2(ϕ)x‖2. (19)

Справедливе таке твердження.
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Теорема 2. Нехай iснують двi (n×n)-вимiрнi симетричнi матрицi Sj(ϕ) ∈ C1(Tm), j =

= 1, 2, якi задовольняють нерiвностi (19) iз деякими двома неперервними (n× n)-вимiрними
матрицями Qj(ϕ) ∈ C0(Tm), сума яких Q1(ϕ) + Q2(ϕ) = Q(ϕ) є невиродженою матрицею
detQ(ϕ) 6= 0 ∀ϕ ∈ Tm i, до того ж, цi матрицi комутативнi:

Q1(ϕ)Q(ϕ) ≡ Q(ϕ)Q1(ϕ) ∀ϕ ∈ Tm. (20)

Тодi при достатньо великих значеннях параметрiв p1 > 0, p2 > 0 буде виконуватися
нерiвнiсть

〈L[p1S1 + p2S2]x, x〉 ≥ ε‖x‖2 ∀x ∈ Rn, ε = const > 0. (21)

Доведення. Лiву частину нерiвностi (21) запишемо у виглядi чотирьох доданкiв:

〈L[p1S1 + p2S2]x, x〉 = p1〈L[S1]x, x〉+ p2
〈
L[S2](Q1 +Q2)Q

−1x, (Q1 +Q2)Q
−1x

〉
=

= p1〈L[S1]x, x〉+ p2
〈
L[S2]Q1Q

−1x,Q1Q
−1x

〉
+

+ 2p2
〈
L[S2]Q1Q

−1x,Q2Q
−1x

〉
+ p2

〈
L[S2]Q2Q

−1x,Q2Q
−1x

〉
.

Кожний з цих доданкiв оцiнимо знизу. Для першого доданка, на основi першої з нерiв-
ностей (19), маємо p1〈L[S1]x, x〉 ≥ p1‖Q1x‖2. Для другого доданка з урахуванням комута-
тивностi (20) отримуємо

p2
〈
L[S2]Q1Q

−1x,Q1Q
−1x

〉
= p2

〈
L[S2]Q

−1Q1x,Q
−1Q1x

〉
=

= p2

〈{(
Q−1

)T
L[S2]Q

−1
}
Q1x,Q1x

〉
≥ −p2K‖Q1x‖2,

де постiйну K визначає нерiвнiсть

K ≥
∥∥∥{(Q−1)TL[S2]Q

−1
}∥∥∥

0
= max

ϕ

∥∥∥(Q−1(ϕ)
)T

[L[S2(ϕ)]]Q−1(ϕ)
∥∥∥.

Аналогiчно оцiнюємо знизу третiй доданок

2p2
〈
L[S2]Q1Q

−1x,Q2Q
−1x

〉
≥ −2p2K‖Q1x‖‖Q2x‖.

Наосновi другої з нерiвностей (19) i комутативностi матриць (20) оцiнюємо знизу четвертий
доданок:

p2
〈
L[S2]Q2Q

−1x,Q2Q
−1x

〉
≥ p2‖Q2Q

−1x‖2 = p2
∥∥Q−1Q2x

∥∥2 ≥ p2
‖Q‖20

‖Q2x‖2.

Таким чином, при додатних значеннях параметрiв p1, p2 має мiсце нерiвнiсть〈
L[p1S1 + p2S2]x, x

〉
≥ (p1 − p2K)‖Q1x‖2 − 2p2K‖Q1x‖‖Q2x‖+

p2
‖Q‖20

‖Q2x‖2.

При позначеннях ‖Q1x‖ = t1, ‖Q2x‖ = t2 розглянемо праву частину отриманої вище
нерiвностi як квадратичну форму

(p1 − p2K)t21 +
p2
‖Q‖20

t22 − 2p2Kt1t2 = Φ(t1, t2). (22)

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 1



ПРО ДЕЯКI КОНСТРУКЦIЇ РЕГУЛЯРНИХ ЛIНIЙНИХ РОЗШИРЕНЬ ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ НА ТОРI 85

Знайдемо такi додатнi значення параметрiв p1, p2, при яких квадратична форма (22)
буде додатно визначеною:

Φ(t1, t2) ≥ γ
(
t21 + t22

)
, γ = const > 0. (23)

Запишемо симетричну матрицю, яка вiдповiдає квадратичнiй формi (22):p1 − p2K −p2K

−p2K
p2
‖Q‖20

.
Очевидно, нерiвнiсть (23) буде виконуватися, якщо p1 − p2K > 0 i визначник записаної
вище матрицi буде додатним: (p1 − p2K)

p2

‖Q‖20
− p22K2 > 0.

Враховуючи, що значення параметрiв p1, p2 є додатними, з останньої нерiвностi отри-
муємо

p1 > p2K
(
1 +K‖Q‖20

)
. (24)

Таким чином, при будь-якому додатному значеннi параметра p2, вибираючи з нерiвно-
стi (24) значення p1, одержуємо нерiвнiсть

〈L[p1S1 + p2S2]x, x〉 ≥ γ
(
‖Q1x‖2 + ‖Q2x‖2

)
, (25)

де γ — деяка незалежна вiд x ∈ Rn додатна стала. Враховуючи нерiвностi

‖x‖ =
∥∥Q−1Qx∥∥ =

∥∥Q−1(Q1 +Q2)x
∥∥ ≤ ‖Q−1‖0(‖Q1x‖+ ‖Q2x‖),

‖x‖2 ≤ 2‖Q−1‖20
(
‖Q1x‖2 + ‖Q2x‖2

)
,

iз нерiвностi (25) маємо оцiнку

〈L[p1S1 + p2S2]x, x〉 ≥
γ

2‖Q−1‖20
‖x‖2,

що й потрiбно було довести.
Зауваження 6. Якщо умова комутативностi (20) не виконується, то теорема не буде

справедливою, тобто оцiнка (21) може не виконуватись.
Приведемо приклад. Нехай маємо

A =

(
−1 1

1 −1

)
, S1 =

(
0 1

1 0

)
, S2 =

(
0 0

0 −1

)
,

Q1 =

(
1 −1

1 −1

)
, Q2 =

(
0 0

0 1

)
.

Переконаємося, що нерiвностi (19) виконуються:

L[S1] = S1A+ATS1 =

(
2 −2

−2 2

)
, 〈L[S1]x, x〉 = 2(x1 − x2)2 = ‖Q1x‖2,
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L[S2] =

(
0 −1

−1 2

)
, 〈L[S2]Q2x,Q2x〉 = 2(x2)

2 ≥ ‖Q2x‖2.

При цьому

Q1Q =

(
0 −1

0 −1

)
6= QQ1 =

(
0 0

1 −1

)
.

Якщо тепер розглянути симетричну матрицю

L[p1S1 + p2S2] =

(
2p1 −2p1 − p2

−2p1 − p2 2p1 + 2p2

)
,

то вiдповiдна квадратична форма не буде додатно визначеною нi при яких додатних значен-
нях параметрiв p1, p2, оскiльки detL[p1S1 + p2S2] = −p22 < 0.

Зауваження 7. Якщо першу з нерiвностей (19), яка має вигляд 〈L[S1]x, x〉 ≥ ‖Q1(ϕ)x‖2,
замiнити нерiвнiстю 〈L[S1]Q(ϕ)x,Q(ϕ)x〉 ≥ ‖Q1(ϕ)x‖2, а другу залишити без змiни, то
теорема 1 буде справедливою без умови комутативностi (20).

Переконаємось у цьому. Маємо

〈L[p1S1 + p2S2]Qx,Qx〉 = p1〈L[S1]Qx,Qx〉+ p2〈L[S2](Q1 +Q2)x, (Q1 +Q2)x〉 ≥

≥ p1‖Q1x‖2 − p2k2‖Q1x‖2 − 2p2k2‖Q1x‖ ‖Q2x‖+ p2‖Q2x‖2 ≥

≥ γ
(
‖Q1x‖2 + ‖Q2x‖2

)
≥ γ

2
‖Qx‖2, γ = const > 0.

Записанi вище нерiвностi мають мiсце при додатних значеннях параметрiв p1, p2, для яких
виконується нерiвнiсть p1 > p2k2(1 + k2), k2 = ‖L[S2]‖0.

Тепер припустимо, що систему (1) можна записати у виглядi

dϕ

dt
= a(ϕ),



dx1
dt

= A11(ϕ)x1 +A12(ϕ)x2 +A13(ϕ)x3,

dx2
dt

= A21(ϕ)x1 +A22(ϕ)x2 +A23(ϕ)x3,

dx3
dt

= A31(ϕ)x1 +A32(ϕ)x2 +A33(ϕ)x3,

(26)

де xj ∈ Rnj , j = 1, 3, n1 + n2 + n3 = n.

Нехай iснує квадратична форма (11), похiдна якої вздовж розв’язкiв системи (26) за-
довольняє нерiвнiсть (12), де в правiй частинi знаходяться тiльки змiннi x1 ∈ Rn1 . Далi iз
системи (26) видiляємо пiдсистему

dϕ

dt
= a(ϕ),


dx2
dt

= A22(ϕ)x2 +A23(ϕ)x3, x2 ∈ Rn2 ,

dx3
dt

= A32(ϕ)x2 +A33(ϕ)x3, x3 ∈ Rn3 .

(27)
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Припускаємо, що iснує деяка квадратична форма

V2 =
〈
Ŝ(ϕ)x̂, x̂

〉
, x̂ =

(
x2

x3

)
, (28)

похiдна якої вздовж розв’язкiв системи (27) є невiд’ємною:

V̇2 =

.︷ ︸︸ ︷〈
Ŝ(ϕ)x̂, x̂

〉
≥ ‖x2‖2. (29)

Зрештою зробимо такий крок: iз системи (26) видiлимо пiдсистему
dϕ

dt
= a(ϕ),

dx3
dt

= A33(ϕ)x3, x3 ∈ Rn3 , (30)

i припустимо, що iснує квадратична форма

V3 = 〈S33(ϕ)x3, x3〉, (31)

похiдна якої вздовж розв’язкiв системи (30) є додатно визначеною:〈[
Ṡ33(ϕ) + S33(ϕ)A33(ϕ) +AT33(ϕ)S33(ϕ)

]
x3, x3

〉
≥ ‖x3‖2. (32)

Умов (12), (29) i (32) досить для того, щоб iснувала квадратична форма, похiдна якої
вздовж розв’язкiв системи (26) була б додатно визначеною. Переконаємось у цьому. При-
пустивши, що виконуються нерiвностi (29) i (32), запишемо квадратичну форму з двома
параметрами

p2

〈
Ŝ(ϕ)x̂, x̂

〉
+ p3〈S33(ϕ)x3, x3〉 = V (33)

i покажемо, що при достатньо великих значеннях параметрiв p2 > 0, p3 > 0 похiдна
квадратичної форми (33) вздовж розв’язкiв системи (27) буде додатно визначеною, тобто
буде виконуватися нерiвнiсть

V̇ ≥
(
‖x2‖2 + ‖x3‖2

)
. (34)

Запишемо похiдну квадратичної форми (33) i одержимо

V̇ = p2

.︷ ︸︸ ︷〈
Ŝ(ϕ)x̂, x̂

〉
+ p3

〈
Ṡ33(ϕ)x3, x3

〉
+ 2p3

〈
S33(ϕ)x3,

[
A32(ϕ)x2 +A33(ϕ)x3

]〉
.

Враховуючи нерiвностi (29) i (32), маємо

V̇ ≥ p2‖x2‖2 + p3‖x3‖2 − 2p3k‖x2‖‖x3‖,

де

k = ‖S33(ϕ)A32(ϕ)‖0 =

{
max
ϕ
‖S33(ϕ)A32(ϕ)‖

}
.

При позначеннях ‖x2‖ = t1, ‖x3‖ = t2 розглянемо праву частину нерiвностi (25):

p2t
2
1 + p3t

2
2 − 2p3Kt1t2 = Φ(t1, t2).
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Отриману квадратичну форму оцiнимо знизу на одиничному колi: t1 = cos θ, t2 = sin θ.

Тодi

Φ(cos θ, sin θ) = p2
1 + cos 2θ

2
+ p3

1− cos 2θ

2
− p3k sin 2θ ≥

≥ p2 + p3
2

−

√(
p2 − p3

2

)2

+ p23k
2 =

=
p2p3 − p23k2

p2 + p3
2

+

√(
p2 − p3

2

)2

+ p23k
2

≥ p2p3 − p23k2

p2 + p3
.

Покладаючи, наприклад, p3 = 3, параметр p2 вибираємо з нерiвностi 3p2 − 9k2

p2 + 3
≥ 2,

тобто

p2 ≥ 6 + 9k2. (35)

Таким чином, якщо у квадратичнiй формi (33) покласти p3 = 3, а параметр p2 вибрати
з нерiвностi (35), то похiдна квадратичної форми (33) вздовж розв’язкiв системи (27)
буде додатно визначеною, тобто буде виконуватися нерiвнiсть (34). Тепер, вибираючи
квадратичну форму (11), яка задовольняє нерiвностi (12), i квадратичну форму (33), яка
задовольняє нерiвнiсть (34), складаємо суму

p1〈S(ϕ)x, x〉+ p2

〈
Ŝ(ϕ)x̂, x̂

〉
+ p3〈S33(ϕ)x3, x3〉. (36)

Аналогiчно до викладеного вище встановлюємо, що похiдна квадратичної форми (36)
вздовж розв’язкiв системи (26) при достатньо великих додатних значеннях параметрiв pi,
i = 1, 3, буде додатно визначеною.

Приведемо приклад регулярної системи (26):
dϕ1

dt
= sin 3ϕ1,

dϕ2

dt
= cos 2ϕ2 ,

dx1
dt

= (cos 3ϕ1 − sin 2ϕ2 − 1)x1 + (cos 3ϕ1 − sin 2ϕ2)x2,

dx2
dt

= (sin 2ϕ2 + 1)x1 + (sin 2ϕ2)x2,

dx3
dt

= (−sin 2ϕ2 + 1)x1 + (− cos 3ϕ1 + sin 2ϕ2)x2 − (cos 3ϕ1)x3.

(37)

Квадратичну форму (11) вибираємо у виглядi

V = x1x2 + x1x3 + x2x3. (38)
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Обчислюємо похiдну квадратичної форми (38) вздовж розв’язкiв системи (37):

V̇1 =
[
(cos 3ϕ1 − sin 2ϕ2 − 1)x1 + (cos 3ϕ1 − sin 2ϕ2)x2

]
x2+

+ x1[(sin 2ϕ2 + 1)x1 + (sin 2ϕ2)x2]+

+
[
(cos 3ϕ1 − sin 2ϕ2 − 1)x1 + (cos 3ϕ1 − sin 2ϕ2)x2

]
x3+

+ x1
[
(−sin 2ϕ2 + 1)x1 + (− cos 3ϕ1 + sin 2ϕ2)x2 − (cos 3ϕ1)x3

]
+

+ [(sin 2ϕ2 + 1)x1 + (sin 2ϕ2)x2]x3+

+ x2
[
(−sin 2ϕ2 + 1)x1 + (−cos 3ϕ1 + sin 2ϕ2)x2 − (cos 3ϕ1)x3

]
=

= x21
[
(sin 2ϕ2 + 1) + (−sin 2ϕ2 + 1)

]
+ x22

[
(cos 3ϕ1 − sin 2ϕ2) + (− cos 3ϕ1 + sin 2ϕ2)

]
+

+ x1x2
[
(cos 3ϕ1 − sin 2ϕ2 − 1) + (sin 2ϕ2) + (−cos 3ϕ1 + sin 2ϕ2) + (−sin 2ϕ2 + 1)

]
+

+ x1x3
[
(cos 3ϕ1 − sin 2ϕ2 − 1)− (cos 3ϕ1) + (sin 2ϕ2 + 1)

]
= 2x21.

Звiдси видно, що нерiвнiсть (12) виконується. Тепер iз системи (37) видiлимо пiдсисте-
му, вiдповiдну до (27). Отримуємо

dϕ1

dt
= sin 3ϕ1,

dϕ2

dt
= cos 2ϕ2,


dx2
dt

= (sin 2ϕ2)x2,

dx3
dt

= (− cos 3ϕ1 + sin 2ϕ2)x2 − (cos 3ϕ1)x3.

Квадратичну форму, вiдповiдну до (28), вибираємо у виглядi

V2 = (sin 2ϕ2)x
2
2 (39)

i обчислюємо її похiдну вздовж розв’язкiв системи (30). Маємо

V̇2 = (cos 2ϕ2)2ϕ̇2x
2
2 + (sin 2ϕ2)2x2ẋ2 =

[
2cos22ϕ2 + 2sin22ϕ2

]
x22 = 2x22.

Пiдсистема (30) у цьому випадку має вигляд
dϕ1

dt
= sin 3ϕ1,

dϕ2

dt
= cos 2ϕ2,

dx3
dt

= −(cos 3ϕ1)x3. (40)

Квадратичну форму, вiдповiдну до (31), вибираємо у виглядi

V3 = −(cos 3ϕ1)x
2
3. (41)

Похiдна цiєї форми вздовж розв’язкiв системи (40) має вигляд

V̇3 =
(
3 sin2 3ϕ1 + 2cos23ϕ1

)
x23 ≥ 2x23.
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Насамкiнець iз квадратичних форм (38), (39), (41) складаємо нову квадратичну форму з
додатними параметрами p1, p2, p3 :

V = p1V1 + p2V2 + p3V3 = p1(x1x2 + x1x3 + x2x3) + p2(sin 2ϕ2)x
2
2 − p3(cos 3ϕ1)x

2
3. (42)

Тепер дослiдимо, при яких значеннях додатних параметрiв p1, p2, p3 похiдна квадра-
тичної форми (42) вздовж розв’язкiв системи (37) буде додатно визначеною:

V̇ ≥ ε
(
x21 + x22 + x23

)
, ε = const > 0.

Обчислюючи похiдну квадратичної форми (42) вздовж розв’язкiв системи (37) будемо мати

V̇ ≥ 2p1x
2
1p2
[
2cos22ϕ2

]
x22 + p2(sin 2ϕ2)2x2[(sin 2ϕ2 + 1)x1 + (sin 2ϕ2)x2]+

+ p3
(
3sin23ϕ1

)
x23 + p3(− cos 3ϕ1)2x3×

×
[
(−sin 2ϕ2 + 1)x1 + (− cos 3ϕ1 + sin 2ϕ2)x2

]
+

+ p3(− cos 3ϕ1)2x3[−(cos 3ϕ1)x3] ≥

≥ 2p1x
2
1 + 2p2x

2
2 − 4p2|x1| |x2|+ 2p3x

2
3 − 4p3|x1| |x3| − 4p3|x2| |x3|.

Запишемо матрицю, яка вiдповiдає квадратичнiй формi

Φ = 2p1x
2
1 + 2p2x

2
2 + 2p3x

2
3 − 4p2|x1| |x2| − 4p3|x1| |x3| − 4p3|x2| |x3|. (43)

Маємо 
2p1 −2p2 −2p3

−2p2 2p2 −2p3

−2p3 −2p3 2p3

. (44)

Для того щоб квадратична форма (43) була додатно визначеною, потрiбно щоб головнi
мiнори матрицi (44) були додатними:4p1p2 − 4p22 > 0,

8p3
[
p1(p2 − 2p3)− 3p2p3 − p22

]
> 0.

(45)

Враховуючи те, що всi три параметри p1, p2, p3 додатнi, з першої нерiвностi 4p2(p1 −
− p2) > 0 випливає p1 > p2. Друга нерiвнiсть iз системи (45) буде виконуватися при

p2 − 2p3 > 0 i p1 >
p22 + 3p2p3
p2 − 2p3

.

Таким чином, приходимо до висновку, що похiдна квадратичної форми (42) вздовж
розв’язкiв системи (37) iз трьома додатними параметрами p1, p2, p3 буде додатно визна-
ченою при виконаннi нерiвностей p2 − 2p3 > 0, p1 > p2 +

5p2p3
p2 − 2p3

. Звiдси й випливає
регулярнiсть системи (37).

Використовуючи позначення (16), нерiвностi (12), (29) i (32) запишемо у виглядi

〈L[S1]x, x〉 ≥ ‖P1x‖2,
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〈L[S2](P2 + P3)x, (P2 + P3)x〉 ≥ ‖P2x‖2,

〈L[S3]P3x, P3x〉 ≥ ‖P3x‖2,

де позначено

P1 = diag {In1 , 0, 0}, P2 = diag {0, In2 , 0}, P3 = diag {0, 0, In3},

S2 = diag
{

0, Ŝ(ϕ)
}
, S3 = diag {0, 0, S33(ϕ)}.

Тепер наведенi вище нерiвностi узагальнимо та розглянемо наступне твердження.
Теорема 3. Нехай iснують три (n × n)-вимiрнi симетричнi матрицi Sj(ϕ) ∈ C1(Tm),

j = 1, 3, якi задовольняють нерiвностi

〈L[S1]Q(ϕ)x,Q(ϕ)x〉 ≥ ‖Q1(ϕ)x‖2, (46)

〈L[S2](Q2(ϕ) +Q3(ϕ))x, (Q2(ϕ) +Q3(ϕ))x〉 ≥ ‖Q2(ϕ)x‖2, (47)

〈L[S3]Q3(ϕ)x,Q3(ϕ)x〉 ≥ ‖Q3(ϕ)x‖2, (48)

з деякими трьома неперервними (n× n)-вимiрними матрицями Qj(ϕ) ∈ C0(Tm), сума яких
Q1(ϕ) +Q2(ϕ) +Q3(ϕ) = Q(ϕ) є невиродженою матрицею detQ(ϕ) 6= 0 ∀ϕ ∈ Tm. Тодi при
деяких значеннях параметрiв p1 > 0, p2 > 0, p3 > 0 буде виконуватися нерiвнiсть

〈L[p1S1 + p2S2 + p3S3]x, x〉 ≥ ε‖x‖2 ∀x ∈ Rn, ε = const > 0. (49)

Доведення. Розглянемо суму двох матриць p2S2 +p3S3 iз двома додатними параметра-
ми p2 i p3. Покажемо, що з нерiвностей (47) i (48) випливає оцiнка〈

L[p2S2 + p3S3](Q2 +Q3)x, (Q2 +Q3)x
〉
≥ γ‖(Q2 +Q3)x‖2, (50)

де γ — const > 0. Вистачить вибрати достатньо великими значення параметрiв p2, p3.
Запишемо лiву частину нерiвностi (50) i оцiнимо її знизу:〈

L[p2S2 + p3S3](Q2 +Q3)x, (Q2 +Q3)x
〉

=

= p2〈L[S2](Q2 +Q3)x, (Q2 +Q3)x〉+ p3〈L[S3]Q2x,Q2x〉+

+ 2p3〈L[S3]Q2x,Q3x〉+ p3〈L[S3]Q3x,Q3x〉 ≥

≥ p2‖Q2x‖2 − p3k3‖Q2x‖2 − 2p3k3‖Q2x‖ ‖Q3x‖+ p3‖Q3x‖2 ≥

≥
(
p2 − p3k3 − p3k23

)
p3

p2 + p3 − p3k3
(
‖Q2x‖2 + ‖Q3x‖2

)
≥ γ‖(Q2 +Q3)x‖2,

де

γ =

(
p2 − p3k3 − p3k23

)
p3

2(p2 + p3 − p3k3)
. (51)
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При цьому значення додатного параметра p3 може бути довiльним, а параметр p2
вибираємо iз нерiвностi

p2 > p3k3 + p3k
2
3, (52)

де постiйна k3 визначена рiвнiстю

k3 = ‖L[S3]‖0 = max
ϕ
‖L[S3(ϕ)]‖.

Далi з нерiвностей (46) i (50) отримуємо

〈L[p1S1 + p2S2 + p3S3](Q1 +Q2 +Q3)x, (Q1 +Q2 +Q3)x〉 =

= p1〈L[S1]Qx,Qx〉+ 〈L[p2S2 + p3S3](Q1 +Q2 +Q3)x, (Q1 +Q2 +Q3)x〉 ≥

≥ p1‖Q1x‖2 + 〈L[p2S2 + p3S3]Q1x,Q1x〉+ 2〈L[p2S2 + p3S3]Q1x, (Q2 +Q3)x〉+

+ 〈L[p2S2 + p3S3](Q2 +Q3)x, (Q2 +Q3)x〉 ≥

≥ (p1 −K)‖Q1x‖2 − 2K‖Q1x‖‖(Q2 +Q3)x‖+ γ‖(Q2 +Q3)x‖2,

де постiйна K визначається рiвнiстю

‖L[p2S2 + p3S3]‖ ≤ p2‖L[S2]‖0 + p3‖L[S3]‖0 = p2k2 + p3k3 = K.

Позначаючи ‖Q1x‖ = t1, ‖(Q2 + Q3)x‖ = t2, розглянемо квадратичну форму (p1 −
−K)t21 − 2Kt1t2 + γt22. Для додатної визначеностi цiєї квадратичної форми потрiбно, щоб
виконувалися нерiвностi (p1 −K) > 0 i (p1 −K)γ −K2 > 0.

Таким чином, якщо параметр p1 вибрати з нерiвностi

p1 > p2k2 + p3k3 +
(p2k2 + p3k3)

2

γ
, (53)

де γ визначено рiвнiстю (51), а параметр p2 задовольняє нерiвнiсть (52) iз будь-яким
додатним значенням параметра p3, то буде виконуватися оцiнка (49). Це й потрiбно було
довести.

Тепер у нерiвнiсть (53) пiдставимо p3 = 1, а замiсть γ — праву частину рiвностi (51).
Отримуємо

p1 > p2k2 + k3 +
2(p2k2 + k3)

2(p2 − k3 + 1)

p2 − k3 − k23
=

= p2k2 + k3 + 2
(
p22k

2
2 + 2p2k2k3 + k23

)(
1 +

1 + k23
p2 − k3 − k23

)
=

= 2k22p
2
2 +

(
4k2k3 + k2 + 2k22 + 2k22k

2
3

)
p2+

+
[
k3 + k23 + 2

(
1 + k23

)(
2k2k3 + k22k3 + k22k

2
3

)]
+

+
2
(
1 + k23

)(
k23 +

(
k3 + k23

)(
2k2k3 + k22k3 + k22k

2
3

))
p2 − k3 − k23

.
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Таким чином, при виборi значення параметра p3 = 1 вибираємо довiльне значення
параметра p2 iз нерiвностi p2 > K3, де K3 = k3 + k23, а значення параметра p1 задовольняє
нерiвнiсть p1 > K2p

2
2 +K1p2 +K0 +

K−1
p2 −K3

, де Kj , j = −1, 0, 1, 2, — деякi додатнi сталi.
Зауваження 8. Умови теореми 2 наводять на думку, що можна припустити iснування

бiльшого числа симетричних матриць Sj(ϕ) ∈ C1(Tm), j = 1, q, для яких виконуються
нерiвностi 〈

L[S1]

 q∑
j=1

Qj(ϕ)

x,
 q∑
j=1

Qj(ϕ)

x〉 ≥ ‖Q1(ϕ)x‖2,

〈
L[S2]

 q∑
j=2

Qj(ϕ)

x,
 q∑
j=2

Qj(ϕ)

x〉 ≥ ‖Q2(ϕ)x‖2,

〈
L[S3]

 q∑
j=3

Qj(ϕ)

x,
 q∑
j=3

Qj(ϕ)

x〉 ≥ ‖Q3(ϕ)x‖2, (54)

...

〈L[Sq−1][Qq−1(ϕ) +Qq(ϕ)]x, [Qq−1(ϕ) +Qq(ϕ)]x〉 ≥ ‖Qq−1(ϕ)x‖2,

〈L[Sq] [Qq(ϕ)]x, [Qq(ϕ)]x〉 ≥ ‖Qq(ϕ)x‖2

з деякими неперервними (n × n)-вимiрними матрицями Qj(ϕ) ∈ C0(Tm), сума яких∑q

j=1
Qj(ϕ) = Q(ϕ) є невиродженою detQ(ϕ) 6= 0 ∀ϕ ∈ Tm. При цих умовах похiдна

квадратичної форми
∑q

j=1
pj〈Sj(ϕ)x, x〉 вздовж розв’язкiв системи (1) буде додатно ви-

значеною при виборi достатньо великих значень додатних параметрiв pj .
Доведення цього твердження проводиться аналогiчно з доведенням теореми 2, почина-

ючи з самої нижньої нерiвностi i пiднiмаючись уверх.
Зауваження 9. Якщо в нерiвностях (53) ввести новi позначення

q∑
j=1

Qj(ϕ) = Θ1(ϕ),

q∑
j=2

Qj(ϕ) = Θ2(ϕ),

q∑
j=3

Qj(ϕ) = Θ3(ϕ), . . . ,

Qq−1(ϕ) +Qq(ϕ) = Θq−1(ϕ),

Qq(ϕ) = Θq(ϕ),
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то систему нерiвностей (54) можна записати у еквiвалентному виглядi

〈L[S1]Θ1(ϕ)x,Θ1(ϕ)x〉 ≥ ‖[Θ1(ϕ)−Θ2(ϕ)]x‖2,

〈L[S2]Θ2(ϕ)x,Θ2(ϕ)x〉 ≥ ‖[Θ2(ϕ)−Θ3(ϕ)]x‖2,

〈L[S3]Θ3(ϕ)x,Θ3(ϕ)x〉 ≥ ‖[Θ3(ϕ)−Θ4(ϕ)]x‖2,
...

〈L[Sq−1]Θq−1(ϕ)x,Θq−1(ϕ)x〉 ≥ ‖[Θq−1(ϕ)−Θq(ϕ)]x‖2,

〈L[Sq]Θq(ϕ)x,Θq(ϕ)x〉 ≥ ‖Θq(ϕ)x‖2.

При цьому досить припускати невиродженiсть першої матрицi Θ1(ϕ).

Лiтература
1. А. М. Самойленко, О сохранении инвариантного тора при возмущении, Изв. АН СССР. Сер. мат., 34, № 6,

1219 – 1240 (1970).
2. А.М.Самойленко, Элементыматематическойтеориимногочастотных колебаний, Наука,Москва (1987).
3. А.М.Самойленко, Онекоторых проблемахтеории возмущений гладких инвариантныхторов динамических

систем, Укр. мат. журн., 46, № 12, 1665 – 1699 (1994).
4. А. М. Самойленко, К вопросу существования единственной функции Грина линейного расширения динами-

ческой системы на торе, Укр. мат. журн., 53, № 4, 513 – 521 (2001).
5. Ю. А. Митропольский, А. М. Самойленко, В. Л. Кулик, Исследование дихотомии линейных систем

дифференциальных уравнений с помощью функций Ляпунова, Наук. думка, Киев (1990).
6. А. А. Бойчук, Условие существования единственной функции Грина –Самойленко задачи об инвариантном

торе, Укр. мат. журн., 53, № 4, 556 – 559 (2001).
7. В. Л. Кулик, Н. В. Степаненко, Знакозмiннi функцiї Ляпунова в теорiї лiнiйних розширень динамiчних

систем на торi, Укр. мат. журн., 46, № 4, 488 – 500 (2007).
8. В. Л. Кулик, А. Н. Кулик, Н. В. Степаненко, Дополнение слабо регулярных линейных расширений динами-

ческих систем до регулярных, Мат. журн. Алматы, 11, № 1(39), 74 – 86 (2011).
9. I. М. Грод, В. Л. Кулик, Про зв’язок функцiї Грiна i Ляпунова в лiнiйних розширеннях динамiчних систем,

Укр. мат. журн., 66, № 4, 551 – 557 (2017).
10. J. Kenneth, J. Palmer, On the reducibility of almost periodic systems of linear differential systems, J. Differential

Equations, 36, № 3, 374 – 390 (1980).
11. А. Н. Кулик, О приближениях непрерывных периодических функций, дифференцируемых вдоль траекторий

динамических систем, Укр. мат. журн., 38, № 1, 111 – 114 (1986).
12. В. А. Лагода, I. О. Парасюк, Теорема iснування iнварiантного перерiзу над Rm iндефiнiтно монотонної

системи в Rm × Rn , Укр. мат. журн., 65, № 1, 103 – 118 (2013).

Одержано 15.10.22

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2023, т. 26, № 1


