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Змодельовано та проаналізовано вплив похибок визначення поля напружень на точ-
ність обчислення коефіцієнтів розкладу Вільямса і відтворення поля напружень за 
поперечного зсуву. 
Ключові слова: коефіцієнт інтенсивності напружень, коефіцієнти вищих поряд-
ків, похибка, поле напружень, ІІ тип навантаження. 

Визначення характеристик квазікрихкого руйнування матеріалів має ключо-
ве значення для механіки крихкого тіла. Під час дослідження квазікрихкого руй-
нування важливим є встановлення коефіцієнтів розкладу поля напружень, які 
можна подати степеневим рядом Вільямса. При цьому, окрім перших членів роз-
кладу, які визначають коефіцієнти інтенсивностей напружень (КІН), вагому роль 
відіграють також і коефіцієнти вищих порядків [1–4]. Відомо [2, 4–6], що їх до-
стовірне встановлення впливає на точність визначення КІН. Деякі з коефіцієнтів 
вищих порядків також використовують для якісного та кількісного аналізу таких 
характеристик квазікрихкого руйнування, як розміри та форма пластичної зони, 
прогнозування напряму поширення та часу зародження тріщини, а також під час 
розрахунку густини енергії деформації [1, 3, 4, 7–9]. Мета роботи – оцінити вплив 
похибок визначення напружень зразка під час другого типу навантаження на точ-
ність обчислення перших чотирьох ненульових коефіцієнтів ряду Вільямса. 

У механіці квазікрихкого руйнування симулювання (чи цифрове моделюван-
ня) поля напружень можливе різноманітними методами [10–12], які, однак, не 
завжди забезпечують достатню збіжність та точність під час визначення коефіці-
єнтів розкладу Вільямса, а отже, потребують якісного та кількісного підтвер-
дження фізичними та експериментальними засобами. 

Методика дослідження. Для моделювання вибрали зразок типу SECS [1] 
(a/W = 0,25, IІ тип навантаження). Методика дослідження: до заданого точного 
(симульованого) розподілу напружень зразка із заданими точними значеннями 
коефіцієнтів Вільямса та координатами вершини тріщини додавали випадковий 
шум, що відповідав різним інструментальним похибкам вимірювальної системи. 
Пізніше з поля напружень, що містило шум, визначали коефіцієнти Вільямса та 
координати вершини тріщини і вже згодом відтворювали розподіл напружень на 
основі встановлених коефіцієнтів. Це дало змогу розрахувати похибки визначен-
ня коефіцієнтів Вільямса (та положення модельної вершини тріщини) і відтво-
рення розподілу напружень. 

Розподіл напружень обчислювали на основі точних значень відповідних ко-
ефіцієнтів Вільямса (b1 = –0,4804; b3 = 0,0871; b4 = –0,0414; b5 = –0,0156) для 
модельної крайової тріщини (σ = 1, E = 1, H = 1, ν = 0,25, a/W = 0,25) [1]. 
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Використовуючи метод Ньютона–Рафсона [13], з розподілу напружень біля 
вершини тріщини обчислюють задане число коефіцієнтів розкладу Вільямса. Ві-
домо [13], що обмеження ряду Вільямса першими 5–7 членами дає змогу відтво-
рити заданий розподіл напружень з точністю, задовільною для практичних ви-
пробувань. Для визначення напружень використовують стандартизовані чи влас-
ні вимірювальні системи [11] з різними похибками (залежно від використаної 
методики, комплекту апаратури, параметрів зразків та властивостей матеріалів). 
Беручи це та діючі стандарти до уваги, можна виокремити три основні групи ви-
мірювальних систем за похибками вимірювань, а саме, 1, 2 і 5% від максималь-
ного виміряного напруження. Розподіл інструментальних похибок таких вимі-
рювальних систем є, як правило, нормальний, а їх характер адитивний.  

Розглянуто систему непрямих вимірювань поля напружень, котра передба-
чає визначення щонайменше трьох компонент напружень σxx, σyy, τxy. Поле напру-
жень задали розмірами 400×400 точок, координати вершини тріщини – точно по 
його центру [14]. Напруження σxx, σyy, τxy розраховувались на основі відомих спів-
відношень [13]: 
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де AIIn – коефіцієнт Вільямса n-го порядку; r – довжина радіус-вектора, проведе-
ного від вершини тріщини до точки, в якій обраховується відповідне напружен-
ня; θ – кут між цим радіус-вектором та напрямком поширення тріщини.  

Напруження у вершині тріщини (у точці сингулярності поля напружень) 
прийняли рівним середньому значенню напруження у трьох сусідніх розрахова-
них точках. 

Область навколо вершини тріщини (круг радіусом 0,1 від заданої довжини 
тріщини) виключили з розгляду для коректної імітації реальної процедури визна-
чення коефіцієнтів Вільямса, позаяк у цій області не виконуються умови пружної 
деформації [6, 14]. 

Для імітації впливу інструментальних похибок визначення напружень вико-
ристали три різні незалежні послідовності випадкових чисел з плаваючою комою 
подвійної точності – центровані з нормальним розподілом, середньоквадратич-
ним відхиленням рівним 1, розмірністю 400×400 точок. Ці послідовності викори-
стовувалися для імітації впливу похибок на визначення нормальних компонент 
напруження вздовж осей X та Y і тангенціальної XY. Максимальне абсолютне зна-
чення напружень для заданого точного розподілу без центральної області склало 
4,20. Розрахувавши середньоквадратичне відхилення похибки напруження, отри-
мали: σ1% = 0,047; σ2% = 0,093; σ5% = 0,233 і використали як множники для норму-
вання випадкових послідовностей до заданого значення похибки. Для імітації 
впливу похибок відомих фізичних констант матеріалу під час непрямих вимірю-
вань задали систематичну складову похибки шляхом зміщення відповідної ви-
падкової похибки на значення еквівалентне 1% від максимального. Таким чином, 
отримали такі набори випадкових величин для імітації впливу можливих похибок 
визначення напружень (окремо для кожної з компонент модельного поля напру-
жень по координаті X та Y): 

(δ1xx δ2xx δ5xx δ1+1xx δ2+1xx δ5+1xx), (δ1yy δ2yy δ5yy δ1+1yy δ2+1yy δ5+1yy),  
(δ1xy δ2xy δ5xy δ1+1xy δ2+1xy δ5+1xy). 
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Для визначення коефіцієнтів Вільямса з отриманого поля напружень із вне-
сеними похибками вибрано набір точок з рівномірним розміщенням у вузлах 
квадратної ґратки з кроком 20 точок, аналогічно до праці [6]. Випадкові похибки 
поточково додавалися до точних симульованих значень розподілу напружень. 

Під час визначення коефіцієнтів Вільямса та координат вершини тріщини 
методом Ньютона–Рафсона [13] задовільною умовою зупинки циклічних розра-
хунків було знаходження абсолютних значень приростів обох координат верши-
ни тріщини (X0 та Y0) у межах 0,1 pxl, що є мінімальним елементом розділення 
впродовж десяти послідовних циклів обчислень. 

Числові результати. Абсолютні значення визначених коефіцієнтів розкладу 
полів напружень у ряд Вільямса для всіх вибраних похибок визначення напру-
жень наведено у табл. 1. У табл. 2 подані відносні похибки δ обчислених коефіці-
єнтів Вільямса, а у табл. 3 – середні значення (M) та середньоквадратичні відхи-
лення (RMS) відносних похибок відтворення розподілу напружень для всіх зада-
них похибок визначення напружень. У табл. 4 наведено похибки визначення 
координат (X0, Y0) положення вершини тріщини (обидві точні координати станов-
лять 0,200). В усіх таблицях у першій колонці перше число відповідає середньо-
му значенню випадкової складової похибки вхідних даних, друге – постійному 
зміщенню похибки.  

Таблиця 1. Результати відтво-
рення коефіцієнтів розкладу 
напруження навколо тріщини  
у ряд Вільямса для всіх заданих 
похибок визначення напружень 

Taблиця 2. Відносні похибки 
відтворених коефіцієнтів Вільямса  

для всіх заданих похибок  
визначення напружень 

bn b1 b3 b4 b5 δ(bn), % δ(b1), % δ(b3), % δ(b4), % δ(b5), % 

0–0 –0,4804* 0,0871* –0,0414* –0,0156* 0–0 0 0 0 0 

1–0 –0,4786 0,0907 –0,0418 –0,0184 1–0 –0,37 4,13 0,97 17,95 

1–1 –0,4726 0,1008 –0,0396 –0,0320 1–1 –1,62 15,73 –4,38 105,13 

2–0 –0,4768 0,0944 –0,0422 –0,0211 2–0 –0,75 8,38 1,93 35,26 

2–1 –0,4708 0,1043 –0,0398 –0,0348 2–1 –2,00 19,75 –3,86 123,08 

5–0 –0,4712 0,1054 –0,0436 –0,0290 5–0 –1,91 21,06 5,21 86,09 

5–1 –0,4652 0,1151 –0,0404 –0,0428 5–1 –3,16 32,16 –2,29 174,53 
* – точні значення коефіцієнтів [1], які використовували під час симулювання поля 

напружень.  

Дискусія. Результати моделювання показали, що за вибраних похибок мож-
ливе достатньо точне відтворення координат модельної вершини тріщини (табл. 4). 
Максимальна похибка відтворення координат X0 та Y0 під час розрахунків не пе-
ревищувала 2%, а переважно є ∼1%. Відносні похибки визначення коефіцієнтів 
Вільямса демонструють високу чутливість коефіцієнтів (крім першого) до похи-
бок визначення напружень (табл. 1, 2). КІН можна встановити з похибкою менше 
0,5% практично для всіх заданих вхідних похибок напружень. Достовірне визна-
чення коефіцієнта b3 вимагає використання систем визначення напружень з не-
зміщеною похибкою меншою 1%. Коефіцієнт b4 можна встановити з достатньою 
точністю лише для малих (до 1%) похибок визначення напруження, а b5 не може 
бути достовірно встановлений навіть за використання систем вимірювання на-
пружень з незміщеною похибкою меншою 1%. 
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Таблиця 3. Середні значення (M) та середньоквадратичні відхилення (RMS) 
відносних похибок відтворення розподілу напружень (%)  

для всіх заданих похибок визначення напружень 

δ(σ), % M(δ(σxx)) RMS(δ(σxx)) M(δ(σyy)) RMS(δ(σyy)) M(δ(τxy)) RMS(δ(τxy)) 

1–0 –0,11 0,49 0,37 1,49 0,33 1,47 

1–1 0,36 6,60 1,74 3,50 1,71 3,31 

2–0 –0,23 1,00 0,73 2,92 0,65 2,89 

2–1 0,25 6,54 2,11 4,70 2,05 4,44 

5–0 –0,54 2,68 1,84 7,03 1,68 6,96 

5–1 –0,27 1,58 3,23 8,49 3,12 8,10 

Похибки відтворення розподілу просторових напружень на основі отрима-
них параметрів моделі тріщини – координат вершини та коефіцієнтів розкладу 

Вільямса – є дуже важливими 
для оцінки ефективності та 
точності використаних мето-
дів. Як видно з табл. 3, для всіх 
трьох компонент напружень 
середньоквадратична похибка 
відтворення напружень досить 
суттєво залежить від постійної 
складової похибки визначених 
напружень. Максимальне зна-
чення середньоквадратичної 
похибки відтворення полів на-
пружень не перевищує 8,5%. 
Це означає, що на основі отри-

маних параметрів розкладу Вільямса достовірне кількісне відтворення реальних 
напружень можливе лише для малих (до 2%) похибок визначення розподілу на-
пружень. У зв’язку з цим використання лише КІН під час оцінки тих чи інших 
характеристик квазікрихкого руйнування може бути недостатньо і слід застосо-
вувати принаймні три наступні ненульові члени розкладу Вільямса. 

Використані розміри вибірки (391 значення) з поля напружень для визначен-
ня параметрів розкладу та самого поля (400×400 точок вимірів напружень) є до-
статньо репрезентативні для отримання достовірних результатів. 

ВИСНОВКИ 
Встановлено необхідні значення похибок систем непрямого визначення на-

пружень для коректного обчислення коефіцієнтів ряду Вільямса під час ІІ типу 
навантаження. Виявлено, що дані, отримані для систем зі зміщеними вхідними 
похибками, призводять до значного погіршення як систематичних, так і випадко-
вих складових похибок результату. Для достовірного аналізу характеристик ква-
зікрихкого руйнування необхідно використати хоча б чотири перші члени ряду 
Вільямса. Визначення членів розкладу вище четвертого порядку шляхом фізич-
ного експерименту можливе, очевидно, лише за використання високоточних сис-
тем непрямого вимірювання напружень. 

РЕЗЮМЕ. Смоделировано и проанализировано влияние погрешностей определения 
поля напряжений на точность вычисления коэффициентов разложения Вильямса и вос-
становления поля напряжений при поперечном сдвиге. 

Таблиця 4. Похибки визначення координат 
(X0, Y0) положення вершини тріщини 

δ(X, Y) ∆X0, pxl ∆X0, % ∆Y0, pxl ∆Y0, % 

1–0 0,60 0,30 –0,13 –0,07 

1–1 1,20 0,60 0,45 0,23 

2–0 1,19 0,60 –0,26 –0,13 

2–1 1,78 0,89 0,32 0,16 

5–0 2,84 1,42 0,71 0,36 

5–1 3,42 1,71 –0,11 –0,06 
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SUMMARY. The modeling and analysis of the influence of errors of stress field determi-
nation under mode ІІ loading on the accuracy of computation of the William’s expansion coeffi-
cients and reconstruction of the stress field were performed. 
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