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ВЕРОЯТНОСТНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ДЛИН УСТАЛОСТНЫХ 
ТРЕЩИН В ЗАКЛЕПОЧНЫХ СОЕДИНЕНИЯХ САМОЛЕТА 
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Национальный авиационный университет, Киев 

При циклическом нагружении самолетных конструкций в заклепочных соединениях 
образуются и развиваются трещины усталости, что может привести к снижению ос-
таточной прочности и внезапному обширному разрушению (Widespread Fatigue Da-
mage – WFD). Источником WFD является многоочаговое повреждение (Multi Site 
Damage – MSD), для описания которого используют статистические методы. Так как 
длина трещины при MSD ограничена расстоянием между соседними отверстиями, 
для прогнозирования предельного состояния в ряду заклепок необходимо знать рас-
пределение размера усталостных трещин, которое можно получить по распределе-
нию времени наработки (количества полетных циклов) до образования трещины, 
учитывая зависимость длины трещины от числа полетных циклов. Найдена формула 
для распределения длины трещин при заданном количестве полетов реальной само-
летной конструкции. По значениям параметров образования и роста дефектов выяв-
лено, что такое распределение можно аппроксимировать степенной функцией ги-
перболического типа. 
Ключевые слова: многоочаговое повреждение, авиационная конструкция, уста-
лостные тещины, образование и рост трещин, распределение длины трещин. 

Безопасность авиационных конструкций по условиям прочности обеспечи-
вают, руководствуясь традиционным принципом “безопасного ресурса” или сов-
ременными концепциями “допустимости повреждения” и “безопасности разру-
шения (повреждения)” [1]. В нормативных требованиях акцентируется, что при 
анализе допустимости повреждений следует брать во внимание возможное появ-
ление многоочагового повреждения от усталости, учитывая скорость развития 
повреждений (трещин), надежность их обнаружения при эксплуатации, а также 
ожидаемое взаимное расположение мест их возникновения [1, 2]. В противном 
случае суммарная допустимая наработка контролируемых критических мест кон-
струкции (деталей, долговечность и эксплуатационная живучесть которых опре-
деляют уровень безопасности по условиям прочности конструкции в целом) не 
должна превышать половины полной долговечности при лабораторных испыта-
ниях на усталость [1]. Таким образом, многоочаговое повреждение (Multiple Site 
Damage – MSD) – один из определяющих факторов при оценке прочности, на-
дежности и долговечности авиационных конструкций. MSD определяют как сос-
тояние конструкции, поврежденной множественными усталостными трещинами 
[1, 3]. Как правило, такому повреждению подвергаются элементы самолетов, 
имеющие большое количество отверстий под заклепочные соединения, которые 
расположены в ряд и являются потенциальными источниками зарождения тре-
щин усталости из-за концентрации напряжений. При этом, даже при относитель-
но небольших размерах таких трещин возникает опасность быстрого разрушения 
перемычек между соседними отверстиями, особенно при встречном росте и объе-
динении. Следует отметить актуальность проблемы MSD при оценке работоспо- 
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собности, назначении периодичности осмотров и прогнозировании остаточной 
прочности стареющего парка самолетов [4, 5]. Из-за большого количества закле-
почных соединений в конструкциях современных летательных аппаратов вполне 
очевидно, что оценивать показатели их остаточной прочности и надежности нуж-
но в вероятностном аспекте. 

В настоящее время для статистических оценок показателей MSD в заклепоч-
ных соединениях самолетных конструкций используют несколько подходов. На-
пример, методология, принятая в компании Airbus, основана на моделировании 
процессов зарождения, роста и объединения трещин в заклепочных соединениях 
методом Монте–Карло [3]. Она позволяет прогнозировать временные характе-
ристики повреждаемости: наработку до появления трещин в каждом отверстии 
под заклепку, продолжительность роста трещин, долговечность соединения до 
разрушения перемычек между отверстиями (как вследствие роста одной трещи-
ны, так и объединения распространяющихся навстречу друг другу трещин от со-
седних отверстий) [6–8]. Однако при этом не учитывается размерная неоднород-
ность повреждений, случайная природа которой обусловлена разбросом времени 
до образования дефектов и случайной скоростью их распространения. В норма-
тивных требованиях отмечено, что при отсутствии информации о размерной не-
однородности трещин при MSD “…рекомендуется (в запас надежности) при оп-
ределении предельного состояния принимать одинаковый размер повреждения в 
каждом из идентичных очагов” [1]. Однако нет рекомендаций о выборе этого 
размера, что может привести как занижению, так и к завышению ресурсных по-
казателей конструкций. 

В настоящей работе предложен подход к оценке статистического распреде-
ления длины трещин при MSD, которые случайно образуются в отверстиях за-
клепочных соединений самолетных конструкций. 

Исходные предпосылки и положения. Рассмотрим участок соединения 
внахлест обшивки фюзеляжа самолета рядом из 50 заклепок (рис. 1а). Влиянием 
самих заклепок на образование и распространение трещин пренебрегаем, а про-
цесс повреждаемости отождествляем с образованием и распространением тре-
щин из отверстий радиусом r = 2 mm, которые являются концентраторами на-
пряжения (рис. 1b). Данные о конструктивных особенностях соединения, а также 
числовые значения параметров MSD известны [5]. 

Вполне очевидно, что в отверстиях трещины зарождаются в случайные мо-
менты времени. Размер начальной трещины a0 зависит от надежности ее регист-
рации и, в общем случае, является случайной величиной с определенным зако-
ном распределения [9]. Принимаем, что параметр a0 детерминированный и для 
рассматриваемой конструктивной схемы составляет 1,27 mm [5]. 

В самолетных конструкциях время до образования усталостной трещины на-
чальной длины a0 (time to crack initiation – TTCI) обычно описывают двухпара-
метрическим распределением Вейбулла [9]: 

 0
0( ) 1 expc

N
F N

α⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥= − −⎜ ⎟β⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
, (1) 

где Fc(N0) – функция распределения числа полетных циклов N0 до образования 
усталостной трещины; α – параметр формы; β – параметр масштаба. Для алюми-
ниевых сплавов обычно принимают α = 4 [5]. Параметр масштаба β зависит от 
усталостного ресурса самолета, закладываемого при проектировании для задан-
ного уровня надежности, и в условиях инициирования усталостной трещины в 
алюминиевых конструкциях самолета Dassault Falcon 900 (проектный ресурс ко-
торого равен 20000 полетам с учетом минимального уровня надежности 0,95) его 
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значение выбирают как удвоенное значение проектного ресурса, т.е. β = 40000 
полетам [5]. 

 
Рис. 1. Заклепочное соединение обшивки фюзеляжа вдоль стрингера L4  
и между шпангоутами C8–С10 самолета Dassault Falcon 900 (а) и схема  
нагружения элемента обшивки у отверстия (b); r = 2 mm; l = 20 mm [5]. 

Fig. 1. Riveted joint of fuselage skin along stringer L4 and between ribs C8–С10  
of Dassault Falcon 900 plane (а) and loading chart of the skin element  

at the hole (b); r = 2 mm; l = 20 mm [5]. 

После образования трещина начинает распространяться со скоростью, для 
аналитического описание которой используют уравнения различных видов [9]. 
Принимаем детерминированный рост трещины со скоростью, описываемой зави-
симостью [5] 

 ( )mda C K
dN

= ∆ , (2) 

где a – длина трещины, mm; N – число циклов нагружения; C и m – константы 
материала; ∆K – размах коэффициента интенсивности напряжений (КИН) в цик-
ле, для определения которого используем формулу [5] 

 ( )K aY a∆ = ∆σ π , (3) 

где ∆σ – размах номинальных напряжений в цикле, МРа; ( )Y a  – геометрическая 
функция коррекции. Материал обшивки – алюминиевый сплав 2024-T3 CLAD, 
предел текучести σY = 300 МРа; С = 1,4227·10–11; m = 3,59 [5]. 

Размах номинальных напряжений для рассматриваемой конструкции опре-
деляется переменными нагрузками на фюзеляж от перепада давления в полетном 
цикле (земля–крейсерская высота–земля), а также аэродинамическими воздей-
ствиями и нагрузками при посадке. Сложнонапряженное состояние элемента об-
шивки у отверстия представлено [5] как одноосное (рис. 1b), для которого, с уче-
том поправок на комплексное воздействие эксплуатационного нагружения, при-
нято ∆σ = 137,9 МРа. Для пластины с отверстием радиуса r , из которого растет 
трещина длиной a (рис. 1b), параметр [5] 

 ( ) 1 2,36exp 2,08 aY a
r

⎡ ⎤⎛ ⎞= + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

. (4) 

Уравнение (4) описывает влияние на КИН в вершине трещины поля повы-
шенного напряжения из-за эффекта концентрации. Из него следует, что воздейст-
вие зоны концентрации напряжений на КИН заканчивается при / 2a r ≅ , когда 
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( ) 1Y a → . В нашем случае это соответствует длине трещины a = 4 mm. Таким об-
разом, трещина от начального размера a0 = 1,27 mm (Y(a0) = 1,63) до a = 4 mm 
растет в поле повышенных напряжений. Следует отметить, что увеличение на-
пряжений для трещины размером a > 4 mm может обусловить и перераспределе-
ние нагрузки, вызванное уменьшением несущей площади сечения вдоль закле-
почного соединения из-за наличия в нем определенного количества трещин. По-
этому для трещин любой длины принимаем постоянное усредненное значение 
геометрического фактора Y = 1,3. 

Модель формирования размерной неоднородности трещин. Интегрируя 
уравнение (2) с учетом соотношения (3), получаем функциональную зависимость 
длины трещины от числа полетных циклов: 

 ( )
2

2 2
2

0 0
2( ) ( )

2

m mmCa N a Y N N
m

−− −−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − π ∆σ −

−⎢ ⎥⎣ ⎦
. (5) 

Определим функцию распреде-
ления длины трещин F(a; N) для 
фиксированного числа циклов N при 
условии, что скорость роста каждой 
трещины – детерминированная вели-
чина, а зависимость ее длины от вре-
мени определяется общим для всех 
трещин соотношением (5). 

Искомая функция распределе-
ния соответствует вероятности со-
бытия, когда длина любой трещины, 
образовавшейся в случайный мо-
мент наработки 0N̂ , при фиксиро-

ванном 0
ˆN N>  будет меньше, чем 

произвольно выбранное значение а. Такое событие будет выполняться для всех 
трещин, образующихся после числа полетных циклов 0N : 0 0N̂ N> , где знак “^” 
обозначает случайную величину (рис. 2). Следовательно, вероятность искомого 
события определим из распределения времени до образования трещины, задавае-
мого функцией (1): 

 { } { }0 0 0
ˆˆ( ; ) ; 1 ( )cF a N P a a N P N N F N= < = > = − , (6) 

где {}P ⋅  – оператор вероятности события. 
Из формулы (5) находим число циклов до образования трещины N0, имею-

щей после наработки N циклов длину a: 

 

2 2
2 2

0

0

( 2)

2 ( )

m m

m

m a a

N N
C Y

− −
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠= −

π ∆σ
. (7) 

Теперь из выражения (6), с учетом распределения (1), получим искомую 
функцию распределения: 

 
Рис. 2. Схема образования и роста трещин. 

Fig. 2. Initiation and propagation  
of a crack (schematically). 
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2 2
2 2

0( 2)
1( ; ) exp

2 ( )

m m

m

m a a

F a N N
C Y

α
− −

− −

α

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟− −⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎢ ⎥= − −⎨ ⎬⎢ ⎥β π ∆σ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

. (8) 

Дифференцируя выражение (8) по параметру а, находим плотность распре-
деления длины трещин при фиксированной наработке N циклов: 

 

12 2
2 2

0
2

2 2
2 2

0

( 2)
( 2)( ; )

4 ( ) 2 ( )

( 2)
1exp .

2 ( )

m m

m m

m m

m

m a a
mf a N N

C Y a C Y

m a a

N
C Y

α−
− −

− −

α

α
− −

− −

α

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟− −
⎢ ⎥⎜ ⎟α − ⎝ ⎠⎢ ⎥= − ×
⎢ ⎥β ∆σ π π ∆σ
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟− −⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎢ ⎥× − −⎨ ⎬⎢ ⎥β π ∆σ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 (9) 

Обсуждение результатов. Расчеты, проведенные по формуле (9) с учетом 
значений входящих в нее параметров, свидетельствуют (рис. 3, символы), что 
при различных N распределение длины трещин (для a > a0) описывают функции 
гиперболического типа (рис. 3, линии): 

 ( ) Af a
aγ

= , (10) 

где А и γ – постоянные, значения которых получены при аппроксимации рас-
четных данных и приведены в таблице. 

 
Рис. 3. Плотность распределения длины трещин в заклепочном соединении  

при заданном числе полетных циклов N:  – N = 20000;  – 30000;  – 40000. 

Fig. 3. Density of crack length distribution in a riveted joint under given number of flights N:  
 – N = 20000;  – 30000;  – 40000. 
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Значения коэффициентов в формуле (10)  
для различного количества полетных циклов 

Количество полетов N A γ Коэффициент корреляции R2 

20000 3,02⋅10–6 2,53 0,9969 

25000 3,47⋅10–5 2,26 0,9976 

30000 1,61⋅10–4 2,09 0,9986 

35000 4,4⋅10–4 1,99 0,9996 

40000 9,68⋅10–4 1,89 0,9999 

Расcчитывали в интервале наработки от 20000 полетов (проектный ресурс) 
до 40000 полетных циклов (значение параметра масштаба β). Согласно формуле 
(1) при N = 20000 вероятность образования трещины равна 0,0606, что для 50 от-
верстий и, соответственно, для 100 потенциальных мест зарождения трещин оз-
начает наличие только шести дефектов. При N = 40000 в конструкции может быть 
уже 63 трещины. Следует отметить, что распределение длины трещин (рис. 3) со-
ответствует гиперболическому типу распределения размера для рассеянных де-
фектов, полученного на основании предпосылок о случайной скорости их линей-
ного роста [10, 11]. Кроме этого, функция (10) отвечает степенному распределе-
нию длины трещин, приведенному ранее [12], где показатель степени γ определя-
ли через показатель b обобщенной функции Гуттенберга–Рихтера. 

ВЫВОДЫ 
На примере заклепочного соединения конкретного типа самолета изложен 

подход к определению распределения длины трещин при многоочаговом по-
вреждении (MSD) в фиксированный момент циклической наработки. Исходными 
параметрами при этом являются: распределение времени (числа циклов) до обра-
зования трещины заданной начальной длины и закон роста усталостной трещи-
ны. Полученное распределение длины трещин можно использовать для оценки 
предельного состояния самолетных конструкций при MSD. 

РЕЗЮМЕ. За циклічного навантаження конструкцій літаків у заклепкових з’єднан-
нях утворюються та розповсюджуються тріщини втоми, що може знизити залишкову міц-
ність і зумовити раптове розповсюдження руйнування (Widespread Fatigue Damage – WFD). 
Джерелом WFD є багатоосередкове пошкодження (Multi Site Damage – MSD), для опису 
якого використовують статистичні методи. Оскільки довжина тріщини під час MSD об-
межена відстанню між сусідніми отворами, для прогнозування граничного стану в ряду 
заклепок необхідно знати розподіл розміру втомних тріщин, який можна отримати за роз-
поділом часу напрацювання (кількості польотних циклів) до утворення тріщини, врахо-
вуючи залежність довжини тріщини від кількості польотних циклів. Одержана формула 
для розподілу довжини тріщин, коли задана кількість польотів реальної конструкції літа-
ка. За значеннями параметрів утворення та росту дефектів виявлено, що такий розподіл 
можна апроксимувати степеневою функцією гіперболічного типу. 

SUMMARY. Fatigue cracks are initiated and grow in a riveted joint of aircraft structures 
under cyclic loading that can lead to a decrease of residual strength and to sudden widespread 
fatigue damage (WFD). A Multiple Site Damage (MSD) is a source of WFD and the statistical 
methods are used for its description. As the crack length in MSD is limited by the distance 
between the adjacent holes it is necessary for the prediction of the boundary state in the rivets 
row to have fatigue crack size probability distribution. In the given work it is shown how such 
distribution can be obtained on the basis of probability distribution of life (a number of flight 
cycles) to fatigue crack initiation, taking into account the dependence of crack length on a 
number of cycles. The formula for crack length density distribution for a given value of service 
time of a real aircraft structure is obtained. With the use of numerical values of parameters of 
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defects initiation and growth it is found that the given distribution can be approximated by the 
power function of hyperbolic type. 
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