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СИСТЕМИ З УРАХУВАННЯМ ТЕРМОЧУТЛИВОСТІ МАТЕРІАЛІВ 

О. ЄВТУШЕНКО, М. КУЦЄЙ, Е. ОХ* 
Білостоцька політехніка, Польща 

Отримано числово-аналітичний розв’язок теплової задачі тертя для двох напівобме-
жених тіл з урахуванням термічної чутливості матеріалів та зміни з часом швидкості 
відносного ковзання (гальмування зі сталим сповільненням). Лінеаризацію відповід-
ної крайової задачі теплопровідності виконано за допомогою підстановки Кірхгофа 
та методу лінеаризувальних параметрів. Досліджено зміну температури робочих по-
верхонь накладки та диска під час гальмування для двох фрикційних пар із та без 
урахування залежності їхніх теплофізичних властивостей від температури. 
Ключові слова: гальмування, фрикційне нагрівання, термочутливість, температура. 

Експериментальні дослідження з використанням методу термопар показали, 
що під час короткотривалого одноразового гальмування (для чисел Фур’є мен-
ших десяти) вплив конвективного охолодження вільних поверхонь накладки та 
диска на температуру незначний [1, 2]. Також встановлено, що для високошвид-
кісних гальмівних процесів (з числами Пекле, більшими за 104 у початковий мо-
мент часу t = 0), зміною градієнта температури на поверхні контакту можна нех-
тувати [3, 4]. На підставі цих результатів для визначення максимальної темпера-
тури гальмівних систем типу накладка–диск використовують розв’язки лінійних 
(зі сталими теплофізичними властивостями) та нелінійних (із залежним від тем-
ператури коефіцієнтом тертя) одновимірних теплових задач тертя для двох пів-
просторів [5–7], півпростору та плоскопаралельного шару [8, 9], двох [10] або 
трьох [11, 12] плоскопаралельних шарів. 

Одним із чинників, що можуть впливати на розподіл температури в елемен-
тах фрикційної пари є термічна чутливість їхніх матеріалів [13]. Відомі числово-
аналітичні методи розв’язування крайових задач теплопровідності із урахуван-
ням залежності теплофізичних властивостей від температури [14, 15]. Дослідже-
но еволюцію та просторовий розподіл нестаціонарного температурного поля, зу-
мовленого тертям під час ковзання зі сталою швидкістю двох напівобмежених 
термочутливих тіл [16]. Мета роботи – вивчити вплив швидкості ковзання, що 
змінюється з часом (гальмування зі сталим сповільненням) на нагрівання термо-
чутливої трибосистеми. 

Формулювання задачі. Загальна інтенсивність теплових потоків, спрямова-
них по нормалі від поверхні тертя всередину накладки та диска, під час гальму-
вання дорівнює питомій потужності тертя [17]: 

 0 0( ) ( ), , ( ) 1 / , 0s sq t q q t q fVp q t t t t t∗ ∗= = = − ≤ ≤ , (1) 

де f – коефіцієнт тертя; p – контактний тиск; V – початкова швидкість; t – час; ts – 
тривалість гальмування. В результаті фрикційного нагрівання теплофізичні влас-
тивості співдотичних тіл можуть змінюватись. Вважаємо, що коефіцієнти тепло- 
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провідності Kl та питомої теплоємності cl матеріалів накладки та диска лінійно 
залежать від температури T: 

 ,0( ) ( )l l lK T K K T∗= , ,0( ) ( )l l lc T c c T∗= , ,0 0( )l lK K T≡ , ,0 0( )l lc c T≡ ,  (2) 

причому ( ) ( )l lK T c T∗ ∗≈ , 1,2l = , а 0T  – 
початкова температура трибоз’єднання. 
Такі матеріали належать до класу мате-
ріалів з простою нелінійністю – їхні кое-
фіцієнти температуропровідності lk , 

1,2l =  є сталими [18]. Для багатьох кон-
струкційних матеріалів залежність кое-
фіцієнта теплопровідності від темпера-
тури є лінійною [19–21], а тому прийма-
ємо, що 0( ) 1 ( )l lK T T T∗ = + λ − . Тут і 
надалі усі величини та параметри, що 
відносяться до накладки (верхній пів-
простір) та диска (нижній півпростір), 
позначено нижніми індексами 1 та 2 , 
відповідно (рис. 1). 

Врахувавши залежності (1) і (2), розподіл нестаціонарного температурного 
поля T(z, t) в накладці та диску знайдемо із розв’язку такої теплової задачі тертя 
для двох напівобмежених тіл: 

 1
1

( )( ) , 0, 0 s
K TT TK T

k

∗ ∗∗ ∗
∗ ∗

∗

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= ζ > < τ ≤ τ⎢ ⎥

∂ζ ∂ζ ∂τ⎢ ⎥⎣ ⎦
, (3) 

 2 2( ) ( ) , 0, 0 s
T TK T K T
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= ζ < < τ ≤ τ⎢ ⎥

∂ζ ∂ζ ∂τ⎢ ⎥⎣ ⎦
, (4) 

 2 0 1
0 0

( ) ( ) ( ), 0 s
T TK T K K T q

− +

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

ζ= ζ=

∂ ∂
− = τ ≤ τ ≤ τ

∂ζ ∂ζ
, (5) 

2 0 1
0 0

( ) ( ) Bi[ (0 , ) (0 , )], 0 s
T TK T K K T T T

− +

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + ∗ −

ζ= ζ=

∂ ∂
+ = τ − τ ≤ τ ≤ τ

∂ζ ∂ζ
, (6) 

 0( , ) , | | , 0 sT T∗ ∗ζ τ → ζ →∞ ≤ τ ≤ τ , (7) 

 0( ,0) , | |T T∗ ∗ζ = ζ < ∞ ,  (8) 

де  

/ aT T T∗ = ,    0 / aT T T∗ = ,   0 2,0/aT q a K= ,  / ,z aζ =   2
2 /k t aτ = ,  2

2 /s sk t aτ = , (9) 

 0 1,0 2,0/K K K∗ = ,     1 2/k k k∗ = ,    2,0Bi /h a K= , 

 0( ) 1 ( )l lK T T T∗ ∗ ∗ ∗= + Λ − ,      l l aTΛ = λ ,     1,2l = , (10) 

21,73 sa k t=  – ефективна глибина прогрівання нижнього півпростору [22];  
h – контактна теплопровідність [23]. 

Розв’язування задачі. Скориставшись підстановкою Кірхгофа [24] 

Рис. 1. Схема задачі. 

Fig. 1. Scheme of the problem. 
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0

( , ) ( ) , 1,2
T

l l
T

K T dT l
∗

∗

∗Θ ζ τ = =∫ , (11) 

нелінійну крайову задачу теплопровідності (3)–(8) запишемо у вигляді 

 
2

1 1
2

1
k∗

∂ Θ ∂Θ
=

∂τ∂ζ
,     0,ζ >      0 s< τ ≤ τ ,  (12) 

 
2

2 2
2

∂ Θ ∂Θ
=

∂τ∂ζ
,    0,ζ <      0 s< τ ≤ τ ,  (13) 

 2 1
0

0 0
( )K q∗ ∗

ζ= ζ=

∂Θ ∂Θ
− = τ

∂ζ ∂ζ
,    0 s≤ τ ≤ τ , (14) 

 2 1
0

0 0
Bi[ (0 , ) (0 , )],K T T∗ ∗ + ∗ −

ζ= ζ=

∂Θ ∂Θ
+ = τ − τ

∂ζ ∂ζ
     0 s≤ τ ≤ τ , (15) 

 ( , ) 0, | | , 0 , 1,2,l s lΘ ζ τ → ζ →∞ ≤ τ ≤ τ =  (16) 

 ( ,0) 0, | | , 1,2l lΘ ζ = ζ < ∞ = . (17) 

Підставивши залежності (2), (10) під знак інтеграла у співвідношенні (11), 
знаходимо: 

 1
0( , ) [ 1 2 ( , ) 1]l l lT T∗ − ∗ζ τ = Λ + Λ Θ ζ τ − + , 1,2l = , (18) 

де для 0lΛ <  додатково повинна виконуватись нерівність 1( , ) 0,5l l
−Θ ζ τ > − Λ . Не-

хай для 0ζ = : 

 1 2 (0, ) 1 (0, )l l l l l+ Λ Θ τ = + κ Λ Θ τ , 0 s< τ ≤ τ , 1,2l = , (19) 

де lκ , 1,2l =  – невідомі лінеаризувальні параметри [15]. Тоді з рівняння (19) зна-
ходимо: 

 1(0, )l l l
−Θ τ = −κ χ , 2( 1) /( )l l l lχ = κ − κ Λ , 0 s< τ ≤ τ , 1,2l = . (20) 

Ураховуючи залежності (19) та (20), зведемо крайову умову (15) до вигляду 

 2 1
0 2 1

0 0
Bi( )K∗

ζ= ζ=

∂Θ ∂Θ
+ = χ − χ

∂ζ ∂ζ
,    0 s≤ τ ≤ τ . (21) 

Розв’язок крайової задачі (12)–(14), (16), (17), (21), із урахуванням вигляду 
(1) функції ( )q∗ τ , подамо так: 

 (0) (1)1( , ) ( , ) ( , )l sl l
−Θ ζ τ = Θ ζ τ − τ Θ ζ τ , 0 s< τ ≤ τ , 1,2l = , (22) 

де, згідно з формулою Дюамеля [18], 

 (1) (0)

0
( , ) ( , )l ls s ds

τ ∂
Θ ζ τ = Θ ζ τ −

∂τ∫ , 0 s< τ ≤ τ , 1,2l = , (23) 

(0) ( , )lΘ ζ τ  – розв’язок цієї задачі для сталої ( ( ) 1q∗ τ = ) потужності тертя [16]: 

 (0) ( , ) ierfc(0,5 / )l ll AΘ ζ τ = τ ζ τ ,    0 s< τ ≤ τ ,    1,2l = , (24) 

 1 1 2[1 Bi( )]/A = + χ − χ ε ,    2 2 11 Bi( )A = + χ − χ ,    1 / k∗ζ = ζ ,   2ζ = −ζ ,  
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0 /K k∗ ∗ε = , 1/ 2 2ierfc( ) exp( ) erfc( )x x x x−= π − − , erfc( ) 1 erf( )x x= − , erf( )x  – функ-
ція помилок Ґаусса [25]. На поверхні тертя з формул (24) випливає, що 

 (0) (0, ) /ll AΘ τ = τ π ,     0 s< τ ≤ τ ,    1,2l = . (25) 

Підставивши у формулу (23) функції (0) ( , )lΘ ζ τ , 1,2l =  (24), після інтегру-
вання отримуємо: 

 
(1) 2

2

( , ) {[(1 /(6 )]ierfc(0,5 / )

exp( 0,25 / ) /(3 )},0 , 1,2 .
l l ll

l s

A

l

Θ ζ τ = τ τ + ζ τ ζ τ −

− − ζ τ π < τ ≤ τ =
 (26) 

Поклавши тут 0ζ = , одержимо: 

 (1) (0, ) (2 / 3) / ,0 , 1,2l sl A lΘ τ = τ τ π < τ ≤ τ = . (27) 

Підставивши розв’язки (25) та (27) у формулу (22), знаходимо: 
 (0, ) ( ), 0 , 1,2l l sA lΘ τ = ϕ τ < τ ≤ τ = , (28) 

де ( ) [1 2 /(3 )] /sϕ τ = − τ τ τ π  – функція Фазекаша [26]. 
Прирівнявши співвідношення (20) та (28), отримуємо систему двох неліній-

них алгебричних рівнянь відносно лінеаризувальних параметрів lκ , 1,2l = : 

 1 2( , ) 0lF κ κ = ,    1,2l = , (29) 

де 

 1 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( , ) (1 ) {0,5
Bi[ (1 ) (1 ) ]} ( ),

F κ κ = ε − κ κ Λ − κ κ κ Λ Λ +
+ κ − κ Λ − κ − κ Λ ϕ τ

 (30) 

 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( , ) (1 ) {0,5
Bi[ (1 ) (1 ) ]} ( ).

F κ κ = κ − κ Λ − κ κ κ Λ Λ −
− κ − κ Λ − κ − κ Λ ϕ τ

 (31) 

Розв’язували систему рівнянь (29) методом Ньютона–Рафсона [27], попе-
редньо знайшовши зі співвідношень (30) і (31) елементи матриці Якобі 

, /l m l mF F≡ ∂ ∂κ  , 1,2l m = : 

 1,1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2( , ) { Bi[2 (1 ) (1 2 ) ]} ( ),F κ κ = −εκ Λ − κ κ Λ Λ + κ − κ Λ − − κ κ Λ ϕ τ  

 1,2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 1 2 2( , ) (1 ) {0,5 Bi[ ( ) ]} ( ),F κ κ = ε − κ Λ − κ κ Λ Λ − κ Λ − Λ + Λ ϕ τ  

 2,1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 1( , ) (1 ) {0,5 Bi[ ( ) ]} ( ),F κ κ = − κ Λ − κ κ Λ Λ − κ Λ − Λ + Λ ϕ τ  

 2,2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1( , ) { Bi[2 (1 ) (1 2 ) ]} ( ) .F κ κ = −κ Λ − κ κ Λ Λ + κ − κ Λ − κ − κ Λ ϕ τ  

Обчислювали на кожному часовому кроці j jτ = ∆τ , 1,2,...,j n= , /s n∆τ = τ  
за такою ітеративною схемою: 
1) задаємо початкове (i = 0) наближення значення лінеаризувальних параметрів 

(0) 1l lκ = κ = , 1,2l = ; 

2) прирости ( ) ( )i i
ll l∆κ ≡ κ − κ  знаходимо за формулами: ( ) ( ) ( )/i i i

l lW W∆κ = , ( )iW =  
( ) ( ) ( ) ( )

1,2 2,1 1,1 2,2
i i i iF F F F= − , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2,2 2 1,2
i i i i iW F F F F= − , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1,1 1 2,1
i i i i iW F F F F= − ,  

де ( ) ( ) ( )
1 2( , )i i i

llF F≡ κ κ , 1,2l = ; 
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3) перевіряємо умову збіжності ( ) ( ) ( ) ( )2 2 6
1 1 2 2( / ) ( / ) 10i i i i −∆κ κ + ∆κ κ ≤ ; 

4) якщо ця умова виконується, то приймаємо, що ( ) ( )i i
l l lκ = κ + ∆κ  і переходимо 

до наступного часового кроку та розпочинаємо обчислення з першого пункту. 
Якщо ж задана точність обчислень не досягається, то знаходимо наближення 

( 1) ( ) ( )i i i
l l l
+κ = κ + ∆κ , 1,2l =  і повторюємо обчислення, починаючи з другого 

пункту. 
Для відомих лінеаризувальних параметрів lκ , 1,2l =  безрозмірну темпера-

туру ( , )T ∗ ζ τ  трибосистеми розраховуємо за формулою (18), в якій функції Кірх-
гофа ( , )lΘ ζ τ , 1,2l =  знаходимо зі співвідношень (22), (24), (26) і (28). 

Числовий аналіз. Досліджували зміну впродовж однократного гальмування 
безрозмірної температури T* на поверхні тертя 0ζ =  для двох фрикційних пар, в 
кожній з яких одним із матеріалів (накладка) був титан ВТ-14 (K2,0 = 7,83 W/(mK), 
k2 = 3,68⋅10–6 m2/s, λ2 = 1,18⋅10–3°C) [13]. Гальмівний диск першої пари виготовле-
но із алюмінію A 315 (K1,0 = 128,65 W/(mK), k1 = 59,552⋅10–6 m2/s, λ1 = 0,914⋅10–3°C) 
[20], а другої – із залізного сплаву серії ФЦД 50 (K1,0 = 27,54 W/(mK), k1 = 
= 7,63⋅10–6 m2/s, λ1 = –0,54⋅10–3°C) [21]. Значення інших вхідних парамерів (9) 
такі: q = 1 MW/m2, ts = 1,36 s, a = 10–3 m, T0 = 20°C, Bi = 5 [22]. Суцільні криві на 
рис. 2 відповідають числовим результатам, отриманим із урахуванням термочут-
ливості матеріалів, а штрихові побудовано на основі розв’язку теплової задачі 
тертя під час гальмування для двох півпросторів зі сталими теплофізичними вла-
стивостями [28]. 

 
Рис. 2. Еволюція безрозмірної температури на робочих поверхнях пар  

титан ВТ-14–алюміній А 315 (а) і титан ВТ-14–залізний сплав ФЦД 50 (b):  
1 – ВТ-14; 2 – А 315; 3 – ФЦД 50. 

Fig. 2. Evolution of the dimensionless temperature on the working surface  
of the ВТ-14 titanium–A 315 aluminum (a) and ВТ-14 titanium–ФЦД 50 iron alloy (b)  

couples: 1 – ВТ-14; 2 – A 315; 3 – ФЦД 50. 

Із початком гальмування температура швидко збільшується і досягає свого 
максимального значення для t ≈ 0,4÷0,5ts, після чого починається охолодження 
співдотичних поверхонь (рис. 2). Така еволюція температури характерна для 
гальмівної системи накладка–диск. Температура робочої поверхні накладки під 
час гальмування вища, ніж поверхні тертя диска. Це зумовлено значно меншою 
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тепловою провідністю титану порівняно з теплопровідністю алюмінію та залізно-
го сплаву. Врахування термочутливості досліджуваних матеріалів спричиняє не-
значне зменшення температури робочих поверхонь як накладки, так і диска. Най-
чіткіше цей ефект виражений для фрикційного елемента з найвищою температу-
рою – титанової накладки. 

ВИСНОВКИ 
Досліджували вплив термічної чутливості матеріалів накладки та диска на 

температуру під час гальмування. Для цього сформульовано крайову задачу теп-
лопровідності для двох півпросторів з урахуванням нестаціонарного теплоутво-
рення від тертя на поверхні контакту та лінійної залежності коефіцієнта тепло-
провідності фрикційних елементів від температури. Числово-аналітичний розв’я-
зок цієї задачі отримано із використанням підстановки Кірхгофа та методів лінеа-
ризувальних параметрів та інтегрального перетворення Лапласа. 

Числовий аналіз проведено для титанової накладки, що ковзає по поверхні 
диска, виготовленого із алюмінію А 315 або залізного сплаву ФЦД 50. Коефіці-
єнти теплопровідності титану та алюмінію лінійно збільшуються зі зростанням 
температури, а залізного сплаву – лінійно зменшуються. Показано, що вплив тер-
мічної чутливості матеріалів обох фрикційних пар на температуру робочих по-
верхонь є найбільшим тоді, коли температура досягає максимального значення 
поблизу середини гальмівного шляху. Отже, оцінюючи температурний режим 
гальмівного вузла, термочутливість матеріалів слід враховувати, насамперед, для 
визначення максимальної температури. Натомість для розрахунку температури 
на початку та наприкінці гальмівного процесу можемо користуватися розв’язка-
ми відповідних лінійних теплових задач тертя. 

РЕЗЮМЕ. Получено численно-аналитическое решение тепловой задачи трения для 
двух полуограниченных тел с учетом термической чувствительности материалов и изме-
нения со временем скорости относительного скольжения (торможение с постоянным за-
медлением). Линеаризацию соответствующей краевой задачи теплопроводности выпол-
нено с помощью подстановки Кирхгофа и метода линеаризирующих параметров. Иссле-
довано изменение температуры рабочих поверхностей накладки и диска при торможении 
для двух фрикционных пар с и без учета зависимости их теплофизических свойств от тем-
пературы.  

SUMMARY. The numerically-analytical solution of a thermal problem of friction for two 
semi-infinite bodies with account of thermal sensitivity of materials and changes with time of 
the relative sliding speed (braking with constant deceleration) is obtained. Linearization of the 
corresponding boundary-value problem of heat conduction was done by means of the Kirchhoff 
substituting and the method of linearizing parameters. The change of the temperature of the 
working surfaces of the pad and disc during braking for two friction couples with and without 
account of the dependence of their thermophysical properties on temperature is investigated. 
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