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Запропоновано підхід до моделювання впорядкованого рельєфу поверхні алюмініє-
вого сплаву Д16чТ після статичного деформування, який дає можливість статистич-
но оцінити параметри утворених нерівностей з урахуванням стохастичної та цикліч-
ної природи їх самоорганізації. 
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Відомо, що експлуатаційне напрацювання супроводжується формуванням 
рельєфу на поверхні алюмінієвих сплавів, які використовують у цивільній та вій-
ськовій авіації для проектування сенсорів втоми [1]. Саме структура поверхневих 
деформаційних зсувів – інформаційна ознака стану об’єкта діагностичного кон-
тролю. 

Через необхідність оцінити процеси самоорганізації поверхневих дефектів 
та локалізованих деформаційних утворень виникла потреба у моделях цих фізич-
них явищ [1–3]. Проте емпіричні та евристичні підходи тут дещо знижують точ-
ність результатів. Крім того, є низка праць [4, 5], де локалізацію деформації опи-
сано за допомогою детермінованих інженерних підходів, хоча вона, як і більшість 
фізико-механічних сигналів, має випадковий характер. Саме тому слід створити 
нові та вдосконалити існуючі методи моделювання деформаційних процесів в 
сучасних конструкційних матеріалах. Особливо важливо це для технічного кон-
тролю стану сенсорів втоми авіаконструкцій, який неможливий без відповідних 
автоматизованих діагностичних систем. Застосування сучасних засобів обчислю-
вальної техніки у таких системах суттєво розширить їх технічні можливості та 
забезпечить достовірніше оцінювання стану поверхні авіаконструкцій [1, 6].  

Вказані проблеми зумовлені недостатнім розвитком теорії моделювання та 
обробки циклічних сигналів у мезомеханічних процесах [7, 8]. Тому необхідно 
розвинути моделі та методи, які б охоплювали відомі алгоритми їх обробки у 
межах єдиного теоретико-методологічного підходу. Слід враховувати широкий 
спектр можливих ознак циклічності рельєфних утворень для відображення не 
лише точної чи ймовірнісної повторюваності у структурі даних, а й різноманіття 
закономірностей мінливості та ритму циклічних сигналів рельєфоутворення за 
певної макродеформації зразка. 

Нижче обґрунтовано можливості використання стохастичного підходу для 
аналізу та моделювання впорядкованого рельєфу поверхні статично деформова-
ного алюмінієвого сплаву Д16чТ. 

Фізичні закономірності утворення впорядкованого рельєфу. Для дослі-
дження мікролокалізації та самоорганізації рельєфних утворень на поверхні ста-
тично деформованого сплаву Д16чТ використовували підходи фізичної мезоме-
ханіки. Під самоорганізацією розуміли якісну зміну поведінки нелінійної дефор- 
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мівної системи, яка спричиняє просторові структури [3]. У низці праць теоретич-
но обґрунтовано та експериментально доведено наявність мезоскопічного дефор-
мування. Тому деформовані матеріали можна інтерпретувати як системи, схильні 
до самовпорядкування [9–11]. Формування рельєфних утворень розглянемо як 
багатомасштабне деформування поверхні алюмінієвого сплаву з урахуванням 
його ієрархії. Так отримаємо двовимірний розподіл рельєфних утворень у вигляді 
хвилеподібних екструзій [1]. 

Деякі автори використовують поняття самоорганізації рельєфних утворень 
за умов деформування поверхневих шарів та внутрішніх меж поділу полікриста-
лів, які відіграють важливу роль у зародженні деформаційних дефектів. Їх роз-
глядають як самостійні мезоструктурні деформаційні прояви зі просторовою впо-
рядкованістю руйнівних процесів у матеріалі [11, 12]. Отже, аналізуючи рельєфо-
утворення, слід враховувати деякі відомі фізико-механічні закономірності [13]: 
формування морфології та структури складчастого рельєфу квазівпорядковане і 
циклічне; рельєфоутворення випадкове, оскільки структура матеріалу неоднорід-
на і повне відтворення формування впорядкованого рельєфу – стохастичний про-
цес; статистичне оцінювання імовірнісних характеристик рельєфоутворення за 
такого підходу ґрунтується на припущенні, що відомі області визначення циклів 
випадкового процесу (за методами сегментації [7]), а отже, і його функція ритму. 

Під час моделювання та обробки рельєфних утворень необхідно максималь-
но врахувати їх циклічність, стохастичність та зонну просторову структуру. Тоб-
то математична модель рельєфоутворення повинна відтворювати зонну просто-
рову та сегментну структуру, його стохастичну циклічну природу та давати мож-
ливість імітаційно моделювати [14, 15].  

Методи, які ґрунтуються на такій моделі, слід використовувати для обробки 
рельєфу невеликої просторової області, що дасть можливість зробити висновок 
про стан поверхні за виявленими ознаками. Крім цього, їх треба адаптувати, щоб 
відтворити структуру рельєфу ділянок матеріалу за різних значень макродефор-
мації. 

Циклічний випадковий процес як математична модель деформаційного 
рельєфу. Впорядковане рельєфоутворення є неоднорідним динамічним і складно 
організованим процесом, якому властиві циклічність, значні групові та індивіду-
альні варіації. Математична модель адекватно описує сигнал та враховує поєд-
нання циклічності і стохастичності сигналу, а також дає можливість розробити 
достовірні шляхи визначення інваріантних інформаційних ознак [11]. 

Вхідними даними для статистичного аналізу параметрів деформаційного 
рельєфу є ширина та висота нерівностей у межах аналізованої ділянки, одержані 
за результатами аналізу топографії поверхні вихідного та деформованого матері-
алу на безконтактному інтерференційному профілометрі “Мікрон-бетта” з точ-
ністю 10 nm. Під час програмної обробки цифрових зображень точність зростала 
до 1 nm [16]. 

Для опису пошкодженості сплаву як процесу самоорганізації поверхню де-
формованих зразків розглядали як сукупність флуктуацій рельєфних утворень, 
властивих певним макродеформаціям матеріалу. Їм притаманна зонно-просторо-
ва структура внаслідок сегментації циклічних сигналів, знання про яку дало мож-
ливість сформувати дискретну функцію ритму такого процесу [7]. Результатами 
такої обробки є статистичні оцінки математичного сподівання та дисперсії [7]. 

Якщо використовують модель циклічного випадкового процесу, формують 
нову або вживають отриману під час сегментації (визначення зонно-просторової 
структури) дискретну функцію ритму (зі заданою чи визначеною довжиною сег-
ментів). А далі моделюють циклічний сигнал зі сформованою функцією ритму [7].  
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Математичною моделлю деформаційного рельєфу є циклічний випадковий 

процес ( ){ }, , ,Ω Rh l lω ω∈ ∈  за наявності функції ( ),L l n , яка задовольняє умови 

(1)–(3), при цьому вектори ( 1( , )h lω , 2( , )h lω ,..., ( , )kh lω ) та ( ( )1 1( , , )h l L l nω + , 

( )2 2( , , ))h l L l nω + , ..., ( )( , ,k kh l L l nω + ), Zn ∈ , де { }1 2, ,..., kl l l  – множина сепа-

рабельності процесу ( ){ }, , ,Ω Rh l lω ω∈ ∈ , за всіх цілих 1k ≥  є стохастично 

еквівалентні. 

Функція ( ),L l n  є функцією ритму циклічного випадкового процесу і визна-

чає закон зміни відстаней між його однофазними значеннями (ділянками рельє-
фу). Вона повинна задовольняти такі умови: 

 ( ), 0L l n > , якщо 0n > ; 

 ( ), 0L l n = , якщо 0n = ; (1) 

 ( ), 0L l n < , якщо 0n < ; 

для будь-яких 1 Rl ∈  і 2 Rl ∈ , для яких 2 1l l> , для неї виконується нерівність 

 ( ) ( )1 1 2 2, , , Zl L l n l L l n n+ < + ∀ ∈ ,  (2)  

і вона найменша за модулем ( ( ) ( ), ,L l n L l nγ≤ ) серед усіх функцій 

( ){ }, , ΓL l nγ γ ∈ , які задовольняють умови (1) і (2). 

Функції розподілу циклічного випадкового процесу інваріантні до циклічної 
розривної групи перетворень їх аргументів: 

 1 1( , ) ( , ( , )), , ,R ZF x l F x l L l n x l n= + ∈ ∈ ,..., 

 1 1( ,..., , ,..., )k k kF x x l l =  

 1 1 1 1 1( ,..., , ( , ),..., ( , )), ,..., , ,..., , ,R Z Nk k k k k kF x x l L l n l L l n x x l l n k= + + ∈ ∈ ∈ .  (3) 

Якщо ( ), , const, 0L l n n L L L= ⋅ = > , то циклічний процес випадковий зі 

стабільним ритмом або т. зв. стохастично-періодичний, а якщо ( ),L l n n L≠ ⋅  – зі 

змінним ритмом. 
За запропонованою математичною моделлю поверхні, вкритої деформацій-

ним рельєфом, інтерпретуємо низку його основних елементів, зокрема, цикл, фа-
зу і ритм. Під циклом розуміємо найменший сегмент експериментальної залеж-
ності “ширина нерівності–довжина аналізованої області”, отриманий під час 
рельєфоутворення, що містить всю послідовність його фаз (стадій). Отже, розгля-
немо самоорганізовану сукупність нерівностей поверхні сплаву Д16чТ – рельєф. 
Між циклами рельєфних утворень існує певна подібність, яку в межах циклічно-
го випадкового процесу інтерпретують як самоорганізацію та відповідність імо-
вірнісних характеристик однотипних фаз процесу [8]. Під однотипними розуміли 
сукупність тих фаз рельєфоутворення, які обов’язково присутні у різних циклах, 
проте мають однакові (щодо впорядкування) розташування та імовірнісні харак-
теристики. Під ритмом коливання розуміли властивість просторової структури 
рельєфоутворення, за якою можна визначати розміри просторових проміжків для 
всіх його циклів та фаз [8]. Фізично – це канальовані зсуви, що генерують макро-
смуги локалізованого пластичного деформування на поверхні зразка. Цей процес 
фронтально поширюється вздовж осі зразка за схемою лінійної хвилі локалізова-
ного пластичного деформування. Таким чином, використовуючи підходи фізич-



 105 

ної мезомеханіки та математичного моделювання, спробували поглибити опис 
рельєфних утворень локалізованого пластичного деформування. 

Враховуючи, що циклічне рельєфоутворення ніби “зшите” з послідовності 
циклів різної довжини, а цикли можуть мати характерні ділянки-сегменти, можна 
використати циклічний випадковий процес з зонно-просторовою структурою 
(сегментною) як модель деформаційного рельєфоутворення: 

 ( ) ( ) ( )
1

, , , , ,
Z Z

Ω R
K

m mk
m m k

h l h l h l l
∈ ∈ =

ω = ω = ω ω∈ ∈∑ ∑ ∑ , (4) 

де ( ),mh lω  відповідає m-му циклу циклічного випадкового процесу, який визна-

чають як 

 ( ) ( )
1

, , , ,W Z
K

m mk m
k

l l h l l m
=

ω = ω ∈ ∀ ∈∑ ,  (5) 

 ( ) ( ) ( ), , ,W R
mmh l h l I l lω = ω ⋅ ∈ , (6) 

де індикаторна функція m-го циклу 

 ( ) 1, ,

0, ,W
W

Wm

m

m

l
I l

l

∈
=  ∉

  (7) 

( ) , Wmk mkh l l ∈  – k-та зона в m-му циклі випадкового процесу: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,W W R
mk mkmk mh l h l I l h l I l lω = ω ⋅ = ω ⋅ ∈ ,  (8) 

де індикаторна функція k-ї зони в m-му циклі  

 ( ) 1, ,

0, .W
W

Wmk

mk

mk

l
I l

l

∈
=  ∉

  (9) 

Зонно-просторову структуру (зонну) циклічного випадкового процесу зада-
ють безліч просторових значень, що відповідають початкам його зон: 

 
____

, , , 1,D Zm kl m k K
 

= ∈ = 
 

, ,1, Zm ml l m= ∀ ∈ .  (10) 

Області визначення зон і циклів процесу запишемо у вигляді 

 [ )1,Wm m ml l +=  ), , 1,Wmk m k m kl l +=  ,    
1

W W
K

m mk
k=

= ∪ ,  (11) 

 
1Z
W R

K

mk
m k∈ =

=∪ ∪ , 
1 2 1 2, .W Wmk mk k k= ∅ ≠∩   (12) 

Отже, одержали модель рельєфних утворень для сплаву Д16чТ, яка описує 
характер спотворення його поверхні, визначає структурні особливості, пов’язані 
із макродеформуванням та структурно-механічною деградацією матеріалу. Цей 
підхід до опису рельєфоутворення дає можливість оцінити поведінку матеріалу 
за переходу деформування з мезо- до макрорівня, узгоджується з математичними 
моделями циклічних сигналів, що вказує на його достатню обґрунтованість. 

Метод та результати статистичної обробки даних деформаційного рель-
єфу. Методи статистичного аналізу циклічних випадкових процесів [6, 8] засто-
совано до аналізу впорядкованого рельєфоутворення, щоб оцінити його початко-
ву моментну функцію першого порядку (математичне сподівання) та центральну 
другого порядку (дисперсію). 
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Математичне сподівання оцінювали як 

 ( )( ) [ )1 1 2
1

1
ˆ ( ) , , ,

M

h
n

m l h l L l n l L L
M ω

=
= + ∈ =∑ W ,  (13) 

де M – кількість циклів процесу; ( )h lω – послідовність значень ширини рельєф-

них утворень (реалізація процесу); ( , )L l n – функція ритму рельєфоутворення; 

1W  – область визначення першого циклу. А дисперсію – так: 

 ( ) ( )( ) ( )( ) [ )
21

1 1 2
1

1ˆ ˆ, , , ,
1

M

h h
n

d l h l L l n m l L l n l L L
M

−

ω
=
 = ⋅ + − + ∈ = − ∑ W . (14) 

За формулами (13), (14) статистично аналізували рельєфоутворення (рис. 1).  

 

 

Рис. 1. Впорядковане рельєфоутворення поверхні 
алюмінієвого сплаву Д16чТ після статичного 

деформування: залежність “ширина елемента рельєфу–
довжина аналізованої області” за деформацій 

ε = 2,6% (а); 13,0 (b); 14,6 (c) i 15,5% (d). 

Fig. 1. The process of surface relief ordering of aluminum alloy Д16чТ after static deformation:  
 dependence “width of the relief element–length of the analyzed area” for strain  

ε = 2.6% (a); 13.0 (b); 14.6 (с) and 15.5% (d). 

Побудували графіки оцінок математичного сподівання ˆ ( )m k  (рис. 2a–d) та 

дисперсії ˆ ( )hd k  (рис. 2e–h) розташування рельєфних утворень у межах аналізо-
ваної довжини під час їх обробки за математичною моделлю циклічного випадко-
вого процесу (враховано функцію ритму). Виявили, що методи обробки, заснова-
ні на таких моделях, забезпечують фізичні передумови деформаційного процесу 
та відтворюють структуру дефектів аналізованої поверхні. 

При цьому зміна параметрів зумовлена макродеформаційним впливом на 
матеріал та відповідає певній стадії деформування [3]. Отже, результати оціню-
вання математичного сподівання деформаційних утворень характеризують лока-
лізацію деформації мезорівня як наслідок самоорганізації поверхні сплаву 
(рис. 2a–d). Також зафіксували випадковість розподілу локальної деформації 
(розмірів морфологічних утворень) по поверхні зразків. Тобто помітна тенденція 
зростання деформації у нових ядрах, що зароджуються в менш деформованих 
зонах зразків [17–20]. 

Відомо, що кожній стадії пластичного течіння відповідають певні параметри 
локалізації деформацій. Зокрема, дисперсія, яка є одним з критеріїв оцінювання 
точності статистичної обробки процесу. Дисперсію геометрії рельєфних утворень 
оцінювали за моделлю циклічного випадкового процесу. Одержані значення свід-
чать про її достатню фізичну обґрунтованість (рис. 2e–h). 
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Рис. 2. Оцінки математич-
ного сподівання геометрії 
деформаційних утворень 
(a–d) i дисперсії ширини 
рельєфних утворень (e–h) 
поверхні алюмінієвого 

сплаву Д16чТ (врахування  

моделі циклічного випадкового процесу) за відносної деформації  
ε = 2,6% (а, e); 13,0 (b, f); 14,6 (c, g) i 15,5% (d, h). 

Fig. 2. Estimates of mathematical expectation of deformation structures geometry (a–d)  
and dispersion of relief structures width(e–h) on the surface of Д16чТ alloy  

(taking into account the cyclic model of stochastic process)  
for strain ε = 2.6% (а, e); 13.0 (b, f); 14.6 (c, g) and 15.5% (d, h). 

Виявили, що оцінки математичного сподівання чутливі до зміни форми 
рельєфних утворень деформованого сплаву Д16чТ, що вказує на можливість ви-
користання цих ознак в автоматизованих системах технічного діагностування.  
З ослабленням деформаційних процесів локальних ділянок рельєфоутворення 
уповільнюється, а отже, змінюються параметри, подані на рис. 2. 

Таким чином, оцінки математичного сподівання і дисперсії можна розгляда-
ти як інформативні параметри використаної математичної моделі рельєфоутво-
рення з урахуванням впорядкованої природи формування нерівностей поверхні. 
За розвинутими підходами вдалося встановити закономірності еволюції рельєф-
них утворень сплаву Д16чТ під час деформування, виявити їх локалізацію на 
різних стадіях навантажування та побудувати їх залежність від макродеформації 
зразка. Застосовані моделі є основою математичного опису параметрів рельєфу, 
які дадуть можливість прогнозувати локалізацію деформації на поверхні кон-
структивних елементів [21]. 

Імітаційне моделювання структури рельєфу. Розроблені методи комп’ю-
терного відтворення циклічних сигналів, які, ідентифікуючи алгоритм імітації, 
дають змогу одночасно керувати морфологічними та ритмічними характеристи-
ками рельєфних утворень сплаву за різних макродеформацій. Зіставляючи ре-
зультати експерименту та моделюючи сигнали рельєфоутворення за формулами 
(15) і (16), виявили, що пропоновані підходи враховують стохастичну природу, 
мінливість та циклічність структури рельєфу (рис. 3).  

Похибки моделювання визначали за формулами 

 
1

1 ˆ( ) ( ) ( ) , 1,
N

j

h k h j h j k N
N =

∆ = − =∑ , (15) 
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де ( )h k∆  – абсолютна похибка моделювання; ( )h kδ  – відносна (виражена у від-
сотках); N – кількість відліків реалізації впорядкованого рельєфоутворення; k – 

дискретний відлік процесу; ( )h k , ˆ( )h k  – експериментальне та змодельоване 
рельєфоутворення. Результати оцінювання похибок подано на рис. 4.  

 

 

Рис. 3. Впорядковане рельєфоутворення поверхні 
сплаву Д16чТ: залежність “ширина елемента рельєфу–
довжина аналізованої області” за відносної деформації 

ε = 2,6% (а); 13,0 (b), 14,6 (c), 15,5% (d)  
(суцільна лінія – результати експерименту,  

а штрихова – моделювання). 

Fig. 3. The ordered relief-forming of the surface of Д16чТ alloy:  dependence “width of relief 
element–length of the analyzed area” for strain ε = 2.6% (a); 13.0 (b); 14.6 (c); 15.5% (d)  

(solid line – experimental data; dashed line – modeling). 

 

 

Рис. 4. Абсолютна (a, c, e, g) 
та відносна (b, d, f, h) по-
хибки моделювання гео-
метрії рельєфних утворень 
поверхні алюмінієвого 

сплаву Д16чТ за відносної 
деформації ε = 2,6% (а, b); 

13,0 (c, d); 14,6 (e, f);  
15,5% (g, h). 

Fig. 4. Absolute (a, c, e, g) and relative (b, d, f, h) geometry modeling errors 
of the surface relief structures of Д16чТ aluminum alloy  

for strain ε = 2.6% (а, b); 13.0 (c, d); 14.6 (e, f); 15.5% (g, h). 
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Щоб порівняти реальні та змодельовані рельєфні утворення, виконали серію 
експериментів за різної макродеформації матеріалу. Виявили, що ці нерівності на 
поверхні статично деформованого сплаву можна змоделювати за допомогою цик-
лічного випадкового процесу, врахувавши їх циклічність та стохастичність, а та-
кож мінливість та подібність геометрії. Похибка моделювання не перевищує 3%. 

Підтверджено достовірність математичного опису параметрів самоорганізо-
ваної поверхневої структури рельєфних утворень сплаву Д16чТ. Зроблено спробу 
обґрунтувати нові діагностичні ознаки рельєфоутворення, зокрема математичне 
сподівання та дисперсію, які отримані методами статистичного оцінювання. Екс-
периментально встановили їх чутливість до зміни стану поверхні матеріалу мож-
ливість використання для технічного діагностування [22–24].  

Запропоновані математичні моделі деформаційної поведінки сплаву Д16чТ 
дають можливість прогнозувати пошкодженість алюмінієвих сплавів, підданих 
значним пластичним деформаціям, за експериментальним аналізом рельєфу ло-
кальної ділянки. Вони підвищують інформативність висунутих теоретичних по-
стулатів та дають можливість відтворювати деформаційний рельєф на різних ста-
діях макродеформації. 

ВИСНОВКИ 
Подано стохастичну математичну модель циклічного випадкового процесу 

для обробки та моделювання деформаційного рельєфу. Змодельовано вплив пла-
стичної деформації на самоорганізацію поверхні статично деформованого зразка 
з алюмінієвого сплаву Д16чТ. Одержані статистичні оцінки є основою нових ме-
тодів прогнозування стану поверхні. Розвинуто метод моделювання деформацій-
ного рельєфу алюмінієвого сплаву Д16чТ, який враховує просторову структуру 
поверхні і дає можливість оцінювати стан сенсорів цілісності конструкцій. 

РЕЗЮМЕ. Предложен математический подход к анализу упорядоченного рельефа 
поверхности алюминиевого сплава Д16чТ после статического деформирования, который 
позволяет получить информативные признаки количественной оценки параметров неров-
ностей поверхности в условиях самоорганизации с учетом стохастической и циклической 
природы процесса. 

SUMMARY. The approach to mathematical analysis of the relief of the ordered aluminum 
alloy surface of Д16чТ alloy after static deformation, which allows us obtaining the informative 
features of quantitative estimation of the parameters of self-organizing surface irregularities with 
account of stochastic and cyclic nature of the process. 
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