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ВИЗНАЧЕННЯ РОЗМІРУ ПЛАСТИЧНОЇ ЗОНИ В ОРТОТРОПНІЙ 
ОБОЛОНЦІ ДВОЯКОЇ КРИВИНИ З ПОВЕРХНЕВОЮ ТРІЩИНОЮ  

З УРАХУВАННЯМ ЗМІЦНЕННЯ МАТЕРІАЛУ 

К. М. ДОВБНЯ, Н. Д. ЄРЬОМІНА 

Донецький національний університет 

З використанням δс-моделі розглянуто задачу про поверхневу тріщину в ортотроп-
ній оболонці, виготовленій із матеріалу зі зміцненням. Подано аналітичне та число-
ве розв’язання задачі, а також проаналізовано вплив зміцнення, кривини оболонки, 
навантаження та довжини тріщини на розмір пластичних зон. 
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Сьогодні постійно зростають вимоги до конструкційних матеріалів, найваж-
ливішою з яких є міцність, тобто здатність протистояти руйнуванню. Тріщини 
суттєво зменшують несучу здатність оболонкових конструкцій, тому багато до-
слідників вивчають напруження в їх околі у межах теорії крихкого руйнування. 
Однак у більшості матеріалів на продовженні тріщини вузькою смугою поширю-
ються зони пластичних деформацій. Використовуючи аналог δс-моделі, розгляда-
ли ізотропні оболонки [1–3]. Тут зону пластичної деформації моделюють лініями 
розриву переміщень та кутів повороту. Пізніше з її допомогою розглядали орто-
тропні оболонки довільної кривини з тріщинами різноманітної конфігурації [4–6] 
(наскрізні, поверхневі, внутрішні). Але досліджували ідеально пружно-пластичний 
матеріал. Однак на практиці матеріали можуть деформуватися за межу пластич-
ності, тобто зміцнюватися. Запропонували [7–9] узагальнену δс-модель Леонова–
Панасюка–Дагдейла, яка враховує таке зміцнення [10, 11]. Вивчали також [10] 
ізотропні оболонки. Розглянемо поверхневу тріщину в ортотропній оболонці, 
змодельовану за допомогою аналога δс-моделі, узагальненого для таких матеріалів. 

Формулювання задачі. Дослідимо поверхневу тріщину, розташовану в по-
логій пружно-пластичній ортотропній оболонці сталої товщини h (рис. 1). Тріщи-
на орієнтована вздовж однієї з ліній головних кривин серединної поверхні обо-

лонки, виготовленої з матеріалу, що 
лінійно зміцнюється під час деформа-
ції. Вважаємо, що глибина тріщини d, 
d1 = h – d, де d1 – товщина оболонки 
під тріщиною, береги її не контакту-
ють та навантажені симетричними 
відносно лінії тріщини моментами та 
зусиллями. Припустимо, що розміри 
тріщини великі проти товщини обо-
лонки та малі порівняно з іншими її 
лінійними розмірами. Тому розглядає-

мо задачу, використовуючи двовимірну теорію оболонок та моделюючи тріщину 
математичним розрізом серединної поверхні оболонки. Вивчимо поведінку плас- 
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Рис. 1. Оболонка з поверхневою тріщиною.

Fig. 1. A shell with a surface crack. 
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тичних зон на кінцях тріщини в різних ортотропних матеріалах за різних умов 
(залежно від довжини тріщини, навантаження та кривини оболонки). 

Під дією зовнішнього розтягального навантаження на подовженні тріщини 
виникають зони пластичних деформацій, які згідно з узагальненим аналогом  
δс-моделі замінюємо математичними розрізами невідомої довжини lp. Для плас-
тичної зони невідомі нормальне зусилля T та згинальний момент M вважаємо 
розподіленими за лінійним законом: 

( ) ( ) ( ) ( ),T lx Pb x M lx Hb x= = , 
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Отже, використовуючи δс-модель, реальну тріщину завдовжки 2l0 замінюємо 
на фіктивну невідомої довжини 2l, де l = l0 + lp, на берегах якої виконуються 
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де *
2T , *

2M  – характеристики зовнішнього навантаження; Tl, Ml – невідомі мем-
бранні зусилля та згинальний момент:  
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пластичної зони.  

Аналітичний розв’язок. Зведемо задачу до системи сингулярних інтеграль-
них рівнянь (СІР) типу Коші 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

11 1 13 3 2
1 1

1 1
2

31 1 33 3 2 2
1 1

,

,

K x t t dt K x t t dt T x

K x t t dt K x t t dt c R M x

− −

− −


− ψ + − ψ = −π



 − ψ + − ψ = −π


∫ ∫

∫ ∫

 (2) 

ядра якої мають вигляд [4, 8] 
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де E1, E2 – модулі Юнга; ν1, ν2 – коефіцієнти Пуассона; G12 – модуль зсуву для 
поверхонь, паралельних до серединної поверхні оболонки; R1, R2 – радіуси голов-
них кривин серединної поверхні оболонки; λ – параметр, який характеризує її 
кривину; β – параметр, що відповідає за орієнтацію тріщини (поздовжня або по-
перечна); Gn,v(z) – спеціальна функція [9]. 

Розв’язання системи СІР (2) ускладнене через  розривність правих її частин 
та вигляд ядер, тому невідомі функції ( )1 tψ  та ( )3 tψ  запишемо як суму двох 

функцій: 

 ( ) ( ) ( ) , 1,3,i i it g t h t iψ = + =   (3) 
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 ( ) ( ) ( )1 ,l
n sh t Ph t T h t= −    ( ) ( ) ( )2 2

3 2 2 ,l
n sh t с R Hh t с R M h t= −   

де ( )
( ) ( )
( )( )

* * 2 2
*

* * * 2 2

1 1 ( ) 11
ln ,

1 1 ( ) 1
s

t tt
h t

t t t

+ τ + − τ −τ −= ⋅
π τ + − τ + − τ −

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )

2
* * 2 2

* * *

* * * *

1 (1 ( ) ) 1
1 2 1

ln .
2 1 2 1

n s

t t
m t m

h t h t
t t

 − τ + − τ − + − τ −  = +
π− τ − τ τ − τ +

 

Сталі , 1,3ia i = , знайдемо з умови існування розв’язку рівнянь (4): 
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Отже, функції (3) можемо переписати так: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 3, .l l
n s n st g t t h t t h t t g t mh t m h tψ = + − ψ = + −  

Враховуючи новий вигляд функцій ( )i tψ  та констант , 1,3ia i = , після відпо-

відних перетворень систему запишемо у вигляді 
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Застосовуючи метод механічних квадратур для функцій, обмежених на кін-
цях проміжку інтегрування, отримали СІР з неперервними правими частинами 
для невідомих m, t, g1(t), g3(t), а отже, звели задачу до системи лінійних алгебрич-
них рівнянь, яку розв’язали методом Гауса. Відносний розмір пластичної зони 

*
0l lτ =  отримали методом послідовних наближень.  

Числові результати. Параметри ортотропних матеріалів псевдосферичної, 
циліндричної та сферичної оболонок з поверхневою тріщиною з урахуванням 
зміцнення матеріалу такі: склопластик (І) – Е1 = 2,1⋅104 Ра, Е2 = 1,6⋅104 Ра, G12 = 
= 0,41⋅104 Ра, ν = 0,07; композиційний матеріал на епоксидній основі, армований 
однонаправленими волокнами з S-скла (ІІ) – Е1 = 6,25⋅104 Ра, Е2 = 2,12⋅104 Ра,  
G12 = 0,9⋅104 Ра, ν = 0,25. Значення параметра зміцнення m* = 1 відповідає ідеаль-
но пружно-пластичному матеріалу.  

Побудовано та порівняно (рис. 2 і 3) залежності розміру пластичної зони від 
відносної довжини тріщини для різних оболонок з поверхневою тріщиною глиби-

ною d1 /h = 0,2 за навантаження σ0 /στ = 0,3, де *
0 2 /T hσ = . 

Подана (рис. 4) залежність параметра τ* від глибини тріщини d1 /h за наван-
таження σ0 /στ = 0,5 та довжини тріщини l0 /R2 = 0,15 для ідеально пружно-плас-
тичної (m* = 1) та зміцнених оболонок (m* = 1,5; 2). 
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Рис. 2. Залежність розміру пластичної 
зони τ* від відносної довжини тріщини 

l0 /R2 для сферичної (а), циліндричної (b) 
оболонок, а також оболонок  
від’ємної кривини (с). 

Fig. 2. Dependence of the size of the plastic  
zone τ* on relative crack length l0 /R2  

for spherical (a), cylindrical (b) shells,  
and also for shells of negative curvature (c).  

 
Рис. 3. Залежність розміру пластичної зони τ*  від відносної довжини тріщини l0 /R2  
(а: суцільні лінії – m* = 1, штрихові – 1,5; b: суцільні лінії – m* = 1, штрихові – 2). 

Fig. 3. Dependence of the size of the plastic zone τ* on relative crack length l0 /R2  
(а: solid line – m* = 1, dashed – 1.5; b: solid line – m* = 1, dashed – 2).  

 

Рис. 4. Залежність розміру пластичної 
зони τ* від глибини тріщини d1 /h: 
суцільні лінії – псевдосферичні 
оболонки; штрихові – циліндричні  

та пунктирні – сферичні. 

Fig. 4. Dependence of the size  
of the plastic zone τ* on crack depth d1 /h:  

solid line – pseudospherical shells;  
dashed – cylindrical  

and dotted – spherical. 
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ВИСНОВКИ 
Встановлено, що зі збільшенням зміцнення матеріалу розмір пластичних зон 

на кінцях тріщини зменшується порівняно з ідеально-пружним матеріалом  
(m* = 1). Таку закономірність виявлено і зі збільшенням довжини тріщини для 
матеріалів, що перебувають в однакових умовах (навантаження, довжина та гли-
бина тріщини), й для будь-якої з розглянутих оболонок. З ростом глибини тріщи-
ни параметр τ* зменшується, тобто розмір пластичних зон зростає. Найменша 
пластична зона в оболонці від’ємної кривини (для всіх значень параметра m*), 
найбільша – у сферичній. Описано методику дослідження напруженого стану 
тонких пружно-пластичних ортотропних оболонок двоякої кривини з однією по-
здовжньою поверхневою тріщиною, матеріал пластичних зон яких зміцнюється 
під час деформування. 

РЕЗЮМЕ. Рассмотрена задача о поверхностной трещине в ортотропной оболочке, 
изготовленной из материала с упрочнением, в рамках δс-модели. Описаны методы анали-
тического и числового ее решения, а также проанализировано влияние упрочнения, кри-
визны оболочки, нагрузки и длины трещины на размер пластических зон.  

SUMMARY. The problem of surface cracks in an orthotropic shell made of hardened mate-
rial is considered within the δc-model. The methods of solving the problem are described. The 
analytical and numerical solution of the problem, also the analysis of the effect of shell curva-
ture hardening, load and crack length on the plastic zones size are presented. 
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