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Запропоновано числово-аналітичний підхід для визначення термопружного стану 
півбезмежного термочутливого трикомпонентного стрижня, який взаємодіє з сере-
довищем через конвективно-променевий теплообмін. Підхід передбачає викорис-
тання перетворення Кірхгофа, узагальнених функцій, функцій Гріна лінійної неста-
ціонарної задачі теплопровідності для трикомпонентного простору та лінійних сплай-
нів. Досліджено вплив термочутливості і параметрів теплообміну на розподіли тем-
ператури, напружень та переміщень. 

Ключові слова: теплопровідність, термочутливість, термопружність, шаруваті 
тіла, конвективно-променевий теплообмін. 

Шаруваті елементи конструкцій широко застосовують у різноманітних галу-
зях промисловості. В умовах високотемпературної дії для точнішого дослідження 
їх термопружного стану необхідно використовувати моделі, які враховують за-
лежність фізико-механічних характеристик від температури та конвективно-про-
меневий теплообмін. Числові та числово-аналітичні підходи до розв’язання задач 
теплопровідності та термопружності для одно- та багатошарових термочутливих 
тіл за різних способів нагрівання, в тому числі конвективно-променевого, висвіт-
лені раніше [1–6]. 

Нижче запропоновано підхід для розв’язання 
квазістатичних задач термопружності для півбез-
межних трикомпонентних термочутливих тіл, які 
нагріваються внаслідок конвективно-променевого 
теплообміну. При цьому передбачається викорис-
тання перетворення Кірхгофа, узагальнених функ-
цій, функцій Гріна лінійної нестаціонарної задачі 
теплопровідності для трикомпонентного простору, 
які подаються у вигляді функціональних рядів, та 
лінійних сплайнів. 

Формулювання задачі. Розглянемо віднесе-
ний до циліндричної системи координат r, ϕ, z пів-
безмежний трикомпонентний стрижень (рис. 1). 
На поверхнях поділу z = z1 = 0 та z = z2 = h викону-
ються умови ідеального термомеханічного контак-
ту, а поверхня r = R теплоізольована та гладко 
закріплена (відсутні радіальні переміщення і до-
тичні напруження). Через обмежувальну поверх-
ню z = z3, на якій відсутні нормальні та дотичні на-
пруження, відбувається конвективно-променевий теплообмін з середовищем тем- 
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Рис. 1. Півбезмежний 

трикомпонентний стрижень. 

Fig. 1. A half-infinite  
three-part rod. 
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ператури tc. Початкові температури компонент є нульові. Визначимо в такому 
тілі нестаціонарне температурне поле та зумовлені ним напруження і переміщен-
ня з врахуванням залежності фізико-механічних характеристик від температури. 

Розв’язання задачі теплопровідності. Для визначення температурного по-
ля маємо рівняння теплопровідності, умови контакту, крайові та початкові умови: 
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де ( , )it z τ  – температура в і-му шарі, 4( ) ( 273)T η = η + ; ε – ступінь чорноти; σ – 

стала Стефана–Больцмана; α – коефіцієнт теплообміну; індексу і = 1 відповіда-
ють величини, які належать першій компоненті 0z−∞ < < , і = 2 – другій (про-
міжковому шару) 20 z z< < , і = 3 – третій 2 3z z z< < . 

З використанням перетворення Кірхгофа ( )
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0 (1 )i i it= λ + β , коефіцієнти об’ємної теплоємності мають вигляд ( )
0( ) ( )i

i i i iVc t c c t=  

( 1,2,3i = ), а коефіцієнти температуропровідності аі в межах кожної компоненти 

є сталими 
( )

0
( )

0

( )

( )

i
t i i

ii
iiV

t
a

cc t

λ λ
≈ = , що характерно для низки матеріалів [7] , задачу теп-

лопровідності (1)–(3) зведено до одного рівняння з узагальненими за z похідними 
та крайових і початкових умов [5]: 
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За допомогою функцій Гріна ( , , )G z ζ τ  лінійної нестаціонарної задачі тепло-
провідності для трикомпонентного простору [8] розв’язок задачі (4), (5) подамо у 
вигляді 
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Для визначення 1( , )j jz+θ τ  ( 1,2)j =  та 3 3( , )zθ τ , які входять у відповідні 

підінтегральні функції співвідношення (7), апроксимуємо [5] кожну з функцій 

( )iF τ , 3( )∗θ τ  та 3( )θ τ  лінійним сплайном такого вигляду: 
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Підставивши у рівняння (7) вирази для функцій Гріна та знайшовши відпо-
відні інтеграли з урахуванням (8), отримаємо співвідношення для змінних Кірх-
гофа: 
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i
yρϑ  набуває значення відповідно ϕ  або χ ; ( , )ϕ ζ ξ  і решта позна-

чень збігаються з наведеними у праці [6]. 
Поклавши у співвідношеннях (9) в ( ,Fo)i zθ  ( 2,3)i =  відповідно 0jz z= +  

( 1,2)j = , 3z z=  і Fo = Fok  ( 1,k Kτ= ), отримаємо рекурентну систему трьох не-

лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 2 1( ,Fo )kzθ , 3 2( ,Fo )kzθ  та 3 3( ,Fo )kzθ . 
Розв’язавши її, знайдемо вирази для змінних Кірхгофа, а температурне поле 

( ,Fo)it z  визначимо зі співвідношення 1( ,Fo) ( 1 2 ( ,Fo) 1)i i i it z z−= β + β θ − . 
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Розв’язок задачі термопружності. У тілі ненульовими будуть радіальні та 
кільцеві напруження [5, 9]: 

 0
( ,Fo)

( ,Fo) ( ,Fo)
1 ( ,Fo)rr

E z
z z

zϕϕσ = σ = σ = − Φ
− υ

. (10) 

При цьому радіальні переміщення відсутні, а осьові визначають зі співвід-
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Тут функції ( ,Fo)E z , ( ,Fo)zυ , ( ,Fo)zΦ , які мають вигляд (6), в межах і-ої ком-

поненти збігаються відповідно з модулями пружності ( )i iE t , коефіцієнтами Пу-

ассона ( )i itυ , тепловими деформаціями 
( ,Fo)

0

( ) ( )
it z

i i tit dΦ = α η η∫ , де ( )ti itα  – тем-

пературні коефіцієнти лінійного розширення. 

Числові дослідження. Апробовано методику за різних параметрів теплооб-
міну для випадку, коли фізико-механічні характеристики першої та третьої ком-

поненти відповідали ніобію ( 6 1( ) (6,186 0,00236 ) 10 Cti i it t − −α = + ⋅ ° ; ( )i
tλ =  

353,17(1 0,226 10 )it
−= + ⋅  W/(m2⋅°C); 6 223,9 10 m /sia −= ⋅ ; ( ) (100i iE t = −  

5 8 2 9 2918 10 411 10 ) 10 N/mi it t− −− ⋅ − ⋅ ⋅ , 0,33iυ = ), а проміжкового шару – платині 

( 4 9 2
2 2 2( ) (168 338 10 ) 10 N/mE t t−= − ⋅ ⋅ ; 6 1

2 2 2( ) (8,865 0,00278 ) 10 Ct t t − −α = + ⋅ ° ; 
6 2

2 24,4 10 m /sa −= ⋅ ; (2) 3
271,301(1 0,207 10 )t t−λ = + ⋅  W/(m⋅°C), 2 0,35υ = ) при 

35 10 mh −= ⋅ , 3 10z h= . 
Щоб вибрати крок сітки сплайна у співвідношеннях (9), порівняли розподіли 

температури у фіксованих точках для різних проміжків часу залежно від Kτ . 

Встановлено, що для часів ∗τ ≤ τ , де 312 10 s∗τ = ⋅  – час, близький до виходу на 

стаціонарний режим, достатньо обмежитись 10Kτ = , оскільки збільшення Kτ  
(зменшення кроку сітки) практично не впливає на точність обчислень. 

Результати досліджень у вигляді графіків подані на рис. 2–3 (суцільні лінії 
відповідають залежним від температури, пунктирні та штрихові – сталим фізико-
механічним характеристикам, взятим при 700 та 0°С відповідно). 

За конвективно-променевого теплообміну (рис. 2) вплив тепловіддачі є мен-
ший, ніж лише за конвективного, що помітніше за вищої температури середови-
ща. Так, збільшення коефіцієнта тепловіддачі за конвективно-променевого теп-
лообміну зумовлює підвищення температури при tс = 1100°C і tс = 1800°C відпо-
відно до 12 і 8%, а за конвективного (відсутнє випромінювання) – до 17 і 20%. 
Неврахування променевого теплообміну призводить до заниження температури 
при tс = 1800°C до 25%, а при tс = 1100°C – до 15%. Різниця між температурами, 
обчисленими з та без врахування конвективного теплообміну зменшується зі 
збільшенням температури середовища, зокрема, при tс = 1100°C вона може 
досягати 55%, а при tс = 1800°C – 20%. 

У межах окремих областей різниця між температурами (рис. 2b, c), обчисле-
ними за температурозалежних та сталих характеристик, взятих при 0°C для од-
них часів є менша, ніж взятих при 700°C, а для інших – більша. Температури, об-
числені з та без врахування термочутливості можуть відрізнятись на 10%. 
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Рис. 2. Залежності температури від часу 
на обмежувальній поверхні z = z3 (a) та 
координати при τ = 103 s (b) і τ = 104 s (c) 

за різних параметрів теплообміну  
(1 – α = 400 W/(m2⋅°C), ε = 0,3;  

2 – α = 400, ε = 0; 3 – α = 200, ε = 0,3;  
4 – α = 0, ε = 0,3;  

5 – α = 200, ε = 0):  
a – при tс = 1800°C (І)  
та tс = 1100°C (ІІ);  

b, c – при tс = 1800°C. 

Fig. 2. Dependences  of temperature on time for the limited surface z = z3 (a)  
and coordinates τ =103 s (b) and τ = 104 s (c) for different parameters of heat exchange  

(1 – α = 400 W/(m2⋅°C), ε = 0.3; 2 – α = 400, ε = 0; 3 – α = 200, ε = 0.3;  
4 – α = 0, ε = 0.3; 5 – α = 200, ε = 0): a – at tс = 1800°C (І) and tс = 1100°C (ІІ);  

b, c – at tс = 1800°C. 

Характер поведінки напружень на поверхнях z = h та z = z3 є таким, як і на 
поверхні z = 0 (рис. 3а). Напруження на поверхнях поділу – розривні, по товщині 
проміжкового шару майже не змінюються, а на контактуючих з ним поверхнях 
першого та третього шару є практично однакові. Неврахування випромінювання 
чи тепловіддачі зумовлює заниження абсолютних значень напружень відповідно 
до 15 і 40%, їх стрибків на поверхнях поділу до 13 і 50% та переміщень до  
11 і 38%.  

Різниця між напруженнями з та без урахування термочутливості (рис. 3b, c) 
може досягати 17%. У фіксовані моменти часу ця різниця для характеристик, 
взятих при 0°C, у першій та третій компоненті може бути менша, ніж для харак-
теристик, взятих при 700°C, а у проміжковому шарі – більша. Крім того, анало-
гічно як і для температури, в межах окремих областей ця різниця в певні момен-
ти часу для характеристик, взятих при 0°C може бути менша, ніж для характерис-
тик, взятих при 700°C, але більша за інших часів. Різниця між переміщеннями з 
та без урахування термочутливості (рис. 3d) для характеристик, взятих при 
700°C, є більшою, ніж для взятих при 0°C і може досягати 15%. 
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Рис. 3. Залежності напружень від часу на поверхнях z = z1 – 0 (І) і z = z1 + 0 (ІІ) (a),  
від координати в третій компоненті (b) і проміжковому шарі (c) та переміщень (d)  
від координати при τ = 104 s та tс = 1100°C за різних параметрів теплообміну  

(1 – α = 400 W/(m2⋅°C), ε = 0,3; 2 – α = 400, ε = 0; 3 – α = 200, ε = 0,3;  
4 – α = 0, ε = 0,3; 5 – α = 200, ε = 0). 

Fig. 3. Dependences of stresses on time at the surfaces z = z1 – 0 (І) and z = z1 +0 (ІІ) (a),  
on coordinate in the third component (b) and in the intermediate layer (c) and also displacement 

(d) on coordinate at τ = 104 s and tс = 1100°C for different parameters of heat exchange  
(1 – α = 400 W/(m2⋅°C), ε = 0.3; 2 – α = 400, ε = 0; 3 – α = 200, ε = 0.3;  

4 – α = 0, ε = 0.3; 5 – α = 200, ε = 0). 

ВИСНОВКИ 
Запропоновано і апробовано числово-аналітичний підхід до розв’язання ква-

зістатичних задач термопружності для півбезмежного трикомпонентного термо-
чутливого стрижня з урахуванням конвективно-променевого теплообміну. Відпо-
відну задачу теплопровідності з використанням перетворення Кірхгофа, узагаль-
нених функцій, функцій Гріна у вигляді функціональних рядів та лінійних сплай-
нів зведено до розв’язання рекурентної системи трьох нелінійних алгебраїчних 
рівнянь відносно значень змінної Кірхгофа на поверхнях поділу та обмежуваль-
ній поверхні у вузлах сітки сплайна. Отримано вирази для радіальних та кільце-
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вих напружень і осьових переміщень. Проаналізовано вплив термочутливості і 
параметрів променевого та конвективного теплообміну на розподіли температу-
ри, напружень та переміщень.  

РЕЗЮМЕ. Предложено численно-аналитический подход для определения термо-
упругого состояния полубесконечного термочувствительного трехсоставного стержня, 
который взаимодействует со средой путем конвективно-лучевого теплообмена. Подход 
предполагает использование преобразования Кирхгофа, обобщенных функций, функций 
Грина линейной нестационарной задачи теплопроводности для трехсоставного простран-
ства и линейных сплайнов. Исследовано влияние термочувствительности и параметров 
теплообмена на распределения температуры, напряжений и перемещений. 

SUMMARY. A numerical-analytical approach to determination of the state of a thermoelas-
tic half infinite three-component thermosensitive rod, which interacts with the medium by con-
vective-radiant heat exchange, is proposed. The approach involves the use of Kirchhoff transfor-
mation, generalized functions, Green functions of linear non-stationary heat conduction problem 
for a three-component space and linear splines. The influence of thermosensitivity and 
parameters of heat exchange on the distributions of temperature, stress and displacement is 
studied. 
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