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МЕТОД ВИЗНАЧЕННЯ МОДУЛІВ ЗСУВУ  
ДЛЯ МОНОКРИСТАЛІВ n-Ge ТА n-Si 
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Отримано вирази для розрахунку модулів зсуву одновісно деформованих монокри-
сталів n-Ge та n-Si. В основі запропонованого методу – механізм перерозподілу 
електронів між мінімумами зони провідності германію та кремнію під час одновіс-
ної деформації стиску вздовж кристалографічних напрямків [111] та [100]. З ураху-
ванням одержаних виразів та експериментальних результатів вимірювань поздовж-
нього п’єзоопору для цих монокристалів визначено модулі зсуву.  

Ключові слова: монокристали, германій, кремній, модулі зсуву, поздовжній п’єзо-
опір, одновісні деформації. 

Розвиток сучасного напівпровідникового матеріалознавства тісно пов’яза-
ний з досягненнями фізики напівпровідників. Германій та кремній залишаються 
одними з основних матеріалів для електронної техніки [1, 2]. Для прогнозування 
надійної роботи та функціонування електронних приладів і сенсорів, виготовле-
них на основі цих елементів, необхідні комплексні дослідження впливу швидко-
змінних температурних режимів, механічних напружень, вібрації, радіаційних 
випромінювань, магнетних полів та ударних навантажень на їх фізичні властиво-
сті. Тут привертають увагу сенсори механічних величин, які можуть функціону-
вати в екстремальних умовах дії низьких або високих температур, сильних маг-
нетних та радіаційних полів [3, 4]. Тому важливо вивчити вплив внутрішніх на-
пружень, які виникають у напівпровідникових наноматеріалах, на їх електричні 
та оптичні властивості, а також створити на їх основі різні елементи сучасної 
електронної техніки. Зокрема, напружені Ge та Si використовують у CMOS тех-
нологіях електронних приладів [5, 6], а також у наноструктурах (квантові точки 
Ge та Si, гетероструктури Si/Ge, квантові дроти) [7–10]. Відносна деформація в 
таких нанооб’єктах може складати кілька відсотків. Отже, для розрахунку та 
моделювання робочих та експлуатаційних характеристик таких електронних 
приладів та сенсорів необхідно, в першу чергу, мати надійні дані про механічні 
властивості германію та кремнію. 

Виявлено [11], що модулі пружності для монокристалів Ge та Si несуттєво 
залежать від температури та деформації. За швидкістю поширення ультразвуку в 
легованих монокристалах n-Ge та n-Si, яку вимірювали методом хвильового 
резонансу, доведено [12] їх незалежність від концентрації легувальної домішки. 
Теоретично розраховано [13] модулі пружності за методом функціоналу густини 
станів для електронів. 

Формулювання задачі. Визначимо модулі пружності монокристалів n-Ge 
та n-Si за результатами вимірювання лише поздовжнього п’єзоопору. В основі 
методу – механізм перерозподілу електронів між мінімумами зон провідності цих 
монокристалів з різною рухливістю електронів [14]. Відомо, що між тензорами 
напруги σkl та деформації εij існує безпосередній зв’язок через тензор коефіцієн- 
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тів пружної жорсткості Cklij або тензор коефіцієнтів пружної податливості кри-
стала Sijkl, який для анізотропного тіла описує закон Гука [15, 16]: 

 kl klij ijCσ = ε  aбо ij ijkl klSε = σ , (1) 

де – індекси i, j та k, l, за якими сумували, “німі”. 
Коефіцієнти пружної жорсткості Ckl та пружної податливості Sij для криста-

лів кубічної сингонії (кристалів типу алмаза) запишемо у вигляді матриць [15]. 
Вважаємо, що для таких кристалів коефіцієнти п’єзоопору шестивимірної матри-
ці ( у системі координат, зв’язаній з кристалографічними осями [100], [010] і 
[001]) мають лише три незалежні компоненти. Зв’язок пружних сталих C11, C12, 
C44 із константами жорсткості S11, S12, S44 опишемо системою співвідношень 
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Між коефіцієнтами Sij та Cij існує зв’язок через модуль Юнга E, модуль 
зсуву G та коефіцієнт Пуассона ν: 
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За одновісної пружної деформації в монокристалах багатодолинних напів-
провідників (типу n-Ge, n-Si) відбувається перерозподіл електронів між долина-
ми, які піднімаються вгору та опускаються вниз за шкалою. Внаслідок цього між 
цими мінімумами утворюється енергетичний проміжок, розмір якого пропорцій-
ний до напруження σ [17]: 

 44
4
9 uE S∆ = Ξ σ  для n-Ge, якщо //[111]σ ;  

 ( )11 12uE S S∆ = Ξ − σ  для n-Si, якщо //[100]σ . (5) 

Таким чином, відносну насиченість електронами цих мінімумів в умовах 
термодинамічної рівноваги для монокристалів n-Ge і n-Si за одновісної деформа-
ції σ//[111] та σ//[100] відповідно запишемо так: 
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Тут n2 та n1 – концентрація електронів у мінімумах, які піднімаються вгору та 
опускаються вниз; Ξu – константа деформаційного потенціалу. 

Питома електропровідність для монокристалів n-Ge та n-Si за довільних на-
пружень σ//[111] і σ//[100] відповідно буде [18]: 

 1 1 2 23en enσγ = µ + µ  та 1 1 2 22 4en enσγ = µ + µ , (7) 

де µ1 і µ2 – рухливість електронів у різних долинах. Рухливість електронів у до-
вільному напрямі для ізоенергетичної поверхні, яка є еліпсоїдом обертання, ви-
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значає співвідношення [18] 

 2 2
IIsin cos⊥µ = µ θ + µ θ , (8) 

де ⊥µ  і IIµ  – їх рухливість поперек і вздовж головної осі еліпсоїда, а θ – кут між 
розглядуваним напрямом і головною віссю еліпсоїда. 

Враховуючи умову сталості загальної концентрації електронів у зоні провід-
ності монокристалів n-Ge та n-Si, одержимо: 

 1 2 03 4 constn n n+ = =  для n-Ge та 1 2 02 3 constn n n+ = =  для n-Si .  (9) 

Беручи до уваги вирази (6) та (9), концентрацію електронів у мінімумах ви-
значимо так:  
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Одна з компонент рухливості в еліпсоїді, головна вісь якого збігається з на-
прямом струму та напруженням σ, має мінімальне значення 1 IIµ = µ , а другу ви-
значимо, згідно з виразом (8): 
 2 II(8 ) /9⊥µ = µ + µ  для n-Ge та 2 ⊥µ = µ  для n-Si. (11) 

Тепер, враховуючи співвідношення (7) та (11), питому електропровідність за 
довільних значень σ//[111] для n-Ge та σ//[100] для n-Si подамо так: 

 1 II 2 II(8 ) / 3n e n eσ ⊥γ = µ + µ + µ ,   1 II 22 4n e n eσ ⊥γ = µ + µ . (12) 

Підставивши у (10) вирази (12), отримаємо: 
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де II/K ⊥= µ µ  – параметр анізотропії рухливості, а 0 II4n e∞γ = µ  та 0 II6n e∞γ = µ  
– питома електропровідність кожного кристала за повного переселення під час 
деформації електронів у нижні мінімуми зони провідності монокристалів Ge та 
Si. Тоді вирази (13) для питомого опору набудуть вигляду 
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Параметр анізотропії K легко визначити з виразів (14), якщо a = n2 /n1 = 1, вимі-
рюючи початкове значення питомого опору ρ0 (при σ = 0) і ρ∞ (за механічних 
напружень, які забезпечують повне переселення електронів у нижні мінімуми): 
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Розв’язуючи (14) відносно a, отримаємо: 
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Прирівнявши праві частини (6) і (16), після логарифмування одержимо 
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або ж, враховуючи константи деформаційного потенціалу Ξu = 16,2 еV для n-Ge 
та Ξu = 9,2 еV для n-Si [18], а також переходячи до десяткових логарифмів, запи-
шемо остаточно робочу формулу для визначення модулів податливості S44 і S11 –
 S12 в монокристалах n-Ge і n-Si: 
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Необхідно зауважити, що в монокристалах n-Si, на відміну від n-Ge, через 
міждолинне розсіювання і зміну його внеску в деформацію при температурах, 
вищих 100 K [18], визначити модуль зсуву, вимірюючи лише один поздовжній 
п’єзоопір, складно. 

Результати та їх обговорення. Побудували (рис. 1) експериментальні за-
лежності поздовжнього п’єзоопору ρσ /ρ0 = f (σ) за одновісної деформації вздовж 
кристалографічного напряму [111] для монокристалів n-Ge з концентрацією легу-
вальної домішки Sb Nd = 9·1013 сm–3 за різних фіксованих температур.  

 

Рис. 1. Залежності ρσ /ρ0 = f (σ) (а) і lg(a⋅104) = f (σ) (b) для монокристалів n-Ge  
за різних температур: 1 – Т = 78 K; 2 – 118; 3 – 158; 4 – 198. 

Fig. 1. Dependences of ρσ /ρ0 = f (σ) (а) and lg(a⋅104) = f (σ) (b) for single crystals n-Ge  
on different temperatures: 1 – Т = 78 K; 2 – 118; 3 – 158; 4 – 198. 

Для всіх залежностей ρσ /ρ0 = f (σ) характерне зростання питомого опору зі 
збільшенням напруження з подальшим виходом на насичення за значень σ, які 
відповідають повному больцманівському переселенню електронів з долин, що 
піднялися, в долину, що опустилася, за шкалою енергій за одновісного стиску. 
Виявили, що з ростом температури підвищуються і механічні напруження, за 
яких значення п’єзоопору ρ виходять на насичення. Це природно, оскільки згідно 
із виразом  (6) n2 /n1 = exp(Aσ/T), де A = const. Крім того, таке насичення відбува-
ється практично за одних і тих самих значень ρ∞ /ρ0 зі зростанням температури. 
Суть методу визначення модуля податливості S44 у монокристалах n-Ge за ре-
зультатами вимірювання поздовжнього п’єзоопору, якщо σ//[111], зводиться до 
того, що, обробляючи експериментальні залежності ρσ /ρ0 = f (σ) згідно з (14), 
одержуємо функцію lg(a⋅104) = f (σ), яка лінійно змінюється зі зростанням напру-
ження σ (рис. 1b). За нахилом цієї прямої, коли задана температура, згідно з вира-
зом (17), і визначимо модуль податливості S44 = (1,45; 1,44; 1,46; 1,49)⋅10–11 Pa–1. 
За середнього значення S44 = 1,46⋅10–11 Pa–1 відхилення становить 2%, що добре 
узгоджується з відомими результатами [12, 13]. Згідно з формулами (4), відповід-
не значення модуля зсуву становитиме 0,68⋅1011 Pa, а одержане раніше [16] ін-
шим методом – 0,67⋅1011 Pa. Відмітимо, що для монокристалів n-Ge з вказаною 
концентрацією легувальної домішки за вищих температур (Т > 200 K) зі збіль-
шенням деформації, крім перерозподілу електронів між долинами зони провідно-
сті, відчутніші переходи носіїв заряду з валентної зони в зону провідності (пору-
шується умова (6), що суттєво впливає на хід залежностей ρσ /ρ0 = f (σ) і можли-
вість коректного визначення модуля зсуву). 

Подано (рис. 2а) експериментальні залежності ρσ /ρ0 = f (σ) для одновісно 
деформованих уздовж кристалографічного напрямку [100] монокристалів n-Si з 
різною концентрацією легувальної домішки фосфору при 78 K. Тут залежність 
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ρσ /ρ0 нелінійно збільшується зі зростанням напруження σ з подальшим виходом 
всіх кривих на насичення. Це пояснюють зменшенням середньої швидкості елек-
тронів внаслідок перерозподілу під час деформації між чотирма менш рухливими 
долинами, що піднімаються вгору, та двома, що опускаються вниз за шкалою 
енергій. Такий перерозподіл завершується при цій температурі в зоні механічних 
напружень (0,5…0,6) GPа, про що і свідчить вихід залежностей ρσ /ρ0 = f (σ) на 
насичення. Зниження значень ρ∞ = ρ0 зі збільшенням концентрації легувальної 
домішки пов’язане з посиленням впливу домішкового розсіювання. 

Аналогічно одержали залежності lg(a⋅104) = f (σ) для монокристалів n-Si з різ-
ною концентрацією фосфору (рис. 2b). За нахилом прямих S11 – S12 = 0,976⋅10–11 Pa–1. 
Згідно з формулами (4) відповідне значення модуля зсуву G = 0,51⋅1011 Pa, а 
одержане у праці [16] іншим методом становить 0,49⋅1011 Pa. Подальше підви-
щення концентрації легувальної домішки або температури вимірів вище 100 K, 
коли деформація впливає на ймовірність міждолинного розсіяння, призводить до 
суттєвих відхилень функції lg(a⋅104) = f (σ) від лінійності. Це свідчить про те, що 
п’єзоопір у кристалах n-Si з концентрацією домішки Nd ≥ 1015 cm–3 зумовлений 
не лише больцманівським перерозподілом електронів між долинами. Виявляєть-
ся, що тут частина електронів локалізована в забороненій зоні і стає можливою 
іонізація таких локалізованих станів зі збільшенням одновісної пружної деформа-
ції [12]. Обмеження за температурою застосування цього методу для визначення 
модуля зсуву для монокристалів n-Si, на відміну від n-Ge, пояснюють зміною 
вкладу міждолинного розсіяння [18]. 

 

Рис. 2. Залежності ρσ /ρ0 = f (σ) (а) і lg(a⋅104) = f (σ) (b) для n-Si при 78 K  
для різних концентрацій легувальної домішки фосфору:  

� – Nd = 1,8·1013 cm–3; � – 5,9·1013; � – 1,3·1015. 

Fig. 2. Dependences of ρσ /ρ0 = f (σ) (а) and lg(a⋅104) = f (σ) (b) for n-Si at 78 K  
for different concentrations of alloying phosphorus impurity:  

� – Nd = 1.8·1013 cm–3; � – 5.9·1013; � – 1.3·1015. 

ВИСНОВКИ 
За результатами вимірювань поздовжнього п’єзоопору для монокристалів  

n-Ge та n-Si з низьким та середнім рівнем легування домішками в умовах повної 
їх іонізації можна достатньо точно визначити модулі їх зсуву. Але для монокри-
сталів n-Si при T >100 K можуть виникнути додаткові похибки, пов’язані зі змі-
ною вкладу в час релаксації електронів за одновісного тиску механізму міждо-
линного розсіяння. Тому компоненти тензора рухливості, а отже, і параметр ані-
зотропії рухливості залежатимуть від одновісного тиску, а залежності lg(a⋅104) = 
= f (σ) не будуть лінійними. Запропонований метод можна апробувати для таких 
технічно важливих багатодолинних напiвпровiдникiв, як GaAS, GaSb, CdSb тощо. 
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РЕЗЮМЕ. Получены выражения для определения модулей сдвига одноосно дефор-
мированных монокристаллов n-Ge и n-Si. В основе предложенного метода – механизм пе-
ререраспределения электронов между минимумами зоны проводимости германия и крем-
ния при одноосной деформации сжатия вдоль кристаллографических направлений [111] и 
[100]. С учетом полученных выражений и результатов измерений продольного пъезосо-
противления для этих монокристаллов определены модули сдвига.  

SUMMARY. The expressions for the calculation of the shear modulus for n-Ge and n-Si 
single crystals are obtained by solving the equations of the electrical conductivity for uniaxially 
deformed n-Ge and n-Si. The mechanism of electrons redistribution between the conduction 
band minima of germanium and silicon implemented under uniaxial compressive deformation 
along the crystallographic directions [111] and [100] respectively is the basis of the proposed 
method. The shear modulus for single crystals of n-Ge and n-Si are defined taking into account 
the obtained expressions and experimental results of longitudinal piezoresistance measurements. 
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