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З використанням термопружних потенціалів переміщень і функцій Буссінеска побу-
довано функції Ґріна задач термопружності для напівбезмежного простору із жорст-
ко закріпленою межею за нульової температури на ній або теплоізоляції. Визначені 
температура і напруження, зумовлені тепловиділенням у паралельній до межі круго-
вій області, і досліджено їх значення за певних розподілів теплових джерел в області 
тепловиділення на межі тіла і в її центрі на віддалі від межі. 

Ключові слова: півпростір із закріпленою межею, задача термопружності, функ-
ція Ґріна, тепловиділення в круговій області. 

Для розв’язування тривимірних задач стаціонарної теплопровідності та тер-
мопружності для тіл з тріщинами розроблено метод двовимірних граничних інте-
гральних рівнянь з використанням теорії ньютонівського потенціалу [1]. Цим 
методом розв’язані [2] задачі теплопровідності та термопружності для тіла з теп-
ловиділенням на круговій області. Методи розв’язування осесиметричних задач 
теплопровідності та термопружності для безмежного тіла за тепловиділення у 
круговій області відомі [3–5]. 

Для напівбезмежних тіл під час розв’язування задач термопружності вигідно 
використовувати функції Ґріна. Такі функції для півпростору, де на вільній від 
навантаження межі задана нульова температура або теплоізоляція, побудовані з 
використанням бігармонічних функцій Лява [6]. Пізніше вони використані [7–9] 
для визначення термопружного стану півпросторів із паралельною або перпенди-
кулярною до їх межі теплоактивною тріщиною, на якій задана температура або 
тепловий потік. 

Під час дослідження напруженого стану тіл з теплоактивними тріщинами 
проміжним етапом є визначення напружень на місцерозташуванні тріщин, а по-
дальшим – звільнення їх поверхонь від цих напружень. 

Нижче побудовані в явному вигляді функції Буссінеска і функції Ґріна задач 
термопружності для півпростору, межа якого жорстко закріплена за нульової 
температури на ній або теплоізоляції. Ці функції Ґріна використані під час дослі-
дження напруженого стану тіла за тепловиділення у паралельній до межі круго-
вій області. 

Формулювання задачі. Розглянемо півпростір з жорстко закріпленою ме-
жею, на якій задана нульова температура або теплоізоляція. Введемо циліндрич-
ну систему координат з початком на межі півпростору і віссю Oz, перпендику-
лярною до неї. На віддалі h від межі діє джерело тепла одиничної потужності. В 
цій системі координат для z = 0 крайові умови мають вигляд 

 ( ),0 0T r = ;    ( )
0

, / 0
z

T r z z
=

∂ ∂ = , ( ),0 0ru r = , ( ),0 0zu r = . (1) 
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Температурне поле запишемо у вигляді [6] 

 
( )

1 2

11 1
( , )

4 ( , ) ( , )

k

T r z
R r z R r z

 −
 = +
 πλ
 

,   ( )22
1,2( , )R r z r z h= + m , 

де λ – коефіцієнт теплопровідності, k = 1 відповідає нульовій температурі межі 
тіла, а k = 2 – її теплоізоляції. 

Компоненти вектора переміщень і тензора напружень шукаємо у вигляді 

 ( ) ( ) ( ), , ,u r z u r z u r z= + , ( ) ( ) ( ), , ,r z r z r zσ = σ + σ , (2) 

де перші доданки характеризують напружено-деформований стан безмежного 
тіла, зумовлений дзеркально розташованими відносно площини z = 0 двома дже-
релами або джерелом і стоком тепла, а другі – переміщення і напруження у пів-
просторі 0z ≥ , які забезпечують виконання умов (1).  

Напружено-деформований стан безмежного тіла. Зумовлені тепловими 
джерелами напруження і переміщення у безмежному тілі знаходять за допомо-

гою термопружного потенціалу переміщень ( ),r zΦ , який задовольняє рівняння 

Пуассона  

 ( ) ( ), ,r z mT r z∆Φ = ,   
1
1 tm

+ ν= α
− ν

,  

де tα  і ν – коефіцієнти лінійного теплового розширення і Пуассона відповідно. 
Частинним розв’язком цього рівняння є функція  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , 1 ,kr z A R r z R r z Φ = + −  
,   

8
m

A =
πλ

.  

Переміщення і напруження в циліндричній системі координат визначають за 
формулами [6] 

 ru
r

∂Φ=
∂

,   zu
z

∂Φ=
∂

;   
2 2

2 2

1
2 2rr G G mT

r r z r

   ∂ ∂ ∂ Φσ = − + Φ = − −      ∂ ∂ ∂   
, 

 
2 2

2 2
2 2G G mT

r rr z
ϕϕ

 ∂ ∂ ∂Φ σ = − + Φ = − −     ∂∂ ∂   
, 

 
2 2

2 2

1
2 2zz G G mT

r r r z

   ∂ ∂ ∂ Φσ = − + Φ = − −      ∂ ∂ ∂   
,   

2

2rz G
r z

∂ Φσ =
∂ ∂

, 

де G – модуль зсуву. 
Після відповідних обчислень маємо: 

 
( )

1 2

11
k

ru Ar
R R

 −
 = +
  

,   ( )
1 2

1
k

z
z h z h

u A
R R

 − += + − 
 

; (3) 

 
( ) ( ) ( )2 2

2 2
1 21 2

11
2 2 2

k

rr
z h z h

GA
R RR R

    − − +
    σ = − − + −

    
    

, 

 
( )

1 2

11
2

k

GA
R R

ϕϕ
 −
 σ = − +
 
 

,    ( )3 3
1 2

2 1
k

rz
z h z h

GAr
R R

 − +σ = − + − 
  

, 
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( ) ( ) ( )2 2

2 2
1 21 2

11
2 1 1

k

zz
z h z h

GA
R RR R

    − − +
    σ = − + + +

    
    

. (4) 

Із аналізу цих формул випливає, що ними за дзеркального розташування 
відносно площини z = 0 джерела і стоку тепла або двох джерел тепла описується 
також напружено-деформований стан півпростору з джерелом тепла, межа якого 
перебуває за нульової температури (k = 1) і закріплена гнучкою нерозтяжною 

плівкою ( 0ru = , 0zzσ = , 0rrσ = , )0ϕϕσ =  або теплоізольована (k = 2) і гладко 

закріплена ( 0zu = , )0rzσ = . 

Визначення переміщень і напружень через функцію Буссінеска. Перемі-

щення ( ),u r z  і напруження ( ),r zσ  визначимо за допомогою функції Буссінеска 

F, яку подамо у вигляді суми двох гармонічних функцій [10]  

 ( ) ( ) ( ), , ,F r z r z z r z= ϕ + ψ ,   r
F

u
r

∂=
∂

,   ( )4 1z
F

u
z

∂= − − ν ψ
∂

; (5) 

 
2

2
2 2rr

F
G

zr

 ∂ ∂ψσ = − ν  ∂∂ 
,   

1
2 2

F
G

r r z
ϕϕ

∂ ∂ψ σ = − ν ∂ ∂ 
, 

 ( )
2

2
2 2 2zz

F
G

zz

 ∂ ∂ψσ = − − ν ∂∂  
,   ( )

2

2 2 1rz
F

G
r z r

 ∂ ∂ψσ = − − ν ∂ ∂ ∂  
. (6) 

Півпростір з нульовою температурою на жорстко закріпленій межі. 
Функції ( ),r zϕ  і ( ),r zψ  беремо у вигляді 

 ( ) ( )2, ln ,r z B R r z z h ϕ = + +  ,   ( ) ( )2, / ,r z C R r zψ = . 

Використовуючи умову (1), подання (2), (3) для 1k =  і (5), із системи алге-
бричних рівнянь визначаємо 

 0B = ,   
2

3 4

Ah
C = −

− ν
. 

З формул (5) і (6) отримаємо:  

 
3
2

r
Dhrz

u
R

= ,   
( ) ( ) 2

2

3
2

3 4
z

Dh z z h R
u

R

 + + − ν
 = ;   

2
3 4

A
D=

− ν
, (7) 

 ( ) ( )2

3 2
2 2

32
2 1 2rr

z z hDGh
z h

R R

 +
 σ = − + ν − ν +
  

, 

 ( ) ( ) ( )2

3 2
2 2

32
1 2 2 1zz

z z hDGh
z h

R R

 +
 σ = − − ν + − ν +
  

,  

 ( )3
2

2
1 2 2

DGh
z h

R
ϕϕ  σ = − ν − ν  ,   

( )
3 2
2 2

32
1 2rz

z z hDGhr

R R

 +−σ = − ν + 
  

. (8) 

Напружено-деформований стан півпростору визначаємо за формулами (2), (3), 
(4) і (7), (8). 

Півпростір з теплоізольованою жорстко закріпленою межею. Тоді 

 ( ) ( ) ( ){ }2 2, ln , ,r z B z R r z z h R r z ϕ = + + −  ,  
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 ( ) ( ) ( )2
2

, ln ,
,

h
r z C R r z z h

R r z

  
 ψ = + + −  

  
.  

Використовуючи умову (1), подання (2), (3) при 2k =  і (5), одержуємо: 

 2B A= ,   
2

3 4
A

C =
− ν

;   ( ) ( ) 2
22

23
22

4 1
3 4r

R zDr
u R hz

R z hR

 −ν
= − − ν − − 

+ +  
, 

 
( ) 2

2

3
2

z

Dz h z h R
u

R

 + +
 = ; (9) 

 ( ) ( ){ 2
23

2

2
2 1 2rr

DG
R z h z h

R
 σ = − ν + + − − ν −   

  
( ) ( )2 2

22
2

22

3 4 1
2 4

hz z h R z
h hz

R z hR

+ − ν − − + − + + 

,  

 ( ) ( ) ( ) 2
22

23
22

4 12
3 2 1 2 2

R zDG
R h z h

R z hR
ϕϕ

 −ν 
 σ =− − ν − − ν − ν −   + +  

, 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2
23 2

2 2

32
1 2 1 2 2 3zz

hz z hDG
R z h z h h hz

R R

 + 
 σ = − ν − + + + ν + + −  

  

, 

 ( ) ( ) ( )22
2

23 2
22 2

34
1

2
rz

z R h z hz hDGr
R z

R z hR R

    + ++   σ = − ν − + − + +    

. (10) 

Напружено-деформований стан півпростору з теплоізольованою межею ви-
значаємо за формулами (2), (3), (4) і (9), (10). Вирази для переміщень (7), (9) і на-
пружень (8), (10) збігаються з відомими [11], де вони отримані з використанням 
бігармонічної функції Лява. 

Тепловиділення у паралельній до межі півпростору круговій області. 
Наведені співвідношення для переміщень і напружень є відповідними функціями 
Ґріна і можуть бути використані під час визначення у півпросторі термопружного 
стану, зумовленого нагрівом джерелами тепла, розподіленими по області S, обме-
женій гладким контуром. Для цього необхідно перенести джерело тепла в точку 

( )1 2, ,0ξ ξ  декартової системи координат з початком в області S. У прямокутній 

системі координат 1 2 3Ox x x  напруження виражаються формулами  

 2 2
11 cos sinrr ϕϕσ = σ ϕ + σ ϕ ,   2 2

22 sin cosrr ϕϕσ = σ ϕ + σ ϕ ,   33 zzσ = σ , 

 ( )12
1

sin 2
2 rr ϕϕσ = σ − σ ϕ ,   13 cosrzσ = σ ϕ ,   23 sinrzσ = σ ϕ , 

де 1 1cos
x

r

− ξϕ = , 2 2sin
x

r

− ξϕ = , ( ) ( )
1 22 2

1 1 2 2r x x = − ξ + − ξ  
. 

У формули для температури, переміщень і напружень у циліндричній систе-
мі координат слід підставити  

 2 2
1( , )R r z r z= + ,   ( )22

2( , ) 2R r z r z h= + + . 
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За відомою функцією Ґріна визначаємо температуру і напруження, викли-
кані розподіленими в області S джерелами тепла з інтенсивністю ( )1 2,w ξ ξ , за 

формулами 

 ( ) ( ) ( )*
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ; ,

S

T x x z w T x x z d d= ξ ξ ξ ξ ξ ξ∫∫ , (11) 

 ( ) ( ) ( )*
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ; ,ij ij

S

x x z w x x z d dσ = ξ ξ σ ξ ξ ξ ξ∫∫ . (12) 

В осесиметричному випадку, коли область S є кругом радіуса a, температуру 
вигідно визначати за формулою [3] 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0

0 0

1
( , ) 1

2

a
kz z hT r z w J e e J r d d

∞
−η −η + = ρ ρ ηρ + − η ρ η

  λ ∫ ∫
, (13) 

де 2 2
1 2ρ = ξ + ξ , 2 2

1 2r x x= + . 

Інтеграли у виразах (11)–(13) можна знайти числовими методами, проте на 
межі півпростору ( )0, 0z h= =  і в центрі області тепловиділення ( )0, 0z r= =  їх 

можна обчислити аналітично.  

Числові результати. Визначимо температуру і напруження, коли в круговій 
області S радіуса a розподіл джерел тепла задамо виразами 

 ( ) 0

2 21

w
w

a
ρ =

− ρ
;   ( ) 0w wρ = ;   ( ) 2 2

0 1w r w a= − ρ . (14) 

Тоді на межі півпростору, згідно з формулою (13),  

 0
1( )

2

w a
T r

π=
λ

,   r a≤ ;   ( ) 0
1 arcsin

w a a
T r

r
=

λ
,   r a≥ ;  

 0
2

2
( )

w a r
T r E

a
 =  πλ  

,   r a≤ ;   ( )
2 2

0
2 2

1 1
, ,2,

2 2 2

w a a
T r F

r r

 
=   λ  

,   r a≥ ;  

 
2

0
3 2
( ) 1

4 2

w a r
T r

a

 π= −  λ  
,   r a≤ ;   ( )

2 2
0

3 2

1 1 5
, , ,

3 2 2 2

w a a
T r F

r r

 
=   λ  

,   r a≥ . 

Тут E – повний еліптичний інтеграл другого роду, F – гіпергеометрична функція. 
В центрі області S для r = 0 маємо: 

 ( ) 0
1

2 2
arcsin

2 2 4

w a a
T h

a h

 π= + 
 λ + 

,   2 20
2( ) 4 2

2

w
T h a a h h = + + − λ  

,  

 
2

0
3 2 22 2

1 3 5 1 3 5
( ) , , ,1 , , ,

6 2 2 2 2 2 2 44

w a a a
T h F F

a ha h

   = +     λ +  +  
.  

На рис. 1 побудовано графіки, які характеризують зміну температури 

( ) ( )
0

,
, i

i
T r h

T r h
w a

λ
=  на межі півпростору (a) і в центрі області тепловиділення (b). 

На межі півпростору напруження 

 ( ) ( ) ( )
( )

24 1
,0 ,0

3 4rr
GA

r r
rϕϕ

− ν
σ = σ = −

− ν
,   ( ) ( )

( )
8 1

,0
3 4zz

GA
r

r

− ν
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а далеко від неї (при h → ∞ ) у площині тепловиділення ( )0z =  

 ( ) ( ),0 ,0 2 /zz r r GA rϕϕσ = σ = − ,   ( ),0 4 /rr r GA rσ = − , 

тобто вони пропорційні температурі, тому їх розподіл буде таким, як на рис. 1a. 
При цьому на межі zzσ  втричі менші, ніж rrσ  і ϕϕσ , а далеко від неї rrσ  вдвічі 

більші, ніж zzσ  і ϕϕσ . Зображено (рис. 2) розподіл напружень ( ) ( )h h GAσ = σ  у 

центрі області тепловиділення залежно від віддалі h до межі. Під час обчислення 
приймали 0,3ν = . 

 
Рис. 1. Температура на межі півпростору (a) і в центрі області тепловиділення (b)  

за розподілу джерел тепла (14) для i = 1, 2, 3. 

Fig. 1. Temperature on the boundary of semi-infinite body (a) and in the center  
of heat-generating domain (b) with the distribution of heat sources (14) for i = 1, 2, 3. 

 

Рис. 2. Напруження σzz (a), σrr (суцільна лінія) і σϕϕ (штрихова) (b)  
в центрі області тепловиділення за розподілу джерел тепла (14) для i = 1, 2, 3. 

Fig. 2. Stresses σzz (a), σrr (solid line) and σϕϕ (dashed line) (b) in the center of heat-generating 
domain with the distribution of heat sources (14) for i = 1, 2, 3. 

ВИСНОВКИ 
Отримано замкнений розв’язок тривимірної задачі термопружності для пів-

простору, що нагрівається стаціонарним джерелом тепла, із жорстко закріпленою 
межею за нульової температури на ній або теплоізоляції. Співвідношення для 
переміщень і напружень, які є відповідними функціями Ґріна, використані для 
визначення термопружного стану, зумовленого нагрівом півпростору джерелами 
тепла, розподіленими по паралельній до межі круговій області S. Виявлено, що 
температура і напруження σϕϕ досягають максимального значення за тепловиді-
лення на межі тіла, а напруження σrr і σzz – на певній віддалі від межі; на самій 
межі напруження пропорційні температурі. Формули (11) і (13) можна викори-
стати для розв’язування задач електростатики для півпростору із нульовим елек-
тричним потенціалом на межі або з її електроізоляцією і тонкою круговою пла-
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стиною S, на якій задано електричні заряди w(ξ1, ξ2). Функції (11), (13) описують 
електричний потенціал. 

РЕЗЮМЕ. С использованием термоупругих потенциалов перемещений и функций 
Буссинеска построены функции Грина задач термоупругости для полубесконечного про-
странства с жестко защемленной границей при нулевой температуре на ней или теплоизо-
ляции. Определены температура и напряжения, обусловленные тепловыделением в па-
раллельной к границе круговой области, и исследованы их значения при определенном 
распределении тепловых источников в области тепловыделения на границе тела и в ее 
центре на расстоянии от границы. 

SUMMARY. Using the potentials of thermoelastic displacements and Boussinesq’s func-
tions Green’s functions of thermoelasticity problems for semi-infinite body are presented. Boun-
dary of body is hardly clamped at zero temperature on it or on boundary is insulated. Tempera-
ture and stresses caused by heat generation in a parallel to the boundary circular domain are de-
termined, and their values for certain distributions of heat sources in the heat-generating domain 
on the boundary of the body and in the centre of the domain at the distance of the boundary are 
analyzed. 
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