
 118 

Фізико-хімічна механіка матеріалів. – 2017. – ¹ 3. – Physicochemical Mechanics of Materials 

УДК 541.183 

ДОСЛІДЖЕННЯ НЕСТІЙКОСТІ КРИСТАЛІЧНОЇ ҐРАТКИ  
НА ДИСКРЕТНИХ МОДЕЛЯХ 

Л. Ю. КОЗАК 

Івано-Франківський державний технічний університет нафти і газу 

На двовимірній дискретній моделі встановлено, що за відповідних умов кристалічна 
ґратка переходить у стан нестійкої рівноваги. У такій ґратці атоми знаходяться у по-
ложенні, що не відповідає їх мінімальній енергії, тому за дії незначних зсувних де-
формацій атоми ґратки переміщуються в інше положення, де їхня  потенціальна 
енергія  нижча. Стан нестійкої рівноваги кристалічної ґратки обумовлює її високу 
пластичність. Розрахунки показали, що міцність кристалів з такою ґраткою зале-
жить від їх поперечного розміру. 

Ключові слова: кристалічна ґратка, міжатомна взаємодія, сферично-симетрич-
ний потенціал, стан нестійкої рівноваги, зсув атомних площин. 

Раніше [1–3] показано, що двовимірна кристалічна ґратка за високих темпе-
ратур, близьких до температури плавлення, перебуває в стані стійкої рівноваги. 
Зі зниженням температури кристалічна ґратка зі сферично-симетричним потенці-
алом міжатомної взаємодії переходить у стан нестійкої рівноваги (метастабільний 
стан), що пов’язано зі зміщенням атомів у положення, що не відповідає їх міні-
мальній потенціальній енергії. У такій кристалічній ґратці під дією незначних зов-
нішніх зусиль атоми переміщуються в положення з мінімальною потенціальною 
енергією. При цьому зміщення атомів можливе тільки за їх одночасного зсуву  
атомними площинами за деякими кристалографічними густо заселеними атомами 
напрямами, а також за умови, що кристалічна ґратка є безмежних розмірів. У ре-
альних кристалах слід враховувати вплив поверхні на опір зсуву атомних площин.  

Мета роботи – обчислити затрати енергії на зсув атомних площин з ураху-
ванням опору зсуву поверхневих атомів для кристалів, в яких кристалічна ґратка 
перебуває в стані нестійкої рівноваги (СНР).  

Методичні аспекти досліджень. Використали методику, яку застосовували 
раніше [1–3]. Досліджували двовимірну кристалічну ґратку з квадратною комір-
кою (рис. 1). Сили міжатомної взаємодії описували сферично-симетричним по-
тенціалом, що поширювався на перших та других сусідів атома. Дію сил обмежу-
вали відстанню r = 2r0, де r0 – рівноважна відстань між атомами у двохатомній 
моделі твердого тіла. 

Енергію зв’язку між двома атомами визначали з рівняння [4] 
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Оскільки розрахунки виконували для встановлення якісних характеристик 
моделі, то дані у рівнянні (1) вибрані довільно, але близькими за величинами, вла-
стивими для реальних кристалів: A = 1; r – відстань між атомами; m = 1 та n = 8 – 
показники степеня для енергії сил притягання і відштовхування, відповідно, r0 = 
= 2,5 Å – рівноважна відстань, коли досягається мінімальна потенціальна енергія. 
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Потенціальну енергію кристала Еc одержали шляхом сумування енергій N 
атомів, з яких складається кристал: 
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де ( )i jU r r−  – енергія взаємодії пари атомів з координатами r i i r j. 

Міжатомну відстань визначали з умови мінімальної потенціальної енергії 
кристала. Розрахунки для кристалів, утворених різною кількістю атомів, свідчать 
про зменшення міжатомної відстані зі збільшенням їх розміру [3]. Мінімальна 
міжатомна відстань є віддаль для кристала безмежних розмірів r1 = 2,34 Å, тоді 
як рівноважна міжатомна відстань парної взаємодії атомів r0 = 2,5 Å. Подібні 
розрахунки для кубічної кристалічної ґратки свідчать про ще більше зменшення 
міжатомної відстані – r1 = 2,23 Å. 

Кристал розглядали як двофазну систему [5, 6], яка складається з внутрішніх 
областей кристалічної ґратки ідеальної будови і поверхневих шарів. Внутрішні 
атоми перебувають у стані нестійкої рівноваги, тому за зсуву атомних площин 
опір відсутній [1–3]. За зсуву атомів поверхневих шарів виникає опір, оскільки 
вони переважно займають стійкі положення. Це обумовлено тим, що поверхневі 
шари відрізняються за будовою від внутрішніх областей кристала [7–14]. 

Затрати енергії на зсув поверхневого атома визначали за схемою, показаною 
на рис. 1. Потенціал міжатомної взаємодії поверхневих атомів приймали таким, 
як і для внутрішніх областей кристалічної ґратки. Товщина поверхневого шару 
становила два атоми. Загалом товщина поверхневого шару може бути суттєво 
більшою, особливо у великих за розміром кристалах [9, 10]. 

 
                                Рис. 1. Fig. 1.                                                     Рис. 2. Fig. 2. 

Рис. 1. Схема розрахунку енергії зсуву поверхневого атома.  

Fig. 1. The scheme of the surface atom energy shift calculation. 

Рис. 2. Залежність сили F взаємодії атомів від відстані r (a)  
та п’ятиатомна модель кристала (b). 

Fig. 2. The dependence of atoms force F interaction on distance r (а)  
and five-atomic model of crystal (b). 

Стан нестійкої рівноваги кристалічної ґратки. Розглянемо механізм пере-
ходу кристалічної ґратки у стан нестійкої рівноваги під час зниження температу-
ри від температури кристалізації до 0 K на п’ятиатомній моделі кристала (рис. 2b). 
На рис. 3а наведено результати розрахунку потенціальної енергії атома 5 за його 
взаємодії з сусідами та потенціальної енергії кристала Еc (рис. 3b) за температури 
0 K залежно від міжатомної відстані r. Для цих розрахунків рівноважна відстань 
парної взаємодії двох атомів становить r0 = 2,5 Å. 
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Зниження температури обумовлює зміщення атомів від їхніх початкових по-
ложень, які відповідають їх мінімальній потенціальній енергії (рис. 3а) за відста-
ні між атомами 2,5 Å до 2,34 Å при 0 K. При цьому потенціальна енергія атома 5 
зростає на ∆U1, а енергія п’ятиатомної моделі знижується на ∆U2 (рис. 3b). Зрос-
тання потенціальної енергії атома 5 зі зниженням температури є свідченням пе-
реходу у СНР. 

Виникнення СНР обумовлено сферичною симетрією потенціалу міжатомної 
взаємодії, в результаті якої у кристалічній ґратці між атомами і їх найближчими 
сусідами виникають сили відштовхування, які врівноважуються силами притя-
гання між атомами і їх іншими сусідами.  

У п’ятиатомній моделі (рис. 2b) між внутрішнім атомом 5 і периферійними 
атомами 1, 2, 3, 4 виникають сили відштовхування F2, оскільки r1 < r0, де  
r0 = 2,5 Å (рис. 2b), які врівноважуються силами притягання F1, що виникають 
між периферійними атомами, оскільки відстань між ними більша рівноважної – 
r2 > r0. Це є характерним і для кристалів, що складаються з багатьох атомів. 

 
Рис. 3. Залежність потенціальної енергії атома 5 Ea (а) і кристала Ec (b)  

від відстані між атомами r. 

Fig. 3. Dependence of atom 5 potential energy Ea (а) and crystal Ec (b)  
on distance r between the atoms. 

Отже, стан нестійкої рівноваги ідеальної кристалічної ґратки є тоді, коли 
атоми знаходяться у положенні, що не відповідає їхній мінімальній потенціаль-
ній енергії. Внаслідок дії незначних зовнішніх сил атоми переміщуються в поло-
ження з мінімальною енергією – це пластична деформація.  

Слід відмітити, що у стані нестійкої рівноваги знаходяться атоми твердих 
тіл під час поліморфних перетворень [1] і дії високого гідростатичного тиску [15]. 

Визначення затрат енергії на зсув атомної площини у двовимірних кри-
сталах. Отже, внутрішні області кристалічної ґратки ідеальної будови за темпе-
ратури значно нижчої від температури кристалізації перебувають у СНР (рис. 4а). 
Така кристалічна ґратка під дією незначних зовнішніх зусиль втрачає стійкість [3] і 
атомні площини зміщуються на відстань менше міжатомної (рис. 4b) – це двійни-
кування. Однак за інерцією атомні площини можуть переміститись на кілька між-
атомних відстаней – це ковзання. Який з цих двох механізмів відбуватиметься, 
залежатиме від рельєфу потенціальної енергії ґратки і швидкості розсіювання 
енергії [16]. При цьому атоми переміщуються в стійкіше положення і утворюють 
нову стійку структуру, якій властивий уже високий опір зміщенню атомів подіб-
но, як і у поверхневих шарах. 

У реальних кристалах поверхня забезпечує стійкість кристалічної ґратки. Це 
врахували під час розрахунку опору зсуву. 

Затрати енергії для зміщення атомних площин визначали як різницю між 
потенціальною енергією атомів перед зміщенням E(0) і потенціальною енергією 
атомів E(z) після їх зміщення – dЕ = E(z) – E(0). 
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Рис. 4. Кристал до (а) і після (b) зсуву атомної площини. U – потенціальна енергія. 

Fig. 4. The crystal before (a) and after (b) shear of the atomic plane. U is potential energy. 

 
Рис. 5. Затрати енергії на зсув атомної площини у двовимірних кристалах  
залежно від зміщення z (для різної кількості атомів N у перерізі кристала:  
1 – 200; 2 – 100; 3 – 70 атомів) (а) та кількості атомів у перерізі кристала  

за зміщення z = 0,01 Å (b). 

Fig. 5. The energy expenditure for shear of atomic plane in two-dimensional crystals  
depending on the offset z (for different number of atoms N in the cut of a crystal:  
1 – 200; 2 – 100; 3 – 70 atoms) (a) and the number of atoms in the cut of a crystal  

at offset z = 0.01 Å (b). 

У кристалах за зміщення атомної площини затрати енергії на зсув спочатку 
зростають, а після досягнення максимуму – знижуються (рис. 5а). Максимум на 
кривих залежності енергії від зсуву атомної площини розділяє деформацію на дві 
області – стійку і нестійку. У стійкій області для зміщення атомної площини необ-
хідне зовнішнє зусилля. Якщо зусилля зняти, то система повернеться у початкове 
положення – це зона пружних деформацій. Зміщення атомної площини поза макси-
мум на кривих 1–3 відповідає незворотній (пластичній) деформації. Більші затрати 
енергії на зсув атомної площини властиві для кристала меншої ширини (70 атомів) 
(рис. 5а, крива 3), а менші – для кристала шириною у 200 атомів (рис. 5а, крива 1). 

Затрати енергії на зсув атомної площини знижуються зі зростанням товщини 
кристала (рис. 5b), а для тонких кристалів є додатні, що свідчить про їх високу 
стійкість і міцність. Збільшення розміру кристала призводить до зниження енер-
гії зсуву і за ширини близько 500 атомів ця енергія знижується до нуля і нижче. 
Від’ємні значення енергії означають, що опір зсуву атомних площин відсутній. 
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Отже, великі за розміром кристали нестійкі відносно малих зсувних дефор-
мацій. Це пояснює відсутність у природі металічних монокристалів великих роз-
мірів і складність їх вирощування в лабораторних умовах. 

Одержані результати мають експериментальне підтвердження. Відомо, що 
висока міцність властива для дуже тонких кристалів – “вусів” (рис. 6). Вона зале-
жить від їх розмірів [17–19]. Висока міцність, близька до теоретичної, характерна 
для “вусів” дуже малої товщини (< 5 µm). Зі збільшенням товщини їх міцність зни-
жується і для товстих “вусів” (> 50 µm) співмірна з міцністю звичайних матеріалів. 
Залежність міцності ниткоподібних кристалів від їх розмірів обумовлена впливом 
поверхневого шару. Зі збільшенням розміру мікрокристалів вплив поверхні змен-
шується. Штучно вирощені масивні металічні монокристали високої чистоти і до-
сконалої будови мають надзвичайно низький опір зсуву, близький до нуля [20–24]. 

 
Рис. 6. Залежність напруження зсуву (а) [17] і границі текучості (b, c) [18]  

від розміру кристалів: а, b – сталь; с – мідь. 

Fig. 6. Dependence of shear stress (а) [17] and yield stress (b, c) [18]  
on crystals size: a, b  – steel; с – copper. 

ВИСНОВКИ 
Кристалічна ґратка твердих тіл зі сферично-симетричним потенціалом між-

атомної взаємодії за нормальних умов перебуває у стані нестійкої рівноваги. Це 
означає, що атоми в такій ґратці є у положенні, що не відповідає їх мінімальній 
потенціальній енергії. Виникнення стану нестійкої рівноваги обумовлено сфе-
ричною симетрією потенціалу міжатомної взаємодії. В результаті такої взаємодії 
кристалічна ґратка є стиснутою, а між атомами і їх найближчими сусідами діють 
сили відштовхування, які врівноважуються силами притягання, що виникають 
між атомами і їх іншими сусідами. У такій ґратці відсутні енергетичні затрати на 
зсув атомних площин, оскільки під дією малих зсувних деформацій вона втрачає 
стійкість, внаслідок чого атоми переміщуються в положення з нижчою потенці-
альною енергією. У реальних кристалах досконалої будови і високої чистоти опір 
зсуву атомним площинам створюють поверхневі атоми. Тому міцність кристалів 
залежить від їх розмірів і може змінюватись в широкому діапазоні – від макси-
мальної, близької до теоретичної, для тонких кристалів “вусів”, до мінімальної, 
близько нуля, для масивних металічних монокристалів. 

РЕЗЮМЕ. На двухмерной дискретной модели установлено, что при соответствую-
щих условиях кристаллическая решетка переходит в состояние неустойчивого равнове-
сия. В такой решетке атомы находятся в положении, которое не соответствует их мини-
мальной энергии. В этом случае, при воздействии незначительных сдвиговых деформа-
ций, атомы решетки перемещаются в иное положение с минимальной потенциальной 
энергией. Состояние неустойчивого равновесия кристаллической решетки обусловливает 
ее высокую пластичность. Расчеты показали, что прочность кристаллов с такой решеткой 
зависит от их поперечного размера. 

SUMMARY. Using the two-dimensional discrete model it is established that under the 
appropriate conditions the crystal lattice transforms into the state of unstable equilibrium. Atoms 
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in this lattice exist in position that does not correspond to their minimum energy. In case of 
negligible shear deformations lattice atoms move to another position with lower potential 
energy. The unstable equilibrium state of the crystal lattice leads to its high plasticity. The calcu-
lations show that the strength of crystals with such a crystal lattice depends on their size. 
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