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Побудовано модель кількісного опису термомеханічної поведінки твердих тіл, виго-
товлених з матеріалів з пам’яттю форми, в області мартенситного перетворення (як 
прямого, так і оберненого) за силового і температурного навантажень з урахуванням 
дії електричного поля з допомогою методів механіки суцільного середовища та тер-
модинаміки нерівноважних процесів. Записано систему рівнянь стану. Одержано клю-
чову систему рівнянь моделі. Сформульовано відповідні початкові та граничні умови. 

Ключові слова: математична модель, деформівні тверді тіла, ефект пам’яті 
форми, мартенситне перетворення. 

Основні положення та термодинамічні параметри стану моделі. Сплави з 
пам’яттю форми, в яких в певному діапазоні температур під дією теплового 
та/або механічного навантаження може відбуватися твердофазне мартенситне 
перетворення [1, 2], широко застосовують у багатьох галузях науки і техніки, 
зокрема в хірургії та ортопедії для фіксаторів під час лікування переломів. Такі 
фіксатори суттєво скорочують лікування та підвищують його якість. Використо-
вуючи їх, нагрівати зручніше з допомогою електричного поля [3]. Останнім ча-
сом викликають зацікавлення сплави з пам’яттю форми, в яких (зокрема, в мар-
тенситній фазі) проявляються магнетні властивості [4]. Тому необхідно побуду-
вати модель для кількісного опису термомеханічної поведінки твердих тіл, виго-
товлених з цих сплавів, в області мартенситного перетворення (як прямого, так і 
оберненого) за силового і температурного навантажень з урахуванням дії елек-
тричного поля. 

Нижче таку модель побудовано за результатами виконаних раніше розробок 
[5–9] з використанням методів механіки суцільного середовища [10−12] та тер-
модинаміки нерівноважних процесів [13, 14] за врахування електричного стану 
відповідної термодинамічної системи. В основі термодинамічного опису розгля-
дуваної системи − гіпотеза локальної термодинамічної рівноваги. За параметри 
стану, що відображають теплові процеси, вибрані абсолютна температура T та 
питома ентропія S. Мартенситне перетворення охарактеризовано відносним вміс-
том мартенситу Ξ та питомою спорідненістю A. Механічні впливи, пов’язані зі 
зміною об’єму, враховано через інваріанти тензора напружень σ і тензора дефор-
мацій e, а обумовлені зміною форми тіла – через інваріанти σi та ei [6–8]. За пара-
метри стану, що відповідають процесу електропровідності, вибрані електричний 
потенціал Φ та електричний заряд одиниці маси ω [9]. 

За функцію термодинамічного стану взято вільну енергію F, яка є характе-
ристичною функцією параметрів T, e, ei, Ξ і Φ. Узагальнене рівняння Ґібса для 
областей тіла, в яких відбувається фазове перетворення, приведено до вигляду 
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 3 .i idF SdT de de Ad d= − + σ ρ + σ ρ + Ξ − ω Φ   (1) 

Рівняння стану. Запишемо рівняння стану моделі для області мартенситно-
го перетворення за малого відхилення від початкового рівноважного стану, прий-
нявши гіпотезу про природний ненапружений стан: 0 0, ,T T S S= =  0, 0,e= σ =  

0, 0,i ie = σ =  0,Ξ = Ξ  0A A= , 0,Φ = Φ  0ω = . Для цього розкладемо вільну енер-
гію F у степеневий ряд в околі початкового стану за приростами термодинаміч-
них параметрів. Обмежившись квадратичними членами розкладу, одержимо: 

* 2 2 2 2 2
0 0 02 2 2 2

,

i t

i i i i

F F S t A Ke Ge c t T K C K te

G te Kt K e G e K ee Ct K e G e K

= − + ξ + ρ + ρ − + ξ + ϕ − α ρ −
′ ′ ′ ′ ′− α ρ + ξ − β ξ ρ − β ξ ρ + ρ + γ ϕ + η ϕ + η ϕ + ξϕ

%

)   (2) 

де 0 0,t T T= − ξ = Ξ − Ξ , 0.ϕ = Φ − Φ  
Скориставшись виразами (1) і (2), отримаємо таку систему рівнянь стану 

моделі: 

 ( ) 0 0, , ,i
t ie e

S F T S c t T K e G e K CΞ Φ
′= − ∂ ∂ = + + α ρ + α ρ − ξ − γ ϕ , 

 ( ) ( ), , ,
3 ,

i
iT e

F e K e t K eΞ Φ
′σ = ρ ∂ ∂ = − α − βξ − ηϕ +  

 ( ) ( ), , ,
,i i iT e

F e G e t K eΞ Φ
′ ′ ′ ′σ = ρ ∂ ∂ = − α − β ξ − η ϕ +   (3) 

 ( ) 0, , ,i
iT e e

A F A K Kt K e G e KΦ
′= ∂ ∂Ξ = + ξ + − β ρ − β ρ + ϕ

)
% , 

 ( ) ( ), , ,i
iT e e

F C t K K e K eΞ
′ω = ∂ ∂Φ = ϕ − γ − ξ + η ρ + η ρ

)
. 

У співвідношеннях (2), (3) ct − питома теплоємність; K − модуль всебічного 
стиску; G − модуль зсуву; α − температурний коефіцієнт об’ємного розширення; 

′α  − коефіцієнт залежності інтенсивності деформацій від температури; K − кое-
фіцієнт залежності спорідненості мартенситного перетворення від температури; 
β − коефіцієнт об’ємного розширення за мартенситного перетворення; ′β  − кое-

фіцієнт залежності інтенсивності деформацій від вмісту мартенситу; K ′− коефі-
цієнт залежності всебічного стиску σ від інтенсивності деформацій ie ; K% − кое-
фіцієнт залежності спорідненості мартенситного перетворення від вмісту мартен-
ситної фази; C – питома електроємність; γ – температурний коефіцієнт зміни 
електричного потенціалу; η – електрострикційний коефіцієнт об’ємного розши-
рення; ′η  – коефіцієнт залежності інтенсивності деформацій від електричного 

потенціалу; K
)

 – коефіцієнт залежності вмісту мартенситу від електричного по-
тенціалу. 

Балансові співвідношення та умови мартенситного перетворення. Уза-
гальнене рівняння Ґібса (1) і рівняння стану (3), сформульовані для розширеного 
простору параметрів стану, описують множину можливих (допустимих) станів. 
Для встановлення фізично реалізованого стану за фіксованих значень деформа-
цій, температури і електричного потенціалу скористаємося умовою мінімуму 
вільної енергії F за відносним вмістом мартенситу Ξ [5]. З неї випливає, що в об-
ластях фазового перетворення повинна виконуватись умова 

 0F∂ ∂Ξ = ,   або   0A = ,  (4) 

з якої і четвертого з рівнянь (3) одержуємо співвідношення, що пов’язує віднос-
ний вміст мартенситу з іншими параметрами стану: 

 0iK Kt K e G e K′ξ + − β ρ − β ρ + ϕ =
)

% .  (5) 
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Система балансових співвідношень моделі складається з рівнянь збереження 
маси, заряду, кількості руху і повної енергії, рівнянь Максвела для електромаг-
нетного поля та кінетичних рівнянь. 

Рівняння збереження маси 
 ( ) ( ) 0∂ρ ∂τ ∇ ⋅ ρ =v ,  (6) 

де v  – вектор швидкості матеріальних точок; ∇  – набла-оператор у декартовій 
системі координат. 

Рівняння балансу кількості руху: 

 ( ) ( )0d dρ τ = ∇ ⋅ σ + ρω + µ ρω + ×)v E v j H ,  (7) 

де σ)  – тензор напружень; ( )0ρω + µ ρω + ×E v j H  – сила Лоренца, віднесена до 

одиниці об’єму; E  – напруженість електричного поля; 0µ  – магнетна стала;  

j  – густина струму провідності; H  – напруженість магнетного поля. 
Напруженості електричного і магнетного полів в області тіла задовольняють 

рівняння Максвела 

( )0∇ × = ε ∂ ∂τ + ρω +H E v j ,   0
∂∇ × = −µ
∂τ
H

E ,   0∇ ⋅ =H ,   0ε ∇ ⋅ = ρωE ,  (8) 

де 0ε  – діелектрична стала. 
Зі співвідношень (8) випливають рівняння збереження електричних зарядів 

 ( )d dρ ω τ = ∇ ⋅ j   (9) 

і збереження густини електромагнетної енергії 

 ( ) ( ) ( )2 2
0 0 2E H ∂ ε + µ ∂τ = −∇ ⋅ × − ρω + ⋅

 
E H v j E .  (10) 

Рівняння балансу повної енергії має вигляд 

 ( )2 2
0 0 2WW E H∂ ∂τ = −∇ ⋅ + ε + µJ ,  (11) 

де ( )2 2W U= ρ + v – густина повної енергії; U – питома внутрішня енергія, 2 2v  

– питома кінетична енергія; W Q W= − σ ⋅ + × + Φ +)J J v E H j v  – потік повної енер-

гії, QJ  – тепловий потік, σ ⋅) v  – потік енергії, обумовлений механічною роботою, 

×E H  − потік електромагнетної енергії, Φj  − потік енергії, спричинений дифу-
зією електричних зарядів, Wv  – конвективна складова потоку повної енергії. 

Зі співвідношень (7), (9), (11) і (1) виведемо рівняння балансу ентропії, яке з 
урахуванням виразу (5) набуде вигляду 

 ( ) S SdS dρ τ = −∇ ⋅ + σJ ,  (12) 

де S Q T=J J  – потік ентропії; ( )S Q Q j Tσ = ⋅ + ⋅X J X j  – виробництво ентропії, 

Q T T= −∇X  – термодинамічна сила, спряжена з тепловим потоком QJ , 

0j = − ∇Φ + µ ×X E v H  – термодинамічна сила, спряжена з електричним струмом. 

Згідно з лінійною теорією Онзагера [14] введені такі кінетичні рівняння: 

 Q t q= −λ∇ +J j ,   ( )0 t= ϑ − ∇ϕ + µ × − χ∇j E v H ,  (13) 

де λ, ϑ  – коефіцієнти тепло- та електропровідності; q, χ – коефіцієнти, що харак-
теризують термоелектричні ефекти. 

Зазначимо, що в цьому варіанті моделі вважали, що структурні перетворен-
ня відбуваються без суттєвого поглинання чи виділення енергії, тому й знехтува-
ли відповідні члени в рівняннях балансу повної енергії та ентропії. 
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Визначальна система рівнянь моделі. Виходячи з наведених вище балан-
сових співвідношень (7), (9), (11) і (12), рівнянь стану (3), кінетичних рівнянь (13), 
умови (5), рівнянь Максвела (8) і співвідношень Коші, запишемо систему дифе-
ренціальних рівнянь для розв’язувальних функцій в області тіла, в якій протікає 
мартенситне перетворення. За розв’язувальні функції візьмемо вектор перемі-
щень u , температуру T, відносний вміст мартенситу Ξ та електричний потенціал 
Φ. Надалі нехтуватимемо різницю між локальною та субстанціональною похід-
ними і замінимо густину ρ усередненим значенням 0ρ . У результаті отримаємо: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2 2 2
0

2
0 0

2
0 0

3 2 2

2 3 2 3

2

,

i i i

i i

i i

i i

G e G e e K t

K G e e K G

K G e e C t K K

G e e

′ ′ρ ∂ ∂τ = − β ∇ξ ⋅ ε + β ξ∇ ⋅ ε − ∇ α + ηϕ +

′ ′ ′   + − − β ξ − η ϕ ∇ ∇ ⋅ − β − β ∇ ⋅ ∇ξ +  

 ′  + − β ξ ∇ + ρ ϕ − γ − ξ + η ∇ ⋅ + µ ∂ ∂τ ⋅ +  

   ′+µ λ − ∇ϕ + µ ∂ ∂τ ⋅ ⋅ + − β ξ ∇ + ∇ ∇ ⋅   

) )

)

u

u u

u E u H

E u H H u u

  (14) 

 
( )

( )

2

2
0 ,

t t K K K∗ ∗ ∗

∗

κ∇ = ∂ ∂τ + ∂ ∇ ⋅ ∂τ − ∂ξ ∂τ − ∂ϕ ∂τ −

 − λ − ∇ϕ + µ ∂ ∂τ ⋅ 

)
u

E u H
  (15) 

 ( ) ( ) ] ( )2
0 0 0C t K K  λ∇ ϕ = ∂ ∂τ + λ ε ρ ϕ − γ − ξ + η ∇ ⋅ + λµ ∇ ∂ ∂τ ⋅ 

)
u u H ,  (16) 

 
( ) ]( )

( )
0 0

0

rot

,

C t K K= ε ∂ ∂τ + ρ ϕ − γ − ξ + η ∇ ⋅ ∂ ∂τ +


 + λ − ∇ϕ + µ ∂ ∂τ ⋅ 

)
H E u u

E u H
  (17) 

 ( )0∇ × = −µ ∂ ∂τE H ,   0∇ ⋅ =H ,  (18) 

 ( )0 0C t K Kε ∇ ⋅ = ρ ϕ − γ − ξ + η ∇ ⋅
)

E u ,  (19) 

 ( ) 0 03 0.iKt K G e K K′− β ∇ ⋅ ρ − β ρ + ϕ + ξ =
)

%u   (20) 

Тут 2∇ = ∇ ⋅∇  – оператор Лапласа; ε)  – тензор деформацій; ( )0 tcκ = λ ρ ; 

( )0 03 tK KT c∗ = α ρ ; 0 tK KT c∗ = ; 0 tK KT c∗ =
) )

; 0 tT c∗λ = λ . 

Граничні та початкові умови на параметри стану моделі. Систему рів-
нянь (14)–(20) необхідно доповнити відповідними граничними і початковими 
умовами. Приймаємо, що в початковий момент часу в тілі відсутні фазові пере-
творення, тому початкові умови можна подати у вигляді 

 
0 0 00 0 0

0

0 0 0 0

, , , ,

0, 0, 0, 0,c c

T T Tτ= τ= τ=
τ=

τ= τ= τ= τ=

∂= = = Φ =
∂τ

= = = =

u
u u f

E H E H

  (21) 

де cE , cH  – напруженості електричного і магнетного полів у зовнішньому сере-
довищі. На поверхні тіла необхідно задати вектор механічних напружень або век-
тор переміщень (можливі також мішані умови): 

 ( ) ( ) ( )02 2, .c l c b′ ′σ ⋅ = + Ω + + µ Ω + × + =) n p E E v i H H u u   (22) 

Тут n – вектор зовнішньої нормалі; p – вектор зовнішніх зусиль; bu – вектор пе-
реміщень на поверхні тіла; ′Ω – густина поверхневих зарядів; i – густина поверх-
невих струмів; lv  – проекція вектора v  на площину, дотичну до поверхні тіла. 

Слід також задати теплові граничні умови, за які можна прийняти відомі умо-
ви першого, другого або третього роду [11]. В нашому випадку вони мають вигляд 
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 bT T= , ( ) QT−λ ∇ ⋅ = ⋅n J n , ( ) ( )0 cT h T T∇ ⋅ = −n ,  (23) 

де Tb – задана температура на поверхні тіла; h0 – відносний коефіцієнт теплооб-
міну; Tc – температура зовнішнього середовища за конвективного теплообміну. 

ВИСНОВКИ 
Отримана за послідовним термодинамічним підходом нелінійна система рів-

нянь (14)–(20) разом з відповідними крайовими умовами (21)–(23) складає замк-
нуту розв’язувальну систему рівнянь моделі для кількісного опису поведінки тіл, 
виготовлених з матеріалів з пам’яттю форми під термосиловим навантаженням з 
урахуванням впливу електричного поля. 

РЕЗЮМЕ. Построена модель количественного описания термомеханического поведе-
ния твердых тел, изготовленных из материалов с памятью формы, в области мартенситного 
превращения при силовом и температурном нагружениях с учетом воздействия электричес-
кого поля, с использованием методов механики сплошной среды и термодинамики нерав-
новесных процессов. Записана система уравнений состояния. Получена ключевая система 
уравнений модели. Сформулированы соответствующие начальные и граничные условия. 

SUMMARY. The model for quantitative description of the thermomechanical behavior of 
shape memory solids in the martensitic conversion area under power and thermal loading with 
account of the electric field influence, built using methods of the continuum mechanics and ther-
modynamics of nonequilibrium processes, is proposed. The state equations system is written. 
The key system of the model equations is received. The corresponding initial and boundary 
conditions are formulated. 
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