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Запропоновано аналітично-числовий метод розв’язання осесиметричних крайових 
задач теорії пружності для двошарових циліндричних тіл за допомогою однорідних 
розв’язків. Компоненти вектора переміщень і тензора напружень подано у вигляді 
рядів, коефіцієнти яких визначають побудовані власні функції. Розроблено комп’ю-
терну методику розв’язання крайових задач для двошарового циліндра. Знайдені 
критерії, за виконання яких побудований розв’язок збігається з точним. Описані 
якісні та кількісні закономірності поведінки компонент напружено-деформованого 
стану двошарового циліндра під час дії локальних навантажень із чітко вираженим 
максимумом. 

Ключові слова: власні функції, двошаровий циліндр, осесиметричний напружений 
стан, тензор напружень. 

Багатошарові пружні циліндри, зокрема двошарові, – поширені елементи бу-
дівельних та інженерних конструкцій. Вивчено [1, 2] деякі навантаження багато-
шарових ортотропних та ізотропних циліндрів, коли їх напружений стан не зале-
жить від осьової змінної, а в праці [3] – коли залежить. Отримано [2] деякі роз-
в’язки для багатошарового циліндра за виконання умов ідеального контакту 
шарів. Розроблено [4] метод розрахунку тривимірного напруженого стану двоша-
рових пружних циліндричних тіл. Огляд праць про розв’язування задач для бага-
тошарових циліндрів, напружено-деформований стан яких залежить тільки від 
однієї просторової змінної, наведено у публікаціях [1–3], а з урахуванням дина-
мічних ефектів – у працях [5, 6]. 

Формулювання задачі і подання розв’язку. Розрахуємо [4] осесиметрич-
ний напружений стан двошарового циліндра, який має шари 

1= {( , , ) ([ , ] [0,2 ] [ , ])}j j jD r z R R h h−ϕ ∈ × π × −  з різними модулями Юнга і коефіці-

єнтами Пуассона jE , jν , 1,2j = , де 0 0R = . До його бічної поверхні прикладені 

навантаження  

 2 2
2 1 2 1( , ) = ( ), ( , ) = ( )r rzR z z R z zσ σ τ τ , (1) 

де 1 1( ) ( )z zσ − = σ , 1 1( ) ( )z zτ − = −τ  – відомі функції. Торці шарів циліндра нена-
вантажені:  

 ( , ) = 0, ( , ) = 0j j
z rzr h r hσ ± τ ± , 1,2j = . (2) 

На циліндричній поверхні з’єднання шарів виконуються умови ідеального 
контакту: 

 2 1
r rσ = σ , 2 1

rz rzτ = τ , 1r R= , (3) 
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 2 1
r ru u= ,   2 1

z zu u= ,   1r R= . (4) 

Для визначення пружних переміщень ,j j
r zu u  в j-му шарі у циліндричній сис-

темі координат використаємо загальний розв’язок рівнянь Ляме [4, 7], який тут 
має вигляд 

 , 4(1 )j jj j
r z j j

P P
u u

r z

∂ ∂
= = − − ν Φ

∂ ∂
, (5) 

де j j jP z= Φ + Ψ , а ( , )j r zΦ , ( , )j r zΨ  – незалежні гармонічні функції, які назва-

но функціями переміщень шарів циліндра. 
За поданням переміщень (5) і законом Гука [8] знайдемо нормальні та дотич-

ні напруження: 

 
2 2

2 2
= 2 2 , = 2 2(2 )j j j jj j

r j j z j j

P P
G G

z zr z

   ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ
   σ − ν σ − − ν

∂ ∂∂ ∂      

, 

 
2

1
= 2 2 , = 2 2(1 )j j j jj j

j j rz j j

P P
G G

r r z z r rϕ
 ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ 
 σ − ν τ − − ν ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

, (6) 

де jG  – модулі зсуву. 

Розроблений раніше [4] аналітично-числовий алгоритм побудови власних 
функцій (однорідних розв’язків) для шарів товстостінного циліндра, напруження 
від яких задовольняють крайові умови (2) на торцях, використаємо для побудови 
функції переміщень у шарах, які визначають ненульові kµ  і нульові власні зна-
чення: 

 
1

2
0 0

=1 =0

= Re{ ( , ){ ( ) ( )}cos( )}j jj m
k j k k k jk k

k m

h a I r d K r
∞

Ψ δ µ ν β + β µ γ + Ψ∑ ∑ , 

 0
0 0

=1
= Re{{ ( ) ( )}sin( )} ,

j
j jj

k k kk k
jk

h a I r d K r z
E

∞ σ
Φ β + β µ γ −∑    1,2j = , (7) 

де 1 = 0kd ; 0 2 2
0

1
( , ) = ( 2 )

2
j j

j
j

r z r z
E

− ν
Ψ σ − ; 1 2 2

2 1 1
2

1
( , ) = ln( )

2
r z R r

G
Ψ − σ ; 1

1 0Ψ = ; j
ka , 

j
kd  – комплексні, а j

mσ  – дійсні коефіцієнти; ( )nI r , ( )nK r  – відповідно функції 

Бесселя і Макдональда [9]; /k k hβ = µ ; kµ , Re( ) > 0kµ  – комплексні корені 

рівняння ( )sin 2 2 = 0µ + µ ; ( , ) = 2(1 ) / tg( )j jδ µ ν − − ν µ − µ , 1,2j = . 

Розраховуючи напружено-деформований стан двошарового циліндра, обме-
жимося у співвідношеннях (7) першими N членами ряду за індексом k і всіма 
функціями, які відповідають нульовому власному значенню, та позначимо скін-
ченні суми рядів , ,,j N j NΦ Ψ . Підставимо функції , ,,j N j NΦ Ψ  у співвідношення 

(5), (6) і виразимо переміщення та напруження у вигляді скінченних рядів, після 
внесення яких в умови (1), (3), (4) одержимо систему зі шести рівнянь, коефіцієн-
ти якої залежать тільки від змінної γ: 

 
=1

( ) = ( ), =1,6,
M

m
k k m

k

c A P mγ γ∑  [ 1,1]γ ∈ − , (8) 

де  
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 6 3M N= + ,   (2 2) (2 1)= Re , = Im ,j j
k j N k j Nk kc a c a+ − + −    =1,3j ,   =1,k N ; 

  1 2
06 6= , = , = 0,11 2 mN Nc c mmσ σ+ + + ; 

 2 ,= Re ( )m m
k jN j kA V+ γ ,   2 ,= Im ( ),m m

k N jN j kA V+ + − γ    = 0,2, =1, , =1,6j k N m ; 

 1
1, 1 1= ( 1) [ sin( ) ( , )cos( )] ( ), =1,2;j

j k k k k k kV j I R j− − µ γ µ γ + δ µ µ γ β  

 1
2, 1 1= [ sin( ) ( ,2)cos( )] ( ),k k k k k kV K R−µ γ µ γ + δ µ µ γ β  

 2
1, 1 1= ( 1) [ cos( ) [(3 4 ) ( , )]sin( )] ( ), = 1,2j

j k k k j k k k kV j I R j− − µ γ µ γ − − ν + µ δ µ µ γ β ; 

 2
2, 2 0 1= { cos( ) [(3 4 ) ( , )]sin( )} ( ),k k k k k k kV j K Rµ γ µ γ − − ν + µ δ µ µ γ β  

 3
0, 1 2 1 2 1 1 0 1= { ( , ) sin( ) [ ( ,1) ( , ) 2 ( )]cos( )},k k k k k k k kV k U R U R I R− β γ µ γ + δ µ β − ν µ β µ γ  

 3
1, 2 1 2 1 2 0 1= ( , ) sin( ) [ ( ,2) ( , ) 2 ( )]cos( ),k k k k k k k kV U R U R I Rβ γ µ γ + δ µ β − ν µ β µ γ  

 3
2, 2 1 2 1 2 0 1= ( , ) sin( ) [ ( ,2) ( , ) 2 ( )]cos( ),k k k k k k k kV Q R U R K Rβ γ µ γ + δ µ β − ν µ β µ γ  

 4
0, 1 1 1 1= { cos( ) [(1 2 ) ( ,1)]sin( )} ( ),k k k k k k k kV k I R− µ µ γ µ γ − − ν + µ δ µ µ γ β  

 4
1, 2 1 1= [ cos( ) [(1 2 ) ( ,2)]sin( )] ( )k k k k k k k kV I Rµ µ γ µ γ − − ν + µ δ µ µ γ β , 

 4
2, 2 1 1= [ cos( ) [(1 2 ) ( ,2)]sin( )] ( )k k k k k k k kV K R−µ µ γ µ γ − − ν + µ δ µ µ γ β , 

 5
1, 2 2 2 2 2 0 2= ( , ) sin( ) [ ( ,2) ( , ) 2 ( )]cos( )k k k k k k k kV U R U R I Rβ γ µ γ + δ µ β − ν µ β µ γ , 

 5
2, 2 2 2 2 2 0 2= ( , ) sin( ) [ ( ,2) ( , ) 2 ( )]cos( )k k k k k k k kV Q R U R K Rβ γ µ γ + δ µ β − ν µ β µ γ , 

 6
1, 2 1 2= [ cos( ) [(1 2 ) ( ,2)]sin( )] ( ),k k k k k k k kV I Rµ µ γ µ γ − − ν + µ δ µ µ γ β  

 6
2, 2 1 2= [ cos( ) [(1 2 ) ( ,2)]sin( )] ( ),k k k k k k k kV K R−µ µ γ µ γ − − ν + µ δ µ µ γ β  

 5 6
0, 0,= 0, = 0, =1,k kV V k N ,   1

1
2

G
k

G
= ; 

 2 0 1( , ) = ( ) ( )k k k k
h

U r I r I r
r

β µ β − β ,   2 0 1( , ) = ( ) ( )k k k k
h

Q r K r K r
r

β µ β + β , 

 1 1
6 1 6 3 1

2

1 1
= ( 1) , =1,2, = ;

2
jj

N j NA R j A R
E G+ +

− ν
− −  

 2 2
6 6 3

2
= ( 1) , =1,2, = 0;jj

N j N
j

A z j A
E+ +
ν

− −  

 3
6 1 1

1

1
= ,

2NA k
G+ −    3 3

6 2 6 3
2 2

1 1
= , = ;

2 2N NA A
G G+ +  

 4 4 4
6 1 6 2 6 3= 0, = 0, = 0,N N NA A A+ + +    5

6 1 = 0,NA +    

 
2

5 5 1
6 2 6 3 2

2 2 2

1 1
= , = ;

2 2N N
R

A A
G G R

+ +  

 6 6 6
6 1 6 2 6 3= 0, = 0, = 0N N NA A A+ + + ;   ( ) = 0, =1,4mP mγ ; 
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 1 1
5 6

2 2

( ) ( )
( ) = , ( ) =

2 2

h h
P P

G G

σ γ τ γγ γ . 

Використовуючи аналітично-числову методику [7, 10, 11], розв’язання сис-
теми лінійних рівнянь (8), коефіцієнти якої задані на циліндричній межі матеріа-
лів і зовнішній поверхні, зведемо до пошуку мінімуму такої узагальненої квадра-
тичної форми:  

 2

, =1 =1

= 2 ,
M M

N k j kj k k
k j k

c c W c V PΩ − +∑ ∑  (9) 

де  

 
16

=1 0

= ( ) ( ) , = , , =1, ;m m
kj k j kj jk

m

W A A d W W k j Mγ γ γ∑ ∫  

 
16

=1 0

= ( ) ( ) , =1, ;m
k k m

m

V A P d k Mγ γ γ∑ ∫    
1

2 2 2
5 6

0

= { ( ) ( ) }P P P dγ + γ γ∫ , 

1
2

1

( ) = ( )f f d
−

γ γ γ∫  − норма у метриці 2[ 1,1]L − . Оскільки коефіцієнти системи 

рівнянь (8) виражено через тригонометричні і функції Бесселя, то всі інтеграли у 
співвідношеннях (9) знайдено в аналітичному вигляді. 

Мінімум узагальненої квадратичної форми (9) позначимо ( )F N , а змінні 

kc , на яких він досягається – як N
kc . Обчислимо мінімум ( )F N  і за знайденими 

змінними N
kc , = 1,k M , визначимо функції переміщень (7). Розв’язок осесимет-

ричної крайової задачі (1)–(4) описують функції переміщень (7), через які за фор-
мулами (5), (6) обчислюють переміщення і напруження.  

Нехай до середини бічної поверхні двошарового циліндра прикладені обтис-
кальні локальні (в напрямку осьової координати) нормальні навантаження з чітко 
вираженим максимумом, які описують залежності 

 ( ) ( )g Mh fσ γ = σ γ ;   ( ) 0f γ = ,   [ , ]γ ∉ −δ δ ,  (10) 

де 

 
2 2

2 2 2

2[ ] / , [ , / 2], [ / 2, ],
( ) =

[ 2 ] / , [ / 2, / 2],
f

 δ − γ δ γ ∈ −δ − δ γ ∈ δ δγ 
δ − γ δ γ ∈ −δ δ

 

M Aσ = σ ; | |A  – максимальне безрозмірне навантаження; σ – одиниця розмірно-

сті напружень; δ – безрозмірна довжина проміжків, на яких функція ( )f γ  зростає 
від нуля до одиниці, або, навпаки, спадає. Торці шарів циліндра вільні від наван-
тажень.  

На рисунку зображено розподіл напружень у двошаровому циліндрі під дією 
навантажень (10) для таких значень параметрів: 2/ =10R R , 1/ = 9R R , 2/ = 5h R , 

0 = 0R , 2 1/ =10E E , 1 = 0,18ν , 2 = 0,25ν , = 20A − , = 2 / Aδ .  
Констатуємо, що на відміну від суцільного одношарового циліндра, колові 

напруження у двошаровому суттєво перевищують радіальні і досягають макси-
муму у верхньому шарі на поверхні контакту шарів, де приблизно в чотири рази 
більші за радіальні; у внутрішньому шарі колові і радіальні напруження значно 
менші, ніж у верхньому. 
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Розподіл напружень на поверхнях зовнішнього шару (а)  
та на поверхні контакту у внутрішньому шарі циліндра (b). 

Distribution of tensions on the surfaces of external layer (a)  
and the contact surface in the internal layer of a cylinder (b). 

Розрахунки підтвердили збіжність і стійкість розробленого аналітично-чис-
лового методу. Точність задоволення крайових умов і умов контакту шарів у дво-
шаровому циліндрі залежить від мінімуму узагальненої квадратичної форми (9), 
і, якщо він збігається до нуля за зростання кількості членів суми ряду N, то знай-
дений наближений розв’язок збігається до точного. Похибки визначення напру-
жень у середині шарів циліндра менші, ніж розраховані на бічній поверхні або 
поверхні контакту.  

ВИСНОВКИ 
Виявлено, що осесиметричний напружений стан двошарового циліндра з 

ненавантаженими торцями описують власні функції, які визначають нульові та 
ненульові власні значення. Розроблена ефективна методика апроксимації умов 
ідеального контакту прилеглих шарів і крайових умов скінченною кількістю 
власних функцій. Точність задоволення крайових і контактних умов суттєво зале-
жить як від неперервності розподілу навантажень, так і неперервності їх першої 
похідної. Для навантажень із неперервною похідною точність задоволення кра-
йових умов у 10÷100 разів вища, ніж із розривною. 

Розрахунок осесиметричного напружено-деформованого стану двошарового 
циліндра зведено до шести рівнянь, коефіцієнти яких залежать тільки від осьової 
змінної, а їх розв’язання – до обчислення мінімуму узагальненої квадратичної 
форми. Встановлено, що числове значення її мінімуму одночасно визначає по-
хибки задоволення всіх крайових умов і умов контакту шарів; нормальні напру-
ження на бічній поверхні в межах дії локальних навантажень мають таку саму 
форму, як і навантаження, а їх максимальні значення суттєво залежать від відно-
шення пружних і геометричних характеристик шарів циліндра. 

РЕЗЮМЕ. Предложен аналитико-численный компьютерный метод решения осесим-
метричных краевых задач теории упругости для двухслойных цилиндрических тел. Ком-
поненты вектора перемещений и тензора напряжений представлены в виде рядов, коэф-
фициенты которых определяют построенные собственные функции. Разработана компью-
терная методика решения краевых задач для двухслойного цилиндра. Установлены крите-
рии, при выполнении которых построенное приближенное решение совпадает с точным. 
Найдены качественные и количественные закономерности поведения компонент напря-
женно-деформированного состояния двухслойного цилиндра при воздействии локальных 
нагрузок с четко выраженным максимумом. 

SUMMARY. An efficient analytical-numerical method for solving axisymmetric boundary 
value problems of the theory of elasticity for multilayer cylindrical bodies is proposed. The com-
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ponents of the displacement vector and the stress tensor are represented in the form of series, 
which are determined by the constructed eigenfunctions. A computer method for the analytic-
numerical solution of boundary value problems for a two-layer cylinder is developed. The con-
vergence and existence conditions for the numerical solutions to the boundary-value problems 
are established. Qualitative and quantitative patterns of behavior of the components of the stress-
strain state of a two-layer cylinder during under local loads with clearly expressed maximum are 
found. 
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