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Проаналізовано динамічні характеристики шаруватих пластин, що складаються з 
жорстких зовнішніх шарів і внутрішніх з магнетореологічними (МР) властивостями. 
Оцінено вплив магнетного поля на частоту і коефіцієнт втрат для різних МР шарів і 
зовнішніх жорстких шарів матеріалів. Застосована уточнена теоретична модель вра-
ховує деформації кожного шару, в тому числі деформації поперечного зсуву та по-
перечну нормальну, а також нелінійні зміни переміщень по товщині пластини. 

Ключові слова: магнетореологічні матеріали, шаруваті пластини, вібрація, 
уточнена теорія, демпфування. 

Вступ. Шаруваті композитні тонкостінні елементи з керованими властивос-
тями все частіше застосовують у конструкціях сучасних об’єктів. Порівняно з 
ізотропними металевими одношаровими пластинами та оболонками вони володі-
ють поліпшеними властивостями, через що ефективніші у використанні. Вібрації 
в шаруватих пластинах контролюють магнетореологічними віскоеластомерами 
(МРВЕ). Тому тут важливо прогнозувати динамічні характеристики таких еле-
ментів, зокрема розсіювання енергії (демпфування), контрольоване прикладеним 
магнетним полем. 

Аналіз досліджень. МРВЕ звичайно складаються зі силіконової гуми і роз-
поділених пропорційно карбонатних часток заліза. Вони поєднують такі динаміч-
ні характеристики магнетореологічної рідини і гнучкого еластичного полімеру, 
як контрольована жорсткість і частотно залежне демпфування, які можуть зміню-
ватися за мілісекунди зі зміною магнетного поля. Магнетореологічні (МР) матеріали, 
що різко змінюють свої властивості, вперше досліджували в працях [1, 2]. Вияви-
ли, що під час прикладання магнетного поля міняються як жорсткісні, так і демп-
фувальні властивості. Механічні характеристики композитів, що складаються з 
ферочастин у полімерній матриці, аналізували в праці [3]. Зосередили увагу та-
кож на застосуванні таких матеріалів і їх МР властивостях [4–8]. 

Для визначення характеристик шаруватих структур з МР шарами застосову-
вали, як правило, класичні моделі. Досліджували [4] тришарові конструкції (санд-
вічі) з внутрішнім магнетним шаром, вживаючи і аналітичні методи, і метод скін-
ченних елементів (МСЕ) [5–7]. 

Для знаходження характеристик шаруватих композицій користуються різни-
ми числовими схемами, які тісно корелюють з відомими числовими моделями ви-
значення динаміки композитних шаруватих пластин. Порівняльний аналіз теорій 
шаруватих елементів за різних умов навантаження наведено в працях [9]. Для 
дослідження динаміки тонкостінних елементів все частіше залучають теорії висо- 
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кого порядку. Тут найважливіше визначити демпфувальні властивості елементів 
конструкцій, зокрема тонкостінних шаруватих, які використовують в аерокосміч-
ній техніці, машинобудуванні та будівництві. Нижче вжито адаптивний алгоритм 
на основі узагальнених кінематичних апроксимацій і класичний метод Гальоркі-
на для системи рівнянь лінійної теорії пружності [10–16]. 

Розрахункова модель згину шаруватих балок. Розглянемо такі кінематич-
ні апроксимації довжини L і товщини 2Hp (рис. 1) тришарової балки: 
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d
ikw  – невідомі величини, а ( )k xϕ , ( )k xγ  – відомі координатні функції, що зале-

жать від граничних умов на краях балки. Вважаємо, що матеріал шарів анізо-
тропний з коефіцієнтами жорсткості, які відповідають закону Гука: 

 xx xx xx xz zzC Cσ = ε + ε , zz zx xx zz zzC Cσ = ε + ε , xz xz xzGτ = γ .  (2) 

 

Рис. 1. Схема навантаження (а) і перетин тришарової балки (b). 

Fig. 1. Loading scheme (a) and cross-section of a three-layered beam (b). 

За плоского згину коефіцієнти жорсткості матеріалу балки можна виразити 
через технічні константи: 
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Підставивши кінематичні апроксимації (1) і співвідношення (2), (3) у варіа-
ційне рівняння Гамільтона–Остроградського 
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з використанням методу Гальоркіна для гармонійних коливань 
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отримуємо систему лінійних алгебричних рівнянь для обчислення амплітуд пере-
міщень: 

 2[ ] [ ] [ ]M U i C U K U p−ω + ω + = .  (5) 

Тут εii – поздовжні деформації; γij – деформації зсуву; σii, τij – нормальні і дотичні 
напруження; V – об’єм балки; Sk, Sp – поверхні пружного защемлення та з відоми-
ми зусиллями; U , p  – вектори амплітуд переміщень і зовнішніх зусиль; k – жор-
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сткість затиску (основа Вінклера); [M], [C] – матриці мас та в’язкопружного 
демпфування; [K] – матриця жорсткості; ω – частота коливань. 

Використовуючи матрицю жорсткості системи рівнянь (5), встановимо за ві-
домою формулою [14, 15] динаміку демпфування шаруватої балки для неодно-
рідних матеріалів: 
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Тут [Ki] – компоненти матриці жорсткості для i-го прошарку; ηі – рівень демпфу-
вання в i-му прошарку; |q| – вектор розв’язку; T – індекс транспонування. Вважа-
ємо, що матриця демпфування пропорційна матриці жорсткості Ci = ηi[Ki]. 

Верифікація моделі. Порівняємо модель (1)–(5) з МСЕ (використовуємо па-
кет APM WinMachin). Використовуючи вирази (1)–(5), оцінимо коливання стале-
вої смуги завдовжки L = 0,3 m та завтовшки H = 0,01 m. Отримані значення (див. 
таблицю) близькі до одержаних МСЕ, але вищі частоти трохи менші. Це викликано 
тим, що в МСЕ розглядають плоскі елементи. Точних результатів можна досягну-
ти, взявши об’ємні елементи, як у праці [15], і достатньо подрібнивши розбиття. 

Власні частоти за різних апроксимацій 

МСЕ 
Nz = 1, 
Nx = 7 

Nz = 2, 
Nx = 7 

Nz = 3, 
Nx = 7 

Nz = 2, 
Nx = 11 

Nz = 3, 
Nx = 17 

91,365 94,18 92,64 92,64 91,11 91,11 

575,65 586,97 570,88 570,88 570,88 566,89 

1629,15 1626,63 1586,21 1586,21 1579,53 1579,53 

3196,13 3161,74 3077,13 3077,13 3058,49 3058,49 

    4988,10 4976,21 

Починаючи з апроксимації Nz = 2, Nx = 7, ці частоти міняються незначно. Для 
вільно опертої балки МСЕ дає такі значення власних частот (Hz): 267,45; 2337,0; 
6513,8; 12787,0, а знайдені аналітично: 251,96; 2265,19; 6106,77; 11484,43. 

Числові приклади. Розглянемо тришарову балку з внутрішнім МР шаром 
(ядром). Тут модулі пружності внутрішнього шару змінюються зі зміною магнет-
ного поля, що діє на нього. Комплексний модуль зсуву ядра сандвіча 

 I II
cG G iG= + ,  (7) 

де GI і GII – дійсна та уявна частини модуля зсуву. Можлива й інша форма запису 
виразу (7): 

 0( , ) ( , )(1 ( , ))cG B G B i Bω = ω + η ω ,  (8) 

де 0( , )G Bω  і ( , )Bη ω  – дійсна частина модуля і коефіцієнти втрат за в’язко-
пружного демпфування. 

На рис. 2 подані залежності модуля зсуву (дійсна і уявна частини) і коефіці-
єнта втрат внутрішнього магнетного шару від частоти коливань і напруженості 
магнетного поля. 

Модулі для кривих 1 взято з праці [5]: 

 I 2 II 20,0143 250,71 987714, 0,005 90,39 338970G B B G B B= − + + = − + + , (9) 
для кривих 2 – з [6] 

 I 2 II 23,7434 4543,2 950000, 900 209500G B B G B B= − + + = − + + , (10) 
а для кривих 3 – з [7] 

 I 2 II 23,37 4997 873000, 0,9 812,4 185500G B B G B B= − + + = − + + . (11) 
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Рис. 2. Зміна дійсної GI (а) та уявної GII (b) частин і демпфування (c) комплексного моду-
ля зсуву МР шару залежно від напруженості магнетного поля: 1–4 – модулі, отримані 

відповідно за формулами (9)–(12); штрихові лінії – матеріал MRF 132DG  
за частот 1 Hz; 100; 300 Hz. 

Fig. 2. Variations in the real GI (a), imaginary parts GII (b) and damping (c) of the complex 
shear modulus of the magneto-rheological (MR) layer by magnetic flux density: 1 – the moduli, 

obtained by Eqs. (9)– (12); dashed line – material MRF 132DG at frequencies 1 Hz; 100; 300 Hz. 

Подано (рис. 3) залежність амплітудно-частотної характеристики (АЧХ) і 
демпфування консольно закріпленої балки-сандвіча від напруженості магнетного 
поля. Довжина балки L = 300 mm, товщина всіх шарів 1 mm. Зовнішні шари з 
алюмінію, Е = 70 GPa. 

 
Рис. 3. АЧХ сандвіча (а–c) та залежність демпфування в ньому (d–f) від напруженості 

магнетного поля (a, d – В = 0; b, e – 250 G; c, f – 800 G):  
1–3 – модулі, отримані за формулами (9)–(11). 

Fig. 3. Sandwich frequency response function (FRF) (а–c) and sandwich damping (d–f)  
by magnetic flux density: (a, d – В = 0; b, e – 250 G; c, f – 800 G):  

1 – 3 – the moduli, obtained by Eqs. (9)–(11)). 

Відомі [8] дещо складніші залежності модулів МР прошарку з матеріалу 
MRF 132DG не тільки від напруженості магнетного поля, але й від частоти: 

 2 3
0 1 2( )(1 )aG a a B a B e− ω= + + −  , (12) 

де для модулів GI і GII – а0 = 192 160,6 і 45 524,40; а1 = 30 663,56 і 6757,977;  
а2 = 243,6247 і 6,441 200; а3 = 0,004 080 і 0,007 416, відповідно. 

Далі дослідимо консольно затиснуту балку з алюмінієвими, мідними та ком-
позитними обкладинками (рис. 4). Для міді Е = 95 GPa, ρ = 8900 kg/m3, а для ком-
позиту Cxx = 5400; Czz = 750 MPa; G = 200 MPa; Cxz = 372 MPa; ρ = 2400 kg/m3. 
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Рис. 4. АЧХ (a–c) та демпфування сандвіча (d–f) з алюмінієвими (a, d), мідними (b, e) та 
композитними (c, f) обкладинками залежно від напруженості магнетного поля: 1 – В = 0;  

2 – B = 250 G; 3 – B = 800 G. (1–3 – модулі, отримані за формулами (9)–(11)). 

Fig. 4. Sandwich FRF (a–c) and damping (d–f) for aluminum (а, d), copper (b, e) and  
composite (c, f): face layers by magnetic flux density: (a, d – В = 0; b, e – 250 G; c, f – 800G).  

(1–3 – the moduli, obtained by Eqs. (9)–(11)). 

Дослідимо п’ятишарову балку (рис. 5) з товщиною внутрішнього жорсткого 
шару h1 = 1 mm, двох симетрично розташованих МР h2 = 1 mm та обкладинки  
h3 = 0,5 mm. Матеріал жорстких шарів – композит, матеріал МР шарів – MRF 
132DG. Балка завдовжки 300 mm вільно оперта.  

 

Рис. 5. Залежність демпфування у три-  
та п’ятишаровій балці за напруженості 
магнетного поля: 1 – В = 10 G; 2 – 75 G; 

3 – 150 G; суцільні лінії – тришарова 
балка; штрихові  – п’ятишарова. 

Fig. 5. Dependence of damping in the three- 
and five-layered beam on the magnetic flux 
density: 1 – В = 10 G; 2 – 75 G; 3 – 150 G;  

solid lines – three-layered beam ; 
dashed – five-layered. 

ВИСНОВКИ 
За уточненими розрахунковими схемами визначено вплив магнетного поля в 

шаруватій балці на її частотний спектр і демпфування. Досліджено консольну і 
вільно оперту балки з різними МР матеріалами жорстких шарів: алюміній, мідь, 
композит. Якісний характер АЧХ і демпфування балок подібний для всіх матеріа-
лів обкладинок. Розглянуто чотири типи МР матеріалів: три – з частотно незалеж-
ними параметрами, четвертий – зі залежними від частоти і напруженості магнет-
ного поля модулями. Матеріал типу 1 найменш жорсткий і має найбільше демп-
фування, особливо за вищих частот. Матеріали 2 і 3 подібні за властивостями і 
володіють близькими динамічними характеристиками для всіх типів балок з різ-
ними жорсткими шарами. Порівняно динамічні характеристики три- і п’ятишаро-
вої балок за малих магнетних полів. Виявлено, що п’ятишарова балка має дещо 
більше демпфування (за інтенсивності магнетного поля 150 G), ніж тришарова з 
подібним розподілом матеріалів (сумарна товщина МР шарів і жорстких однакова). 
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РЕЗЮМЕ. Проанализировано динамические характеристики пластин, состоящих из 
жестких внешних слоев и внутренних с магнитореологическими (МР) свойствами. Оце-
нено влияние магнитного поля на частоту и коэффициент потерь для разных МР слоев и 
внешних жестких слоев материалов. Предложенная уточненная теоретическая модель вклю-
чает деформацию каждого слоя, в том числе деформации поперечного сдвига и попереч-
ную нормальную, а также нелинейные изменения перемещений по толщине пластины. 

SUMMАRY. The dynamic characteristics of the layered plates consisting of rigid outer 
layers and inner layers with magneto-rheological (MR) properties are analyzed. The magnetic 
field influence on the frequency and the loss factor for various MR layers and outer layers is 
evaluated. The proposed refined theoretical model includes the deformation of each layer and 
takes into account the effects of deformation of the transverse shear, transverse normal 
deformation, and nonlinear displacement changes with respect to the plate thickness. 
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