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Запропоновано метод комп’ютеризованого обчислення усередненого діаметра зерен 
мікроструктури сталі за її металографічним зображенням, який враховує розподіл 
зерен за площею, що описує закон Мандельброта–Ципфа, забезпечуючи так вищу 
достовірність результатів проти одержаних подібними відомими підходами. Це важ-
ливо під час розв’язування задач неруйнівного контролю та вирішення проблем довго-
вічності металоконструкцій. 

Ключові слова: металографічне зображення, усереднений діаметр зерна металу, 
закон Мандельброта–Ципфа, неруйнівний контроль. 

A method of computerized calculation of the average grain diameter of the metal micro-
structure based on its metallographic images that considers grain distribution by area, 
described by the Mandelbrot–Zipf law, is proposed. This method provides a higher 
reliability of calculations obtained by known approaches. This is very important in solving 
problems of non-destructive testing and durability of metal structures. 

Keywords: metallographic image, average metal grain diameter, Mandelbrot–Zipf law, 
non-destructive testing. 

Вступ. Кількість потенційно небезпечних дороговартісних металоконструкцій 
– кранів, трубопроводів, корпусів літаків тощо, які не можна вчасно модернізува-
ти, постійно зростає. Ці об’єкти відслужили свій термін експлуатації чи наближа-
ються до його завершення, тому подальша їх безпечна експлуатація можлива за умо-
ви постійного моніторингу рівня деградації матеріалу та встановлення залишко-
вого ресурсу. Однією з найуживаніших ознак деградації є динаміка зміни усередне-
ного діаметра зерен мікроструктури таких матеріалів. Створення нових видів мате-
ріалів, прогнозування їх характеристик тісно пов’язане із метричним аналізом мік-
роструктури, тобто зі статистичною оцінкою геометричних розмірів зерен металу. 

Обчислити метричні характеристики мікроструктури важливо під час неруй-
нівного контролю та визначення довговічності металоконструкцій [1, 2]. Це від-
дзеркалює закон Холла–Петча, який описує залежність міцності матеріалу від 
усередненого діаметра зерна. Тому, від точності обчислення геометрії зерен мета-
лу залежатиме точність оцінки фізико-механічних властивостей металу, зокрема, 
границі плинності і мікротвердості. 

Формулювання задачі та об’єкт дослідження. Відомо багато методів ана-
лізу геометрії зерен металу, заснованих на уточненні виділення їх меж [3], на роз-
пізнаванні образів із машинним навчанням [5], використанні опорних векторів 
регресії [6] тощо, деякі з них є у міжнародних та європейських нормативних до-
кументах ASTM E 112, DIN 50601, ISO 643 тощо [6–11]. Спільний їх недолік – ви-
користання для вимірювань лише плоского зрізу металу та неврахування просто-
рової його структури. За модельного подання мікроструктури матеріалу виникають 
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суттєві неточності в аналізі метричних характеристик зерен металу та потрібні 
коригувальні коефіцієнти. Такі моделі базуються на вимогах нормативних доку-
ментів [10], де зазначено, що під час обчислень усередненого діаметра зерна ме-
талу мають бути рівновеликими. Але насправді в мікроструктурі виробів з мета-
лу є зерна, геометричні параметри яких, наприклад, діаметри, можуть відрізняти-
ся у кілька разів. Таким чином, встановили [3–6] низку недоліків аналізу триви-
мірної структури за її двовимірним поданням та відсутність моделей, які б врахо-
вували зерна різного діаметра. Тому актуально побудувати метод оцінювання 
метричних розмірів зерен металу на основі нової моделі, яка б враховувала його 
різнозернистість. 

Досліджували мікроструктуру сталі 12Х1МФ з зони розтягу гину головного 
парогону ТЕС, експлуатованого ∼13⋅104 h (температура 540°С, тиск технологіч-
ного середовища 14 МРа). Для випроб застосовували серію цифрових зображень 
мікроструктури шліфів, вирізаних на різній відстані від зовнішньої стінки труби 
(рис. 1). 

 

Рис. 1. Зображення мікроструктури сталі 12Х1МФ (a–c)  
та відповідні гістограми розподілу зерен за площами (d–f). 

Fig. 1. Images of the microstructure of 12Х1МФ steel (a–c)  
and the corresponding histograms of grain distribution by areas (d–f). 

Обчислення усередненого діаметра зерен сталі з використанням закону 
Мандельброта–Ципфа. Усереднений діаметр зерен сталі не надає інформації 
про різнозернистість мікроструктури, але саме вона є суперечливим аспектом під 
час вибору методу обчислення усереднених параметрів елементів мікрострукту-
ри. Тому спочатку виконаємо кількісний гістограмний аналіз зерен за площами. 
Вхідні зображення (рис. 1a–c) ілюструють мікроструктуру шліфів, вирізаних на 
різній відстані від внутрішньої стінки труби в зоні гину (біля внутрішньої стінки, 
посередині та біля зовнішньої стінки) із різними усередненими діаметрами зерен 
металу. Детально вивчено локалізацію зерен мікроструктури матеріалу та обчис-
лено їх метричні параметри раніше [8], тому наведемо результати обчислень 
розподілу кількості зерен Ni за площами Si перерізу у площині шліфа (рис. 1d–f). 
На рисунку подано лише три зображення мікроструктури, а під час експеримен-
тів застосовували значно більшу їх кількість. Як бачимо, розподіл зерен за пло-
щами для шліфів з різними усередненими діаметрами подібний (рис. 2). 

Апроксимація цих результатів підтвердила гіперболічний розподіл площ зе-
рен металу у площині шліфа. Тому отримані розподіли (рис. 2) можна описати 
законом Мандельброта–Ципфа [12], згідно з яким добуток рангу об’єкта на час-
тоту його появи є постійною величиною, тобто C = const: 
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 i iN S C⋅ = . (1) 

У нашому випадку зерна ранжували за площами Si, а частота їх появи відпо-
відала кількості зерен зі заданою площею Ni. Зазначимо, що параметр C постій-
ний для зображень одного шліфа. Для інших він різнитиметься, що пояснюють 
незначною варіацією форми розподілу, яка, у свою чергу, обумовлена зміною 
усереднених площі S  та діаметра d  зерен. 

Зазначимо, що такий гіперболічний розподіл площ зерен (рис. 2) має пояснен-
ня. Відомо, що гіпербола в логарифмічному масштабі за двома осями трансформу-
ється в пряму, яка згідно з теорією Мандельброта свідчить про фрактальність до-
сліджуваних об’єктів [12], зокрема, мікроструктури шліфа. Застосуємо отриманий 
розподіл складників мікроструктури, щоб обчислити усереднений діаметр зерен 
металу. Для цього подамо графік їх розподілу в іншому вигляді (рис. 3). 

 

                                 Рис. 2. Fig. 2.                                                     Рис. 3. Fig. 3. 

Рис. 2. Розподіл зерен мікроструктури (див. рис. 1a–c)  
за площами їх перерізу (див. рис. 1d–f). (Пояснення див. таблицю). 

Fig. 2. Distribution of grains of microstructure (see Fig. 1a–c)  
by the areas of their section (see Fig. 1d–f). (see explanations in Table). 

Рис. 3. Схема гіперболічного розподілу зерен мікроструктури металу за їх площами. 

Fig. 3. Scheme of the hyperbolic distribution of grains of the metal microstructure by their areas. 

З урахуванням виразу (1) гіперболічний розподіл на рис. 3 можна подати так: 
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1
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N

= ⋅∫ , (2) 

де maxN  – максимальна кількість зерен з деякою площею; S  – усереднена їх 
площа. 

Звідси 
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S

N

⋅
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Отже, з виразу (3) можна обчислити усереднену площу зерна металу за зо-
браженням мікроструктури шліфа. Перевагою запропонованого методу є те, що 
він враховує різнозернистість мікроструктури. 

Апробація методу. Обчислимо усереднені площі зерен за металографічни-
ми зображеннями на рис. 1а–c, використовуючи підхід (1). Параметр С у виразі 
(3) визначимо експериментально з графіка на рис. 2 та з урахуванням виразу (1). 
Він залежить від форми розподілу (рис. 4) та придатний для опису різнозернис-
тості металу. 
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Рис. 4. Взаємозв’язок параметра С  
у виразі (1) та форми розподілу зерен 
мікроструктури металу за їх площами. 

Fig. 4. Relationship between the parameter 
C in expression (1) and the shape  

of the grain distribution of the metal 
microstructure by their areas. 

 

Припускаючи, що зерна мають округлу форму, за площею S обчислимо їх усе-

реднений діаметр d , застосовуючи відомий вираз (4 / )d S= ⋅ π  (див. таблицю). 

Результати обчислень геометричних параметрів зерен мікроструктури  
шліфа металу 

Параметри Зображення на рис. 1 

Геометричні параметри зерен мікрострук-
тури металу 

а b c 

Усереднена площа S , µm2 1000,5 912,8 543,0 

Усереднений діаметр d , µm, обчислений 
за запропонованим методом 

35,7 34,1 26,3 

Усереднений діаметр d , µm, знайдений 
методом січних [8] 

37,1 37,4 29 

Відносна похибка під час обчислення усе-
редненого діаметра, % 

3,8% 8,8% 9,3% 

Проаналізуємо результати кількісної оцінки усередненого діаметра d  зерен 
металу за запропонованим методом. Тенденція його зміни корелює з даними, на-
веденими раніше [8]. Мінімальне значення зафіксували поблизу зовнішньої по-
верхні труби (див. рис. 1) у розтягнутій зоні гину внаслідок тріщин повзучості. 

Порівняємо наші результати (див. рис. 1a–c) з одержаними дослідниками-
матеріалознавцями методом січних [8]. Вони дещо відрізняються від наведених у 
праці [8] (максимальне відхилення становить 9,3%). Це пояснюють тим, що мо-
дельне подання мікроструктури металу зі застосуванням закону Мандельброта–
Ципфа надає повнішу та точнішу інформацію про розподіл зерен, яка є основою 
для обчислення усередненого діаметра за виразами (2) та (3). Перевагою запропо-
нованого методу є те, що розподіл Мандельброта–Ципфа можна сформувати, 
апроксимуючи усереднені діаметри невеликої кількості зерен на шліфі, що доціль-
но для металографічних зображень з низькою візуальною якістю. Важлива пере-
вага методу – можливість обчислити усереднений діаметр зерен у автоматизова-
ному режимі, а отже, опрацювати більше металографічних зображень та усеред-
нити результати великої кількості вимірювань, чого важко досягнути вручну. 
Підвищуючи точність кількісного оцінювання усередненого діаметра зерен, який 
застосовують у законі Холла–Петча, можна достовірніше визначати характерис-
тики міцності, зокрема, границю плинності і мікротвердість металу. 

ВИСНОВКИ 
Запропоновано метод комп’ютеризованого обчислення усередненого діамет-

ра зерен мікроструктури металу за його металографічними зображеннями на 
прикладі експлуатованої паропровідної сталі 12Х1МФ. Під час побудови методу 
застосовано модель розподілу зерен за площею, яка ґрунтується на законі Ман-
дельброта–Ципфа. Таке модельне подання дає можливість врахувати різнозер-
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нистість мікроструктури та забезпечує вищу достовірність обчислень усередне-
ного діаметра зерен металу порівняно з відомими підходами. Застосовуючи одер-
жані результати у законі Холла–Петча, можна збільшити точність вимірювання 
характеристик міцності, зокрема, границі плинності і мікротвердості сталі, що 
важливо для розв’язання задач неруйнівного контролю та визначення довго-
вічності металоконструкцій. 
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