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ОПТИМІЗАЦІЯ ФОРМ ОТВОРІВ У КВАЗІОРТОТРОПНІЙ ПЛАСТИНІ 
ЗА ДВОВІСНОГО РОЗТЯГУ  
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Фізико-механічний інститут ім. Г. В. Карпенка НАН України, Львів 

На основі розв’язків плоских задач теорії пружності квазіортотропного тіла з криво-
лінійним отвором побудовано аналітико-числовий алгоритм визначення оптималь-
ної форми отвору (з мінімальною концентрацією напружень) для двовісного розтягу 
пластини. Прямі задачі теорії пружності для квазіортотропних пластин з гладкими 
отворами розв’язано методом сингулярних інтегральних рівнянь. Розв’язки оберне-
них задач з невідомими формами отворів зведено до мінімізації багатопараметрич-
ного функціонала середньоквадратичних відхилень розтягувальних напружень 
вздовж контурів отворів від заданих їх значень. Знайдено форми оптимальних отво-
рів у квазіортотропній пластині за різних розтягувальних напружень на нескінчен-
ності у напрямах осей ортотропії.  

Ключові слова: квазіортотропний матеріал, плоский напружений стан, опти-
мальні отвори, концентрації напружень, сингулярні інтегральні рівняння.  

Based on the solutions of the plane problems of the theory of elasticity for a quasi-ortho-
tropic body with a curvilinear hole, an analytical-numerical algorithm for determining the 
optimal shape of the hole (with a minimum stress concentration) for biaxial plate tension 
is constructed. The direct problems of the theory of elasticity for quasi-orthotropic plates 
with smooth holes are solved by the method of singular integral equations. The solutions 
of the inverse problems with unknown shapes of the holes are reduced to minimizing the 
multiparametric functional of the standard deviations of tensile stresses along the contours 
of the holes from their given values. The shapes of optimal holes in a quasi-orthotropic 
plate for different tensile stresses at infinity in the directions of orthotropy axes are found. 

Keywords: quasi-orthotropic material, plane stress state, optimal holes, stress concen-
tration, singular integral equations. 

Вступ. Задачі оптимізації форм різного роду елементів конструкцій нале-
жать до обернених задач теорії пружності з невідомими межами і їх зводять до 
мінімізації т. зв. функціоналів якості, побудова яких ґрунтується на розв’язках 
відповідних прямих задач. Низку задач для таких отворів у пружній ізотропній 
площині розв’язано різними методами [1–5]. Відповідні задачі оптимізації форм 
отворів для анізотропних тіл (різного роду композитних матеріалів) значно 
складніші, оскільки напружений стан таких тіл суттєво залежить як від способу 
навантаження, так і від орієнтації самих отворів відносно осей анізотропії мате-
ріалу. Деякі розв’язки таких задач отримано для анізотропних пластин [4, 6]. 

Нижче розглянуто задачу оптимізації форми отвору в квазіортотропній плас-
тині за двовісного розтягу на нескінченності. Для прямих задач плоскої теорії 
пружності для квазіортотропних тіл з отворами використано ефективні розв’язки, 
отримані методом сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) [7–10]. Розв’язки 
обернених задач для областей з невідомими межами побудовано на основі відо-
мої методики [5]. Для мінімізації багатопараметричного функціонала середньо-
квадратичних відхилень розтягувальних напружень, які діють на контурі отвору  
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у тангенціальному напрямі, від заданих значень застосовано квазіньютонівський 
метод з використанням скінченно-різницевих перших похідних [11].  

Формулювання оберненої задачі з невідомою межею пружного тіла. Роз-
глянемо задачу теорії пружності для нескінченної квазіортотропної пластини з 
гладким отвором, на контурі L якого задані напруження 

 * * *( ) ( ) ( ),N t iT t p t t L+ = ∈ , (1) 

де * ( )N t  і * ( )T t  – нормальна та дотич-
на компоненти вектора напружень, 
прикладених до контуру отвору із зов-
нішньою нормаллю n (рис. 1). За додат-
ний прийнято напрям обходу контуру 
L, за якого область тіла S+ залишається 
зліва. На нескінченності пластина роз-

тягується напруженнями =x q∞σ  і 

=y p∞σ . Напрямки осей x і y декарто-

вої системи координат вибрано вздовж 
головних осей ортотропії. Тут квазіор-
тотропний матеріал – окремий клас ви-
роджених ортотропних матеріалів, для 
яких корені характеристичного рівнян-
ня кратні і суто уявні 1 2 iµ = µ = γ  [7, 10]. Для плоского напруженого стану 

4 x yE Eγ =  – основний параметр ортотропії, а модуль зсуву виражається через 

інші сталі залежністю / [2( )]x x y xyG E E E= + ν , де ,  x yE E  – модулі пружності 

вздовж осей x і y, xyν  – коефіцієнт Пуассона. Для ізотропного матеріалу пара-

метр γ = 1.  
Необхідно знайти форму криволінійного отвору 0L , у всіх точках якого нор-

мальні напруження в напрямі дотичної * ( )s tσ  набували б сталих значень  

 *
0( ) const,s t c t Lσ = = ∈ . (2) 

Такі отвори називатимемо оптимальними. За довільного навантаження контуру 
отвору (1) сталу c треба знаходити з розв’язку задачі. Для вільних отворів 

( * ( ) 0p t = ) у ізотропних пластинах під дією вищезаданого двовісного наванта-

ження ця стала відома [2, 5]: c p q= + . 
Для однозначності розв’язку оберненої задачі з невідомою межею тіла необ-

хідно задати додаткові умови. Для пластини з одним отвором достатньо задати 
один параметр, наприклад, його діаметр чи площу. Крім того, не завжди існують 
розв’язки таких задач. Надалі розглядатимемо лише такі навантаження, для яких 
оптимальні форми отворів існують. 

Пряма задача. Першу основну задачу плоскої теорії пружності для нескін-
ченного квазіортотропного тіла з гладким отвором розв’язуватимемо методом 
СІР [10]. Застосуємо метод суперпозиції, шукаючи комплексні потенціали напру-

жень для квазіортотропного тіла у вигляді 0
1 1 1 1 1 1( ) = ( ) ( )z z z∗Φ Φ + Φ , 1 1( )z∗Ψ =  

0
1 1 1 1( ) ( )z z= Ψ + Ψ , де 0 2

1 1( ) ( ) / 4,z p q−Φ = + γ  0 2
1 1( ) ( ) / 2z p q−Ψ = − γ  – задані 

функції, що описують однорідний напружено-деформований стан у суцільній 
квазіортотропній пластині без отворів, а потенціали 1 1( )zΦ  і 1 1( )zΨ  визначають 

 

Рис. 1. Пружна квазіортотропна пластина 
з гладким криволінійним отвором.  

Fig. 1. An elastic quasi-orthotropic plate  
with a smooth curvilinear hole.  
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збурений напружений стан, зумовлений отворами [9, 10]. Комплексні потенціали 
напружень 1 1( )zΦ  та 1 1( )zΨ  і самі інтегральні рівняння для такої задачі мають 
аналогічний вигляд, як і для ізотропного матеріалу [5], однак записані у матема-
тичній площині 1z x i y= + γ  (тут і надалі індекс “1” позначає запис відповідних 

величин у площині 1z , зокрема, точці 1 1t L∈  відповідає точка t L∈  у площині 

z x iy= +  [8–10]). Крайову умову (1) для збуреного напруженого стану запишемо 

в площині z1 у вигляді  

  [ ] 1 1
1 1

1
( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

2
ɶ ɶ

n n
ds dt dt

i X Y P t P t p t p t
dt dt dt

 γ − = = = + γ − − γ γ  
,  t L∈ , (3) 

де nX  і nY  – декартові компоненти вектора напружень, що діють зі сторони зов-
нішньої нормалі n на криволінійному контурі L;  

 *( ) = ( ) { ( ) / } / 2p t p t p q p q dt dt− + + − . 

Знайшовши граничні значення комплексних потенціалів при 1 1 1z t L→ ∈  і 
задовольнивши з їх допомогою крайову умову (3), отримаємо СІР  

 
1

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12

1 11

[ ( , ) ( ) ( , ) ( ) ] ( )
2

ɶ

L

M dt a ds
K t g d L t g d P t

dt l dtit
′ ′τ τ τ + τ τ τ − + = π∫ . (4) 

Тут 1 1 1 1
1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 11 1

1 1 1 1 1
( , ) ;   ( , )

2 2 ( )

dt t dt
K t L t

t t dt t dtt

   τ −
τ = + τ = −  τ − τ − τ − τ −    

, 1 1( )g t′  – 

шукана комплексна неперервна функція на контурі 1L ; 1s  – дугова абсциса, що 

відповідає точці 1t , l – довільний параметр задачі розмірності довжини; 

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )
L

M i g t t dt g t t dt ′ ′= − ∫ , 
1

1 1 1 1( )
L

a g t dt′= ∫  – нульові доданки, які забезпечу-

ють єдиність розв’язку СІР за довільної правої частини 1 1( )ɶP t  (3) [9, 10]. Число-
вий розв’язок СІР знаходимо методом квадратур.  

Коли контур отвору вільний від навантажень ( * ( ) 0p t = ), то контурні напру-
ження визначаємо з виразу 

 

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1

Re{2(1 ) ( ) (1 ) [ ( ) ( )] / }

2 Im{ ( )} (1 ) (1 )Re{ / } .

s ig t i g t g t dt dt

g t dt dt

′ ′ ′σ = + γ + − γ − =

 ′= − + γ − − γ
 

  (5) 

Тут і надалі * ( ),s s t t Lσ ≡ σ ∈  – нормальні напруження на контурі отвору у тан-
генціальному напрямі (рис. 1).  

Аналітичний розв’язок для еліптичного отвору в квазіортотропній пла-
стині. Щоб отримати аналітичний розв’язок для напружень sσ  за двовісного 

розтягу на нескінченності =x q∞σ , =y p∞σ  квазіортотропної пластини з вільним 

( * ( ) 0p t = ) еліптичним отвором  

 ( ) {cos( ) sin( )}, / , [0; 2 ]t a i b a= ω ξ = ξ − ε ξ ε = ξ∈ π  (6) 

(див. схему на рис. 2a), використаємо відомий [10, 12] розв’язок за вертикального 
розтягу такої пластини  

  
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

(sin cos )( cos 2 cos sin )
( , )

(sin cos )
s p p

γ ξ + ε ξ ε γ ξ + εγ ξ − ξσ ξ =
ξ + ε γ ξ

. (7) 
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Рис. 2. Форми отворів у І квадранті (a–c) та відповідні їм розподіли напружень σs /σ (d–f) 
для параметра ортотропії γ = 1,4 за навантажень p = q = σ (a, d); p = 0,5σ, q = σ (b, e);  

p = σ, q = 0,5σ (c, f) : 1 – коло; 2 – оптимальний з множини еліпсів; 3 – оптимальний отвір.  

Fig. 2. Shapes of the holes in the first quadrant (a–c) and the corresponding stress distributions 
σs /σ (d–f) for the orthotropy parameter γ = 1.4 for loads p = q = σ (a, d); p = 0.5σ, q = σ (b, e); 

p = σ, q = 0.5σ (c, f): 1 – circle; 2 – optimal of the multiplicity of ellipses; 3 – optimal hole. 

Зробивши у виразі (7) заміну ,   1p q→ γ → γ , 1 / , / 2ε → ε ξ → ξ + π , для гори-

зонтального розтягу =x q∞σ  отримаємо:  
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2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

(cos (1 / ) sin )((1 / ) sin (2 / )sin cos ) /
( , )

(cos (1 / ) sin )
s q q

ξ + ε ξ εγ ξ + εγ ξ − ξ γσ ξ =
ξ + εγ ξ

. (8) 

Додавши вирази (7) і (8), матимемо контурні напруження ( )s tσ  для еліптичного 

отвору за двовісного розтягу квазіортотропної пластини напруженнями q i p 
вздовж x,y-осей координат  

 ( ) ( , ) ( , ), [0; 2 ]s s sp qσ ξ = σ ξ + σ ξ ξ ∈ π . (9) 

Знайдемо таке співвідношення 0 0 /b aε =  півосей еліпса (6), для якого 

напруження (9) в осьових точках (0), ( / 2)A B= ω = ω π  однакові: ( ) ( )s sA Bσ = σ . 
З цієї умови на основі виразів (7)–(9) одержимо: 

 2 2
0 01 2 / ( ) / (1 2 )ɶ ɶ+ γε − ε γ = + γε ε − γ ;   2

0 2 1 2 18 / / (2 )c c c c ε = + γ − 
 

, (10) 

де /ɶ q pε = , 2 2
1 22 , ( 1)( / 1)ɶ ɶc c= γε = γ + ε γ − . Такі еліпси (оптимальні з множини 

еліпсів) можуть слугувати першим наближенням для пошуку оптимальних 
отворів у квазіортотропній пластині. Для ізотропної пластини (γ = 1) отримаємо 
відомий результат 0 0 / /b a p qε = =  [1–3, 5] з однаковими напруженнями 

( )s p qσ ξ = +  по всьому контуру еліптичного отвору.  

Числова оптимізація форм отворів. Розв’язавши числово СІР (4) для де-
якого початково заданого (еліптичного (6) або колового) контуру L, знайдемо 

напруження (9) у n вузлових точках ( ); 2 ( 1) / ; 1,j j j n j nω ξ ξ = π − = . Розглянемо 

функціонал середньоквадратичного відносного відхилення цих напружень від 
усередненого значення [5] 

 [ ] ( ){ }2

1

1
( , ) /P P ɶ ɶ

n

s j s s
j

F
n =

 = σ ω ξ − σ σ ∑ ,   
1

1
( )ɶ

n

s s j
jn =

σ = σ ξ∑ , (11) 

де 1 2( , ,..., )P MP P P=  набір параметрів задачі оптимізації, за допомогою яких ви-
значатимемо M-параметричне рівняння контуру L 

 ( , ) ( , ) ( , ); [0; 2 ]P P Pt x iy= ω ξ = ξ − ξ ξ∈ π . (12) 

Мінімізуючи функціонал (11) за параметрами ( 1, )mP m M= , знайдемо такі їх 

значення 0
mP  (параметри оптимальної форми контуру), за яких напруження 

( )sσ ξ  вирівнюються по всьому контуру, тобто виконується функціональна умова 
0[ ]PF < ∆ , де ∆ – задане допустиме відхилення відносних контурних напружень 

від усереднених на шуканому контурі. Для мінімізації багатопараметричного 
функціонала (11) застосовано квазіньютонівський метод з використанням скін-
ченно-різницевих перших похідних [11].  

Алгоритм розрахунку оптимальних форм отворів у квазіортотропній пластині 

проілюстровано для двох значень основного параметра ортотропії 4 x yE Eγ = = 

= 1,4 (рис. 2) та γ = 2,6 (рис. 3), де співвідношення x yE E  взяті з характеристик 

ортотропних матеріалів E-Glass/Epoxy (Ex = 41,4 GPa; Ey = 10,3 GPa; Gxy = 4,27 GPa; 
νxy = 0,28) та Graphite/Epoxy (Ex = 294 GPa; Ey = 6,34 GPa; Gxy = 4,9 GPa; νxy = 0,23) 
[13]. Розглянуто три випадки двовісного розтягу пластини на нескінченності на-

пруженнями =x q∞σ  і =y p∞σ : p = q = σ (рис. 2a, d; 3a, d); p = 0,5σ, q = σ (рис. 2b, 

e; 3b, e) і p = σ, q = 0,5σ (рис. 2c, f; 3c, f), де σ – загальний параметр навантажен-
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ня. Для параметра ортотропії γ = 1,4 оптимальний контур шукаємо у вигляді (12) 
за допомогою тригонометричних рядів з M = 5 параметрами  

 1 2 1 2

3 4 5

( , ) / cos( ) cos(3 ) (1 )cos(5 );

( , ) / sin( ) sin(3 ) sin(5 ); [0; 2 ],

P

P

x a P P P P

y a P P P

ξ = ξ + ξ + − − ξ
ξ = ξ + ξ + ξ ξ ∈ π

 (13) 

де враховано x,y-симетрію задачі та фіксацію контуру у точці A ( ( 0)x aξ = = ). 
Знайдено розподіли напружень (9) на стартових колових отворах (рис. 2d–f; 

3d–f, криві 1), на оптимальних з множини еліпсів (з параметрами, для яких 
( ) ( )s sA Bσ = σ ) (криві 2) та на знайдених оптимальних отворах (12), (13) (криві 3). 

Обчислено параметри оптимальних отворів та максимальні відносні відхилення  

δ (%) напружень ( )s jσ ξ  від усереднених ɶ sσ  ( max ( ( ) ) / 100%ɶ ɶs j s sδ = σ ξ − σ σ ) на 

них та відповідні δ0 (%) – на оптимальних з множини еліпсів (табл. 1).  

Таблиця 1. Параметри оптимальних отворів (M = 5; γγγγ = 1,4)  
та максимальні відносні відхилення контурних напружень від усереднених 

γ = 1,4 0
1P  0

2P  0
3P  0

4P  0
5P  δ, % δ0, % ε0 = b0 /a 

p = q = σ 0,989 0,016 0,991 –0,014 –0,005 0,12 6,12 1,021 

p = σ/2, q = σ 0,993 0,023 0,506 –0,015 –0,010 0,52 6,07 0,500 

p = σ, q = σ/2 0,986 0,021 1,952 –0,011 –0,007 0,82 7,30 2,074 

Для квазіортотропної пластини з більшим параметром γ діапазон значень 
контурних напружень σs значно ширший і для задовільної мінімізації функціона-
ла (11) оптимальний контур необхідно шукати за більшої кількості параметрів 
Pm. Для параметра γ = 2,6 (рис. 3) пошук здійснено за аналогічними розкладами з 
М = 9 параметрами Pm (табл. 2) 

 1 2 3 4

1 2 3 4

( , ) / cos( ) cos(3 ) cos(5 ) cos(7 )

(1 )cos(9 );

Px a P P P P

P P P P

ξ = ξ + ξ + ξ + ξ +
+ − − − − ξ

 

 5 6 7 8 9( , ) / sin( ) sin(3 ) sin(5 ) sin(7 ) sin(9 ); [0; 2 ].Py a P P P P Pξ = ξ + ξ + ξ + ξ + ξ ξ∈ π   

Для параметра ортотропії γ = 1 (ізотропного матеріалу) отримуємо відомі  
[1–3, 5] еліптичні контури отворів зі співвідношенням півосей b/a = p/q.  

Таблиця 2. Параметри оптимальних отворів 0 ( 1,9)m mP P m= == == == =  та максимальні 

відносні відхилення контурних напружень від усереднених (γγγγ = 2,6) 

γ = 2,6 P1 / P5 P2 / P6 P3 / P7 P4 / P8 P9 δ, % δ0, % ε0 = b0 /a 

p = q = σ 
1,030 
0,820 

0,037 
–0,205 

–0,079 
–0,040 

0,011 
0,018 

–0,001 5,22 56,9 1,383 

p = σ/2, q = σ 
0,908 
0,557 

0,084 
–0,014 

0,039 
–0,024 

–0,021 
–0,024 

–0,003 5,23 40,8 0,643 

p = σ, q = σ/2 
0,951 
1,524 

0,028 
–0,082 

–0,027 
0,093 

0,051 
0,033 

–0,022 4,49 69,6 2,875 

Розподіли напружень σs (9) по колових та еліптичних отворах за двовісного 
розтягу квазіортотропних пластин якісно різняться від аналогічних для ортотроп-
них [6, 14]. Зокрема, для всестороннього розтягу (p = q) квазіортотропної пласти-
ни з коловим отвором максимальні напруження σs отримано у діапазоні значень 
параметра ( )ξ∈ π / 4; π / 3  (рис. 2d, 3d), коли для ортотропних пластин вони мак- 
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Рис. 3. Форми отворів у І квадранті (a–c) та відповідні їм розподіли напружень σs /σ (d–f) 
для параметра ортотропії γ = 2,6 за навантажень p = q = σ (a, d); p = 0,5σ, q = σ (b, e);  

p = σ, q = 0,5σ (c, f): 1 – коло; 2 – оптимальний з множини еліпсів; 3 – оптимальний отвір.  

Fig. 3. Shapes of the holes in the first quadrant (a–c) and the corresponding stress distributions 
σs /σ (d–f) for the orthotropy parameter γ = 2.6 for loads p = q = σ (a, d); p = 0.5σ, q = σ (b, e); 

p = σ, q = 0.5σ (c, f): 1 – circle; 2 – optimal of the multiplicity of ellipses; 3 – optimal hole. 
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симальні в осьових точках ( 0 2ξ = ; ξ = π / ) [6, 14]. Внаслідок різних розподілів 

напружень σs у квазіортотропних і ортотропних пластинах форми оптимальних 
отворів у них теж різні (за однакових двовісних навантажень). З ростом парамет-
ра γ оптимальні отвори стискаються у міжосьовому діапазоні ( 8 3 8π / < ξ < π / ) 
для квазіортотропних пластин (рис. 3d, e, f, криві 3) і навпаки – розтягаються для 
ортотропних [6].  

ВИСНОВКИ  
Запропоновано методику визначення оптимальних контурів отворів у квазі-

ортотропних пластинах, яка ґрунтується на числовому розв’язуванні сингулярних 
інтегральних рівнянь. Обернені задачі теорії пружності для квазіортотропного ті-
ла з невідомою межею зведено до мінімізації багатопараметричного функціонала 
середньоквадратичних відхилень нормальних напружень від заданих сталих. Для 
цього використано ефективні розв’язки відповідних прямих задач для плоского 
квазіортотропного тіла з гладким отвором. Знайдено оптимальні форми отворів 
для трьох випадків двовісного розтягу пластин з різними параметрами ортотро-
пії. На відміну від ізотропних тіл незначні зміни форми отвору в квазіортотроп-
ній пластині призводять до суттєвих змін у розподілах контурних напружень.  
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