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ОСНОВНІ ЗАСАДИ ТА МЕЖІ ЗАСТОСОВНОСТІ ТЕОРІЇ 
ПЛАСТИЧНОСТІ, ЗАСНОВАНОЇ НА КОНЦЕПЦІЇ КОВЗАННЯ  

І ПОСТУЛАТІ ІЗОТРОПІЇ ІЛЮШИНА 

М. Ю. ШВАЙКО 

Дніпровський національний університет ім. Олеся Гончара 

Проаналізовано диференціально-нелінійний варіант теорії пластичності, яка задо-
вольняє відомі фундаментальні принципи і постулати механіки деформівного твер-
дого тіла та враховує взаємовплив механізмів непружного деформування матеріалів. 
Аналітичні та чисельні експериментальні дослідження засвідчили можливість і пер-
спективність її використання для опису непружного деформування полікристаліч-
них матеріалів за простого і складного навантажень. Особливу увагу приділено фор-
мулюванню та розв’язуванню задач про стійкість елементів конструкцій з урахуван-
ням пам’яті матеріалу. 

Ключові слова: пластичність, складне навантаження, стійкість. 

Differential nonlinear variant of the theory of plasticity which satisfied known and funda-
mental principles and postulates of the mechanics of solid body deformation and takes into 
account mutual influence of the mechanism of non-elastic deformation of materials is ana-
lyzed. Analytical and numeric experiments proved the possibility and perspectives of the 
use of the proposed theory of plasticity for the description of the non-elastic deformation 
of polycrystal materials under the simple and complex loading. Peculiar attention is paid 
to the formulation and solution of the problems of the structural elements strength with the 
reference to the material memory. 

Keywords: plasticity, complex loading, endurance. 

Вступ. Механізм непружного деформування реального полікристалічного 
тіла – конгломерату кристалічних зерен з дефектами типу дислокацій, вакансій, 
упроваджень тощо – досить складний фізичний процес, який до того ж суттєво 
залежить від зовнішніх умов [1]. За помірних температур та швидкостей наванта-
ження пластична деформація розвивається, в основному, за дислокаційним меха-
нізмом зсуву одних прошарків матеріалу відносно інших. Однак адекватно кіль-
кісно описати непружну деформацію, враховуючи принципи фізичної теорії дис-
локацій, ще зарано. Тому серед мікроструктурних механізмів непружного дефор-
мування твердих тіл доводиться поки що враховувати головні середньостатис-
тичні дані та коригувати одержані результати з макроекспериментом [1–3]. 

Варіанти теорії пластичності, в основу яких покладена концепція ковзання, 
будують у двох напрямках [2–5]. До першого відносять теорії, в яких механічні 
властивості кристалічних тіл визначають, враховуючи характеристики окремих 
кристалічних зерен та спосіб їх взаємодії. Теорії другого напрямку не розгляда-
ють мікроструктуру матеріалу. Реальне тверде тіло замінює модель суцільного 
однорідного середовища. При цьому вважають, що поведінка такого середовища 
відтворює інтегрально деформацію реального кристалічного тіла [1–5]. 

Автори вказаних публікацій запропонували новий перспективний шлях роз-
витку теорії пластичності, що ґрунтується на фізичному механізмі непружного 
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деформування матеріалів. А недолік і “фізичних” [2–6], і “суто” феноменологіч-
них теорій [7] – неврахування взаємовпливу механізмів непружного деформуван-
ня, зокрема, систем ковзання по різних площинах та напрямках. Це врешті-решт 
призводило до неадекватного опису деформаційної анізотропії матеріалів та 
одержаних у макроексперименті закономірностей пластичного деформування під 
складним навантаженням. Огляд результатів цих теорій пластичності подано, 
зокрема, в публікаціях [3, 8–10, 14].  

У механіці деформівного твердого тіла концепцію ковзання з урахуванням 
взаємодії механізмів непружного деформування, мабуть, вперше започаткували в 
працях [11, 12], де закладені основи диференціально-нелінійного варіанта теорії 
пластичності, заснованій на нелінійній моделі плоско-пластичного середовища з 
урахуванням взаємодії систем ковзання [12], а також постулаті ізотропії Ілюшина 
[13], підтвердженого численними експериментальними дослідженнями. 

Проаналізуємо ці складники варіанта теорії пластичності, яка стала робочою 
під час формулювання та розв’язування прикладних задач механіки деформівно-
го твердого тіла. 

Плоска деформація пружно-пластичного тіла. Розглянемо в системі коор-

динат 1 2 3Ox x x  призматичне тіло умовно нескінченної довжини [ ]( )3 , ,x ∈ −∞ ∞ зі 

сталими по довжині поперечними перерізами і зовнішнім навантаженням. Тут 

компоненти вектора переміщень ( )�u  і тензора деформації ( )jiε  визначають фор-

мули [9] 

 ( )1 1 1 2,u u x x= ,   ( )2 2 1 2,u u x x= ,   3 0u = ; (1) 
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З закону Гука та всіх опублікованих на сьогодні теорій пластичності із 
рівностей (3) випливає рівність нулю дотичних напружень: 

                        13 23 0τ = τ = .       (4) 

Далі компоненти тензора деформації 

ijε  подамо як суму пружних ( )e
ijε  та плас-

тичних ( )p
ijε  складників: 

                        ( ) ( )p
ij ij ij

eε = ε + ε .      (5) 

Пружні визначає закон Гука. Плоско-
пластичною назвемо деформацію, за якої її 

компоненти ( )
3
p

iε  (і = 1, 2, 3) у напрямку осі 

х3 рівні нулю. Така деформація, яку визна-
чають нерівні нулю компоненти 

( )1 211 ,p x xε , ( ) ( )1 222 ,
p

x xε , ( ) ( )1 212 ,
p

x xε , може 

відбуватися шляхом ковзання прошарків 
матеріалу площинами, паралельними осі х3, 
у напрямках n і l, перпендикулярних до неї (рис. 1).  

 
Рис. 1. Модель ковзання за плоско-
пластичної деформації зсувом.  

Fig. 1. The model of sliding under 
plane-plastic shear deformation. 
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Розглянемо тепер на прикладі плоско-пластичної деформації розвиток сис-
тем ковзання в часі. Поки що вважатимемо максимальне дотичне напруження 

( )max tτ  функцією, що монотонно зростає. В деякий початковий момент часу 

0t t=  воно досягає початкового опору зсуву sτ . При цьому відбувається нескін-

ченно мале ковзання в напрямку дії напруження ( )max 0tτ . З іншого боку, у цьо-

му напрямку матеріал максимально зміцнюється. Внаслідок цього з підвищенням 
навантаження подальші ковзання здійснюватимуться по множині взаємно пер-
пендикулярних напрямків n(θ) і ( )2l π + θ , 1 2[ ( ), ( )]t tθ∈ −α α , на яких дотичні 

напруження досягають опору зсуву (рис. 2). 
Розглянемо спочатку систему ков-

зань між кутами θ і θ + dθ. Пластичну 
деформацію зсуву від цих ковзань всере-
дині кута dθ подамо у вигляді 

                   ( ) 1
( , )

2
p

nd t dγ = ϕ θ θ .  (6) 

Функцію ( ),tϕ θ  далі називатимемо ін-

тенсивністю ковзань. 
Згідно зі законом парності дотич-

них напружень одночасно із ковзанням у 
напрямку n відбуватимуться ковзання в 

напрямку l n⊥ , так що ( ) ( )p p
nld dγ = γ . 

Позначимо через ( ) ( ) ( )
ɺ ɺ ɺ

p pp
nnl ld d dγ = γ + γ  

швидкість пластичної деформації зсуву 
на осях nl від елементарних ковзань у 
вказаних взаємно ортогональних на-
прямках. Враховуючи формулу (6), запи-
шемо: 

 ( ) ( ),ɺ
p

nl td t d′ θϕγ = θ ,  (7) 

де ( ) ( ), ,t t t t′ θ = ∂ϕ θ ∂ϕ  – швидкість інтенсивності ковзань. 

Пластична деформація викликає анізотропію матеріалу, яка в першу чергу 
проявляється в зміні опору зсуву ( )0,mR tθ , під яким розуміємо віднесену до 

одиниці площі силу опору ковзанню по заданій площині в заданому напрямку 

( )0m θ . Вважатимемо [12, 14], що відношення ( )/ɺ ɺ
p

m nldR d γ , де ɺ
mdR  – приріст 

швидкості опору зсуву в заданому напрямку ( )0m θ  від елементарних ковзань у 

напрямках n і l, залежить від кута 0ω = θ − θ  між напрямками ( )0m θ  і ( )n θ ; 

інтенсивності накопиченої до моменту часу 0t t>  пластичної деформації ( )p
uε ; її 

екстремальних значень *
kλ , що відповідають зміні знака швидкості ( )

ɺ
p

uε , або мак-

симальному значенню ( )p
uε  за всю історію навантаження, а також знака µ  

(µ = ±1) добутку функції інтенсивності зсуву ( ),tϕ θ  та її швидкості ( ),t t′ϕ θ .  

У результаті одержимо: 

 

Рис. 2. Розвиток у часі пластичної 
деформації зсуву залежно від ковзання 

взаємно перпендикулярними 
площинами. 

Fig. 2. Evolution in time of the plastic 
shear deformation depending on the sliding 

along mutually perpendicular areas. 
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 = ω ε λ µ
  γ
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Функція ( ) *, , ,i
p

R  ω ε λ µ
  

 характеризує чутливість плоского середовища до 

деформаційної анізотропії та визначає спосіб взаємодії механізмів пластичного 
деформування (в даному випадку – систем ковзання).  

З урахуванням залежності (8) сформулюємо основні постулати нелінійної 
моделі плоско-пластичного середовища [12, 14]: у початковий момент часу ( )0t  

воно ізотропне; деформацію визначає закон Гука, доки максимальне дотичне на-
пруження не перевищує деякого значення sτ , яке називають початковим опором 

пластичному зсуву; плоско-пластична деформація ( ( )
3 0;
p

iε =  і = 1, 2, 3) відбува-

ється шляхом ковзання одних прошарків матеріалу відносно інших взаємно пер-
пендикулярними площинами паралельно осі х3 у напрямках n та l, перпендику-
лярних до неї, і супроводжується розвитком деформаційної анізотропії згідно зі 
законом (8); на площинах ковзання опір зсуву mR  та швидкість його приросту 
ɺ

mR  відповідно рівні дотичному напруженню ( mτ ), яке діє на площині ковзання, 

та швидкості приросту дотичного напруження ( )ɺ mm t= ∂τ ∂τ , тому 

 ( ) ( )0 0, , ,m mR t tθ = τ θ   (9) 

 ( ) ( )0 0, ,ɺ ɺm mt tR θ = θτ ;  (10) 

за межею напрямків ковзання опір m mR > τ , або m mR = τ , але .ɺ ɺm mR > τ  

У рівностях (9), (10) напруження ( )0,m tτ θ  та швидкість зміни його в часі 

( )( ),ɺm mt tτ θ = ∂τ ∂  задають компоненти девіатора тензора напружень ( )11 ,s t  

( )12 ,s t  ( )22 ,s t  ( ,ij ij ijs = σ − δ σ  ( ) )1 2 3 3σ + σ + σ  та його швидкості. Тобто вва-

жаємо, що об’єм тіла змінюється пружно. 
У запропонованій теорії матеріальна функція R має вигляд добутку двох 

функцій – зміцнення (F) та пластичності (Π): 

 ( ) ( ) *[ , , ]p
u kR F= ω Π ε λ µ . (11) 

Перша враховує взаємодію систем ковзання, формує деформаційну анізотро-
пію матеріалу і врешті-решт визначає його векторні властивості. Нижче за плос-
ко-пластичної деформації функцію зміцнення подамо у загальному вигляді [15] 

 ( ) ( ) 21
1 2 2

0

cos2 2
hh

n
n

F k a n k
∞ −−

=
ω = ω + ω + π − ω∑   

 ( 2 1 2 1 2, , , const; , 1∼na k k h h < ),  (12) 

а її часткові випадки так: 

( ) ( ) ( )0 2 1 2cos2 / 2 ;F a a k kω = + ω + δ ω + δ π − ω  ( ) ln( ctg );F cω = ⋅ ω  ( ) ln ;
c

F ω =
ω

 

 ( ) 0;
h

F p
k

−ωω = +    ( ) ;F aω = − ω    ( ) cos2 .F a bω = + ω  (13) 

де ( )δ ω  – дельта-функція Дірака. 
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Графіки допоміжних функцій ( )F ω (13) наведені на рис. 3. 

 

Рис. 3. Графіки функції F(ω) для опису плоско-пластичної деформації. 

Fig. 3. Graphs of function F(ω) for description of plane-plastic deformation. 

Закладена в теорію пластичності функція ( )F ω , залежно від властивостей 

(рис. 3), може призводити як до сингулярних, так і регулярних поверхонь наван-
таження [14]. Функція Π характеризує скалярні властивості матеріалу і дає змогу 
дещо нівелювати деяку невизначеність, що закладають у теорію, використовую-
чи часткові функції зміцнення ( )F ω . Розроблена методика визначення матері-

альної функції Π із експерименту на розтяг-стиск або знакозмінний закрут тонко-
стінного трубчастого зразка [12, 14]. 

Функціонали ( )0,ɺ
mR tθ  і ( )0,mR tθ  у рівностях (9) і (10) знаходять шляхом 

інтегрування залежності (8) з урахуванням формули (7): 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )2

1

*
0 0, , ,ɺ

t

m k
t

t R t tR
α

−α

 θ = θ − θ λ µ
 ∫ ( ), ;t t d′ θϕ θ  (14) 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )2

0 1

*
0 0, , ,

t

m k
t

R t R
α ξ

−α ξ

 θ = θ − θ λ ξ µ ξ
 ∫ ∫ ( ),t sd d′ ξϕ θ θ ξ + τ . (15) 

З рівностей (14) і (15), а також явних виразів правих частин формул (9) і (10) 
одержуємо систему інтегральних рівнянь спеціального типу, в яких невідомі 

функції ( ),t t′ϕ θ , ( )1 tα , ( )2 tα  входять як під знак інтегралів, так і в межі 

інтегрування: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )2

1

*
0 , , ,

t
p

ku
t

R t t t
α

−α

 θ − θ ε λ µ
  ∫ ( ) ( ) 0 0

2
, cos 2 2 ;

2t t d t′  θ θ = υ − θ − Φ ϕ   (16) 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )2

0 1

*
0 , , ,

t
p

s k
t

uR
α ξ

−α ξ

 τ + θ − θ ε ξ λ ξ µ ξ
  ∫ ∫ ( ) ( )0

2
, cos 2 ,

2t td d′  θ ξ θ ξ = θ Φ− ϕ  

 ( ) ( )0 1 2,t t θ ∈ −α α  . (17) 

Розроблені аналітичні та числові методи розв’язання таких рівнянь як для 
регулярних, так і сингулярних функцій зміцнення ( )F ω  у часткових випадках, а 

також для плоских кусково гладких траєкторій навантаження, в тому числі з ді-
лянками розвантаження за пружним законом [14–19]. На рис. 4 і далі використа-
ли позначення праці [14]. 

За відомих ( ),t t′ϕ θ , ( )1,2 tα  компоненти вектора швидкості плоско-пластич-

ної деформації визначають формули [14] 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )2

1

01
2

, cos2 ,
2

ɺ

t

t
t

p
t d

α

−

′

α
Γ = θ θ + Φϕ θ∫  
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03
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, sin 2 ,
2 t

p
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t

t d
α

−

′

α
= θ θ +Γ Φϕ θ∫  (18) 

де  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 11 22 2 33 3 12

1 1
, 0, 2

2
.

2
ɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺ ɺ ɺ

p p p p p p pp=Γ ε − ε Γ ε ≡ Γ ε= ε =−  (19) 

З формул (16)–(19), використовуючи сингулярні функції зміцнення ( )F ω  

( ( )0 0,F >  ( )0 0F ′ > ), для визначальних рівнянь ( )
ɺɺ ∼

p
ij ijσ ε  теорії пластичності в 

швидкостях одержали [14]: 

 ( ) ( )( )ɺ ɺɺ
p p

ij ijmn mn ij mnAσ = ε − Ψ ε , (20) 

де ( )( )ɺ
p

ij mnΨ ε  – залежні від історії навантаження однорідні функції першого ступе-

ня від швидкостей деформації; ijmnA  – функціонали по довжині дуги s від пара-

метрів внутрішньої геометрії траєкторії навантаження. Якщо навантаження від-
бувається без часткового заморожування систем ковзання, визначальні рівняння 
зв’язку ɺɺ ∼ij ijσ ε  (20) стають диференціально лінійними: 

 ( ) ,ɺɺ
j

p
i ijmn mnA ε=σ    ( )( ) .0ɺ

p
ij mnε ≡ 

 
 
Ψ  (21) 

Для регулярних функцій зміцнення, коли ( ) ( )0 , 0 0FF ′∞ =<  і поверхні на-

вантаження Σ стають гладкими, визначальні рівняння ( )
ɺɺ ∼

p
ij ijσ ε  дають також 

формули типу (21), тільки з іншими значеннями коефіцієнтів ijmnA  [14]. 

Далі під образом процесу деформування елемента тіла розумітимемо [13] 
сукупність заданої траєкторії навантаження ( )

� �
S S t=  з побудованими векторами 

деформації ( )� pΓ  і ( )ɺ pΓ  (рис. 4). 
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Рис. 4. Траєкторія навантаження OABC 
( ( )S S t= ) та її геометричні 

характеристики в девіаторному просторі 
тензора напружень. 

Fig. 4. An example of a loading trajectory 
OABC ( ( )S S t= ) and its geometrical 

characteristics in the deviatoric space  
of the stress tensor. 

Монотонна плоско-пластична деформація. Розглянемо плоско-пластичну 

деформацію, за якої її інтенсивність ( ) ( )p
u tε  задовольняє умову ( ) 0ɺu

pε ≥ . Тоді 

( ) ( ) ( )* ,u
p

k t tλ = ε  1µ = , і функцію пластичності ( ) *[ , , ]p
u kΠ ε λ µ  розглядатимемо як 

функцію одного аргументу: 

 ( ) * ( ) ( ) ( )
0[ , , ] [ , , 1] [ ]p p p p

u k u u uΠ ε λ µ ≡ Π ε ε = Π ε . (22) 

Частковою тут є т. зв. монотонна деформація, за якої функція зсуву ( ),tϕ θ  

зростає в часі в усіх напрямках 1 2[ ( ), ( )]t tθ∈ −α α , де відбулися ковзання за всю 

історію навантаження, тобто  

 ( ) ( ) ( )1 2, 0, 0, 0.ɺ ɺt t tϕ θ ≥ α ≥ α ≥  (23) 

Покажемо, що така деформація за сингулярних функцій зміцнення ( )F ω  

можлива не тільки за простого навантаження, але й за складного за деяких обме-
жень швидкості обертання головних осей тензора напружень. При цьому записа-
ні раніше визначальні рівняння можна проінтегрувати і подати у вигляді 

 ( )
∼

p
ij ijσ ε .  (24) 

Далі рівняння (24) називатимемо голономними, до яких відносять також 

диференціальні рівняння ( )
ɺɺ ∼

p
ij ijσ ε , які можна проінтегрувати та записати у ви-

гляді (24). Визначальні рівняння ( )
ɺɺ ∼

p
ij ijσ ε , які не вдається проінтегрувати та по-

дати у вигляді (24), називають неголономними. 
За голономних в’язей замість рівнянь (8), (16), (17) можемо записати: 

 
( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )0 0 0

,
, , ,

,
u u

p pm
p

nl

dR t
R F

d t

θ  = θ − θ ε µ ≡ Π ε θ − θ
  γ θ

   (25) 

 ( ) ( ),
p

nld t dγ = ϕ θ θ ,   (26) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

( )

(
00

)

2
, cos2 ,

2

t

s
t

t d t tF S
α

−α
τ +  ψ θ θ = θ − Φθ − θ ∫  (27) 

де 

 ( ) ( ) ( )0 , ,, u
pt t ε ϕ θ

  
ψ θ = Π    ( ), 0tϕ θ =    при   ( )2,1 .tθ = ±α  (28) 

Рівняння (27) та умова (28) однозначно визначають функції ( ),tϕ θ , ( )1 tα , 

( )2 tα . Для компонент вектора ( )� pΓ  монотонної плоско-пластичної деформації 

отримаємо [14]:  
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 ( ) ( )
( )

( )
( )( )

2

1

01
2

, cos2 ,
2

t
p

t

t t d
α

−α
Γ = ϕ θ θ − ϕ θ∫  

 ( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )2

1

03 2
2

, sin 2 , 0
2

t
p p

t

t t d
α

−α
Γ = ϕ θ θ + ϕ θ Γ ≡∫ . (29) 

У таблиці функцію ( )
0( )p

uΠ = Π ε  визначає формула 

 ( )
0( ) / 3( )u u uu t ut

p E E E E= −Π ε , (30) 

де 3uE G=  – пружний, a Eut(εu) – дотичний 

модулі діаграми σu ∼ εu; 0(2 )ɺI α , 1(2 )ɺI α  – 

функції Бесселя; K = K(cos2α), K′ = K(sin2α), 
E = E(cos2α), E′ = E(sin2α) – повні еліптичні 
інтеграли.  

Щоб проілюструвати монотонну дефор-
мацію, розглянемо дволанкову траєкторію 
навантаження ОАВС (рис. 5). Умови моно-
тонності плоско-пластичної деформації за 
визначенням виконуватимуться, якщо кут β 

між вектором ( )
�
S t  і дотичною ɺ

�

S  у кожній 

точці В траєкторії навантаження, в тому 
числі в точці А переходу від пропорційного 
до граничного монотонного, не перевищу-
ватиме значення ( )0 0 Sβ = β , яке визначають 

формули таблиці. Для сингулярних функцій 

( )F ω  ( ) ( )( )0 , 0F F ′≤ ∞ ≤ ∞  кут 0β , залеж-

но від довжини вектора 
�
S , може набувати 

довільне значення з інтервалу (0, π/2). Для 
регулярних функцій ( )F ω , що задовольня-

ють умови ( ) ( )( )0 , 0 0F F ′< ∞ = , значення 0β  = 0 і монотонна деформація існу-

ють тільки за пропорційного навантаження [14]. 

Постулат ізотропії Ілюшина та можливі узагальнення плоско-пластич-
ної деформації на просторовий випадок. Одержані для плоско-пластичної 
деформації результати (18)–(21), (29) задовольняють постулат ізотропії Ілюшина, 
згідно з яким [13] образ деформування інваріантний до перетворень обертання та 
дзеркального відображення в п’ятивимірному просторі девіатора напружень. 

Отже, постулат узагальнює одержані за плоско-пластичної деформації ре-
зультати на плоскі траєкторії навантаження, довільно розташовані в п’ятивимір-
ному просторі девіатора напружень.  

Про межі застосовності теорії малих пружно-пластичних деформацій 
(ТМППД). Результати, одержані за плоско-пластичної деформації, на п’ятиви-
мірні траєкторії навантаження узагальнювали в працях [14, 26, 27]. Таке узагаль-

нення можливе за монотонного навантаження, якщо ( )
0[ ] constp

u k= =Π ε , тобто 

коли зміцнення матеріалу лінійне, або близьке до лінійного ( )( u u ut ud d Eσ ε ≡ ε ≈  

const)≈ . 

 
Рис. 5. Траєкторія навантаження 
OABC за простої (відрізок OA)  
і монотонної (відрізок ABC) 

деформацій. 

Fig. 5. An example of a loading 
trajectory OABC for simple  

(segment OA) and monotonic 
(segment ABC) deformations. 
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Для 0 constΠ ≠  область застосовності ТМППД звужується до пропорційно-

го навантаження. Однак і тут, якщо функція ( )
0[ ]p

uΠ ε  змінюється в малому діапа-
зоні, така залежність може бути несуттєвою.  

Сучасні експериментальні дослідження і теорія Сен-Венана–Леві–Мізеса. 
В усіх відомих на сьогодні теоріях пластичності, побудованих для ідеально 
пружно-пластичного матеріалу, приймають незмінність поверхні навантаження 
(Σ) під час пластичного деформування на площині течіння ( )suσ = σ . Ця гіпотеза 

стала загальноприйнятною і не викликала заперечень з часів Треска і Сен-Венана 
(70-ті роки XIX століття). Однак експериментальні дослідження останніх років 
засвідчили [20], що початкова поверхня ( )0 u sΣ σ = σ  навантаження під час 

деформування на площині течіння змінюється і проявляється ефект Баушінгера 
(рис. 6a). 

 

Рис. 6. Діаграма напружень за знакозмінного навантаження ідеально пружно-пластичного 
зразка (а); зміна поверхні течіння під час пластичної деформації (b)  

та графіки зміни функцій зміцнення F0 і F1 (c). 

Fig. 6. Stress diagram under alternating loading of an perfectly elasto-plastic specimen (a);  
change of yield surface under plastic deformation (b)  

and the plots of functions of hardening F0 and F1 change (c). 

Знеміцнення відбувається в усіх напрямках (рис. 6b), крім напрямку актив-
ного деформування, де інтенсивність напруження залишається сталою suσ = σ . 
Ці закономірності пластичного деформування матеріалів з площиною течіння 
можна описати запропонованою вище теорією ковзання, якщо матеріальну функ-

цію ( ) *, ,p
u kR  ω ε λ

  
 задати [17, 21] формулою 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
1 10 0 , ,p p

s ku u uR F F   = ε ω + σ − σ Π ε λ ω
      

Π  (31) 

де ( )0F ω  і ( )1F ω  задовольняють умови (рис. 6с) 

 ( ) ( ) ( )0 0 10 0 0 0,F F F′ ′= = =    ( ) ( )01 0 / 2 1.F F= − π <  (32) 

Описано спосіб визначення функцій зміцнення ( )0F ω , ( )1F ω  і пластичності 

( )
0[ ]p

uΠ ε , ( ) *
1[ , ]p

kuΠ λε  із експерименту на розтяг-стиск та знакозмінний закрут 
тонкостінної трубки [17, 21]. 
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Короткий опис одержаних у межах теорії результатів. Запропонований 
диференціально-нелінійний варіант теорії пластичності враховує деформаційну 
анізотропію і вперше – взаємодію механізмів непружного деформування полі-
кристалічних тіл [11, 12]. Теорія задовольняє постулат ізотропії Ілюшина [13], 
квазітермодинамічний постулат Друккера [34], принципи градієнтальності і мак-
родетермінізму (стійкості деформування); диференціальну потенціальність визна-

чальних рівнянь зв’язку ( )
ɺɺ ∼

p
ij ijσ ε  [22], а також ефекти Баушінгера та Фейгена [35]. 

Для опису плоско-пластичної деформації одержано систему інтегральних 
рівнянь спеціального типу, в яких шукані функції входять як під знак інтегралів, 
так і в межі інтегрування. Розроблені аналітичні та числові методи розв’язання 
таких рівнянь як для регулярних, так і сингулярних функцій зміцнення ( )F ω  для 

плоских кусково гладких траєкторій навантаження, в тому числі з ділянками роз-
вантаження за пружним законом [14–19]. Особливу увагу приділено побудові ви-
значальних рівнянь ɺɺ ∼ij ijσ ε  в малому околі точок зламу траєкторій навантажен-

ня, що дає можливість формулювати та розв’язувати задачі про стійкість елемен-
тів конструкцій за простого та складного докритичного навантажень [14, 18, 24]. 
Розв’язано задачу про занурення (пірнання) на діаграмі інтенсивність напружень–
інтенсивність деформацій за значних кутів зламу траєкторії навантаження [36]. 

Узагальнення одержаних для плоско-пластичної деформації результатів для 
довільного розташування плоских траєкторій навантаження в п’ятивимірному 
просторі девіатора напружень забезпечує постулат ізотропії Ілюшина [13]. Для 
регулярних функцій зміцнення ( )F ω , що задовольняють умови ( )0 ,F < ∞  

( )0 0F ′ = , узагальнення розповсюджується на п’ятивимірні траєкторії наванта-

ження [14, 23]. З урахуванням постулату ізотропії встановлено межі застосування 
теорії малих пружно-пластичних деформацій Генки–Надаї–Ілюшина за наванта-
ження по п’ятивимірних траєкторіях [14–23]. Закладені основи варіанта теорії 
пластичності для ідеально пружно-пластичного матеріалу з площиною течіння. 
Теорія враховує нові експериментальні результати за складного навантаження та-
ких матеріалів [20, 21]. Запропонований варіант теорії пластичності для матеріа-
лів без чіткої лінійної пружної ділянки на діаграмі напружень ∼u uσ ε  [37]. Вста-
новлено зв’язок теорії ковзання з іншими теоріями пластичної течії за ізотропно-
го, кінематичного та комбінованого зміцнень [38–45]. 

Сформульовано та розв’язано задачі про стійкість елементів конструкцій 
(стрижнів, пластин, плит, оболонок та тривимірних тіл) за простого і вперше за 
складного докритичного навантажень [14, 16–31]. Досліджено вплив історії 
навантаження (пам’яті матеріалу) на критичні параметри. Встановлено, що за 
суттєво немонотонної докритичної деформації елементи конструкцій втрачають 
стійкість не через біфуркацію деформування в швидкостях (критерій Шенлі–
Работнова), а через біфуркацію деформування в прискореннях [32, 33].  

ВИСНОВКИ 
Аналітичними та численними експериментальними дослідженнями виявле-

но, що диференціально-нелінійний варіант теорії пластичності, заснованій на 
концепції ковзання і постулаті ізотропії Ілюшина, дає можливість не тільки якіс-
но поясняти встановлені в експерименті ефекти непружної поведінки матеріалів, 
але й кількісно описати закони деформації, а також, що важливо, формулювати 
та розв’язувати граничні задачі, зокрема, про стійкість елементів конструкцій за 
складних навантажень. Отже, запропонований варіант теорії із пізнавальних став 
робочим. 
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