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ЛОКАЛЬНЕ ФРИКЦІЙНЕ ЗНОШУВАННЯ  
ПРУЖНОГО ПІВПРОСТОРУ З ВИСТУПОМ  
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Досліджено контакт двох пружних півплощин (плоска деформація), поверхня одно-
го з яких – пологий симетричний виступ циліндричної форми, за локального зношу-
вання на основі моделі фрикційно-втомного руйнування. Сформульовану контактну 
задачу зведено до сингулярного інтегро-диференціального рівняння з ядром Коші 
для товщини зношеного матеріалу та рівнянь для визначення невідомих ділянок 
зношування. Проаналізовано зміну форми виступу та контактного тиску після зно-
шування. 

Ключові слова: зносоконтакт, виступ, локальне зношування, сингулярне інтегро-
диференціальне рівняння. 

The wear-contact of two elastic half-planes (plain deformation), the surface of one of 
which has a gentle symmetrical protrusion of a cylindrical shape under local wear on the 
basis of the model of frictional-fatigue fracture is investigated. The formulated contact 
problem is reduced to a singular integro-differential equation with a Cauchy nucleus with 
respect to the thickness of the worn material and equations for determining the unknown 
areas of wear. The shape of the protrusion and contact pressure at the beginning and after 
wear are analyzed.  

Keywords: wear-contact, protrusion, local wear, singular integro-differential equation. 

Вступ. Для поліпшення функціональних і трибологічних властивостей рухо-
мих з’єднань сьогодні все частіше застосовують технології поверхневого оброб-
лення і модифікування, що формують регулярну поверхневу структуру тіл. Тому 
необхідно розробляти методи дослідження фрикційної контактної взаємодії де-
формівних тіл з періодично змінними по поверхні фізико-механічними, трибо-
технічними і геометричними характеристиками, щоб теоретично обґрунтувати 
механічні аспекти створення з’єднань із прогнозованою контактною поведінкою і 
забезпечити контактну жорсткість, зносотривкість та міцність шляхом наведення 
оптимальної регулярної структури поверхневих шарів. Міжконтактне середови-
ще у просвітах між контактуючими мікровиступами тіл з регулярним рельєфом, 
призводячи до перерозподілу контактного тиску, може суттєво впливати на фак-
тичну площу контакту і зношування. У літературі [1–4] вивчено лише безфрик-
ційний контакт хвилястих чи з періодичною системою виїмок тіл за наявності 
заповнювача між ними. 

В останні десятиліття інтенсивно розвиваються методи розв’язання зносо-
контактних задач [5–12]. Формулюючи їх, передбачають, що стирається вся по-
верхня контакту. Водночас у реальних умовах експлуатації вузлів машин і меха-
нізмів зношування починається, коли фрикційні параметри досягнуть порогових 
значень. Запропоновано критеріальні співвідношення, зокрема, модель фрикцій-
ного втомного руйнування [5, 13], термомеханічний критерій зношування [14]. 
Щоб розв’язати зносоконтактні задачі теорії пружності на основі цих критеріїв,  
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необхідно врахувати, що зношується лише частина ділянки фрикційного контак-
ту. Нижче досліджено зносоконтакт двох тіл, на одному з яких є поодинокий ви-
ступ, частина якого зношується.  

Формулювання задачі. Розглянемо два пружні ізотропні півпростори з од-
наковими механічними характеристиками. Поверхня нижнього плоска, а верхній 
має вздовж нескінченної смуги завширшки 2c  симетричний циліндричний ви-
ступ (рис. 1). Вважаємо, що максимальна висота виступу А мала проти його осно-
ви ( ≪A с ). На нескінченності до півпросторів прикладено рівномірно розподіле-

не навантаження P∞ , за якого відбувається повне налягання поверхонь без про-
світів між ними. Одне з тіл нерухоме, а інше рухається з постійною швидкістю V 
у напрямі твірної виступу (рис. 2). Сили тертя τ на поверхні спряження підпоряд-
ковані закону Амонтона: ɶyz fPτ = τ = , де f – коефіцієнт тертя, P – контактний 

тиск. Досліджуватимемо зношування спряжених поверхонь, керуючись моделлю 
фрикційно-втомного руйнування, згідно з якою стирання розпочинається на тих 
ділянках, де питома сила тертя перевищує порогове значення 0τ . Вважаємо, що  

в початковий момент часу 0t =  умова 0τ > τ  виконується на деякій ділянці 

( );a a−  під виступом ( a c< ), де контактний тиск найбільший. 

 

 
Рис. 1. Fig. 1.                                           Рис. 2. Fig. 2.  

Рис. 1. Тіла перед навантаженням.  

Fig. 1. Bodies prior to loading. 

Рис. 2. Контакт тіл.  

Fig. 2. Сontact between solids. 

Ділянка локального зношування ( );a a−  розширюватиметься в часі 

( ) ( ) ( )( );L t a t a t= −  внаслідок зміни геометрії тіл. 

Швидкість зношування описуватимемо законом [5] 

 
( ) ( ) 0

,
,

h x t
BV fP x t

t

∂
 = − τ ∂

,   ( )x a t≤ , (1) 

де ( ),h x t  – товщина зношеного матеріалу; B – стала. 

Контактно-крайові умови сформульованої задачі мають вигляд 
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 yy yy
+ −σ = σ , 0xy xy

− +τ = τ = , x L∈ ;  

 ( )v r x v+ −+ = , ( )\x L L t∈ ;  

 ( ) ( , )v r x h x t v+ −+ + = , ( )x L t∈ ;  

 yy P∞σ = − , 0xxσ = , 0xyτ = .  

Тут , ,xx yy xyσ σ τ  – компоненти тензора напружень; v  – переміщення вздовж осі 

Oy ; ( )r x – функція форми виступу ( ) ( ) ( )( , ,≪r x с r x r x− =  ( ) 0,r c± =  

( ) )0r c′ ± = ; знаки “+” і “–” вказують на граничні значення функції на межі поді-

лу контактуючих тіл. 

Розв’язання задачі. Використовуючи метод комплексних потенціалів та 
модифікований метод функцій міжконтактних просвітів [15–17], виразимо напру-
ження і переміщення через початкову форму виступу ( )r x  і товщину зношеного 

матеріалу ( ),h x t : 

 
( ) ( ) ( ) ( ) , 1,2;

3
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

4
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n n n
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G u iv z z z z z P

∞

∞

′σ − τ = Φ − Φ + − Φ − =

− κ′′ ′+ = κΦ + Φ − − Φ +
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h s t r s
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K s z s z

−

− −

− ′ ′
Φ = +

π − −∫ ∫    nz D∈ , (2) 

де z x iy= +  – комплексна змінна; 3 4κ = − ν ; G – модуль зсуву; ν  – коефіцієнт 

Пуассона; ( )1K G= κ + ; ( ) ( )r s dr s ds′ = ; ( , ) ( , )sh s t h s t s′ = ∂ ∂ , s – координата. 

За формулами (2) для контактного тиску поверхонь ( ) ( ), ,yyP x t x t±= −σ  

отримаємо: 

 ( )
( )

( ) ( , )2 ( )
,

a t c
s

a t c

h s t r s
P x t ds ds P

K s z s z
∞

− −

 ′ ′ = + +
 π − −
 
∫ ∫ . (3) 

Зауважимо, що функція товщини зношеного матеріалу ( , )h x t  та ділянка 

зношення ( )a t  у співвідношеннях (2), (3) заздалегідь невідомі. Підставляючи 

контактний тиск (3) у закон зношування (1), для визначення функції ( , )h x t  отри-
маємо сингулярне інтегро-диференціальне рівняння (СІДР) 

 
( )

( )

( )
( )0

, ( , )2 2 ( )
a t c

s

a t c

h x t h s tBfV BfV r s
ds ds BfV P

t K s x K s x
∞

− −

∂ ′ ′
− = + − τ

∂ π − π −∫ ∫ . (4) 

Функція ( , )h x t  задовольняє початкову умову 

 ( ,0) 0h x = , x L∈ , (5) 

оскільки при 0t =  зношування відсутнє. Вважаємо, що під час зношування ви-
ступ змінює свою форму неперервно, залишаючись гладким. Тому функція 

( , )h x t  у кожен момент часу на кінцях ділянки стирання ( )L t  задовольнятиме 

умови  
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 ( )( , ) 0h a t t± = , 0t > , (6)  

 ( )( , ) 0h a t t′ = , 0t > . (7) 

Також приймаємо, що після припрацювання (якщо t → ∞ ) контактний тиск 

на всій ділянці ( )L t  стає рівним 0 fτ  і зношування зупиняється, тобто 

( ),
0

h x t

t

∂
→

∂
, якщо t → ∞ . Враховуючи це і здійснивши в СІДР (4) граничний 

перехід при t → ∞ , дістанемо рівняння для визначення товщини зношеного 
матеріалу ( , )h x ∞  

 
( )

( )
0( , )2 2 ( )

a c
s

a c

h s t r s
ds ds P

K s x K s x f

∞
∞

− ∞ −

′ ′ τ
= − − +

π − π −∫ ∫  (8) 

з виконанням умов (6), (7) для ( )a a∞∞ = . 

Його розв’язок шукатимемо за формулою [18] 
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a x

∞
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π − η η −
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де ( ) 02 ( )c

c

r s
F x ds P

K s x f
∞

−

′ τ
= − − +

π −∫ , який існує за виконання додаткової умови 

для правої його частини [17] 
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η η
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− η
∫ , (10) 

що визначає кінцеву півширину ділянки зношування a∞ . 
Розглянемо виступ, форму якого описує функція 

 ( )
5/22

2
1

x
r x A

c

 
= − −  

 
,   x c≤ . 

Врахувавши форму виступу та умову (5), отримаємо контактний тиск на 
початку взаємодії тіл: 
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Рівняння для півширини початкової ділянки зношування 0a  матиме вигляд 

 ( )
4 2
0 0

04 2

310 3 4

8 152

a aA A
P

Kc cKc c
∞ 

− + − = τ − 
 
 

, 

Проінтегрувавши вираз (9) за виконання умови (6), одержимо товщину зно-
шеного матеріалу та з умови (10) – кінцеву ділянку зношування: 
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Підставивши вираз (11) у формулу (3), знайдемо тиск після припрацювання: 
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1 , ; .

2 8

P x P x

A
A P

x xcK
x a a

Kс a a

A
A P

x x x xcK
P x a a

Kс a a a a
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∞ ∞
∞ ∞

∞

∞
∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞
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  − τ −     − + ∈ − 
   −    − τ −       − + − + + ∉ −         

 

Числові результати. Всі обчислення здійснювали для безрозмірних вели-
чин: координати ɶx x c= ; максимальної висоти виступу ɶA A c= ; зовнішнього 

навантаження на нескінченності ɶP KP∞ ∞= ; порогового значення питомої сили 

тертя 0
0ɶ

K

f

τ
τ = ; півширини зношуваної ділянки виступу ɶa a с= ; функції 

( ) ( )
ɶ

r x h x
H

c

−
= ; контактного тиску ( ) ( ), ,ɶ ɶP x t KP x t= . Розраховували для ви-

ступу висотою 0,001ɶA = . Виявили (рис. 3), що зі збільшенням зовнішнього на-
вантаження розмір ділянок зношування зростає. 

 

 

Рис. 3. Залежність початкової ɶa  (штрихові 
криві) і кінцевої ɶa∞  (суцільні) ділянок 

зношування виступу від зовнішнього 

навантаження ɶP∞  за різної питомої сили 
тертя: 1 – 0ɶτ  = 0,009; 2 – 0,01; 3 – 0,011. 

Fig. 3. Dependence of the initial ɶa  (dashed 
curves) and final ɶa∞  (solid) section of wear  

of the protrusion on external load ɶP∞   
at different specific friction forces:  
1 – 0ɶτ  = 0,009; 2 – 0,01; 3 – 0,011. 
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Площа між штриховою і суцільними кривими відповідає зношеній частині 
виступу (рис. 4a). Що більше зовнішнє навантаження, то більша товщина зноше-
ного матеріалу. Горизонтальна ділянка на суцільній кривій відповідає рівномір-
ному тиску на ділянці припрацювання після зношування (рис. 4b). Точки перети-
ну штрихової кривої з горизонтальною ділянкою вказують на контактну зону, 
звідки розпочнеться зношування. Контактний тиск після припрацювання зі збіль-
шенням зовнішнього навантаження стає рівномірнішим, тобто зменшується пере-
пад між максимальним і мінімальним його значеннями. Гострий пік на кінцях 
виступу відсутній і максимальний контактний тиск зсувається лівіше від його 
півширини ( 1ɶx = ).  

 

Рис. 4. Форма виступу ( )ɶ ɶH x  (a) та розподіл контактного тиску ( )ɶ ɶP x  (b)  

на початку (штрихові криві) і після зношування (суцільні) за 0ɶτ  = 0,009  

та різних зовнішніх навантажень: 1 – ɶP∞  = 0,006; 2 – 0,007; 3 – 0,008. 

Fig. 4. Shape of the protrusion ( )ɶ ɶH x  (a) and the contact pressure distribution ( )ɶ ɶP x  (b)  

at the zero time (dashed curves) and after wear (solid curves) for 0ɶτ  = 0,009  

and different external load: 1 – ɶP∞  = 0,006; 2 – 0,007; 3 – 0,008. 

ВИСНОВКИ 
Контактну взаємодію двох пружних ізотропних півпросторів за плоскої де-

формації, поверхня одного з яких має пологий симетричний виступ циліндричної 
форми, досліджено за локального зношування. Використано модель фрикційно-
втомного руйнування, згідно з якою стирання розпочинається на тих ділянках, де 
питома сила тертя перевищує деяке порогове значення. Сформульовану контакт-
ну задачу зведено до сингулярного інтегро-диференціального рівняння з ядром 
Коші для товщини зношеного матеріалу та рівнянь для визначення невідомих ді-
лянок зношування. Розв’язок СІР побудовано в замкнутому вигляді та проаналі-
зовано форму виступу, а також контактний тиск на початку та після зношування. 
Що більше зовнішнє навантаження, то більші ділянки початкового і кінцевого 
зношування та товщина зношеного матеріалу. Контактний тиск після припрацю-
вання з підвищенням зовнішнього навантаження стає рівномірнішим уздовж 
ділянки контакту, тобто зменшується перепад між максимальним і мінімальним 
тисками. 
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