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Розв’язано задачу про усталені в часі коливання пружного біматеріалу з двох пів-
просторів, спряжених тонким податливим прошарком, та з круговою тріщиною за-
круту. Пружний прошарок змодельовано інтерфейсною фізичною площиною зі за-
даними на ній пружинними крайовими умовами. Для розв’язування задачі викорис-
тано метод граничних інтегральних рівнянь. У низькочастотній області коливань 
встановлено вплив фізичних, геометричних параметрів біматеріалу та прошарку на 
динамічні коефіцієнти інтенсивності напружень в околі контуру тріщини.  

Ключові слова: біматеріал, тонкий податливий прошарок, тріщина, усталені ко-
ливання, метод граничних інтегральних рівнянь. 

The problem of the steady-state vibrations of an elastic bimaterial consisting of two half-
spaces conjugated by a thin soft layer and with a circular torsion crack is solved. The 
elastic layer is modeled by an interface physical plane with given spring boundary 
conditions. To solve the problem, the method of boundary integral equation is used. In the 
low-frequency region of vibrations, the influence of the physical and geometric parameters 
of the biomaterial and the interlayer on the values of dynamic stress intensity factors in the 
vicinity of the crack contour is shown. 

Keywords: bimaterials, thin compliant layer, crack, harmonic oscillations, boundary 
integral method equations. 

Вступ. Часто під час досліджень напружено-деформованого стану (НДС) 
кусково-однорідних тіл з тріщинами в умовах динамічних навантажень потрібно 
враховувати тонкий пружний прошарок (пошкоджений інтерфейс, клейове з’єд-
нання тощо) на межі спряження різних матеріалів. Для розв’язування таких задач 
у точній поставі необхідні громіздкі математичні викладки з урахуванням реаль-
ної геометрії прошарку та задоволенням умов контакту на його інтерфейсних по-
верхнях [1, 2]. Щоб уникнути цього, запропоновано [3–6] використовувати “мо-
дель пружинного контакту” для опису динамічного впливу тонкого прошарку на 
хвильові поля в кусково-однорідних тілах за припущення малості його товщини 
проти довжини згенерованих пружних хвиль, що справедливо для низькочастот-
ного спектра навантаження. Вплив тонкого прошарку враховано пружинними 
крайовими умовами (ПКУ), які встановлюють залежності міжфазних напружень 
від стрибків переміщень на поверхнях суміжних півпросторів [7–12]. Модель за-
стосовували для дослідження параметрів хвильового поля переміщень, але ін-
формації про вплив проміжного шару на перерозподіл напружень у тілі з тріщи-
ною недостатньо. 

Нижче розглянуто задачу про взаємодію тріщини з тонким проміжним про-
шарком у пружному біматеріалі під дією усталених крутних навантажень. Для її 
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розв’язання використано метод граничних інтегральних рівнянь (ГІР), який ефек-
тивний для вивчення динамічних задач теорії тріщин [1, 2]. 

Формулювання задачі. Розглянемо пружний композит, який складається з 
двох ізотропних півпросторів A і B, спряжених між собою тонким пружним про-
шарком завтовшки h (рис. 1а). Матеріали півпросторів володіють пружними 
параметрами ρD, νD, GD, D = A, B, а прошарку − 0 0 0, , DG Gρ ν ≪ . 

 

Рис. 1. Схема задачі про тріщину закруту у біматеріалі з тонким пружним прошарком. 

Fig. 1. Scheme of the problem on torsion crack in a bimaterial with a thin elastic layer. 

Півпростір A містить плоску тріщину, яка займає кругову область S радіусом 

a, розташовану на відстані d паралельно до прошарку. Протилежні поверхні S±  
тріщини зазнають дії самозрівноважених усталених у часі t з частотою ω крутних 
зусиль: 

( )1
(3 ) 0( , ) ( , ) ( 1) ( ) exp , 1,2 ,j

j l jjN t N t x a N i t j−+ +
−= − = − − ω =x x  

де N0 = const – амплітудні значення прикладених навантажень. 
Задачу про дослідження НДС композиту звели до розв’язування диференці-

альних рівнянь Гельмгольца для амплітуд зсувних переміщень ( 1,2)D
ju j =  [1]: 

 2
3 2 30 , 1,2 , ( ) 0 , , ,D D D

j D ju k u j u D A B∆ + = = = =x  (1) 

де 2 2/D Dk c= ω  – хвильове число; 2 /D D Dc G= ρ  – швидкість поширення у пів-

просторi D поперечної пружної хвилі; ∆3 – тривимірний Лапласів оператор. 
Для довгохвильової проти товщини прошарку асимптотики некласичні кра-

йові умови спряження півпросторів формулюємо на інтерфейсній поверхні S0 [10, 
13] їх контакту (рис 1b) у вигляді ПКУ 

 0
3 3 0( ) ( ) ( ) ( ) , 1,2 ,A B B A

j j j j
G

u u j S
h
 σ = σ = − = ∈
 

x x x x x ; (2) 

крайові умови на поверхнях тріщини задаємо для амплітудних значень дотичних 
напружень: 

 1
3 (3 ) 0 33 1 2( ) ( 1) ( ) , 1,2 , ( ) 0 , ( , , ) .A j A

j jx a N j x x d S+
−σ = − = σ = − ∈x x x  (3) 

Зведення задачі до ГІР. Тотальне поле переміщень у півпросторі D бімате-
ріалу спричинене взаємним зміщенням протилежних поверхонь тріщини та гори-
зонтальними інтерфейсу S0 внаслідок відбитих та заломлених на ньому хвиль. 
Переміщення та напруження у кожному півпросторі вибираємо у вигляді інте-
гральних подань [11, 13]: 

0
3

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) , 1,2 ,D D A
j j D AD j A

S S

u dS u dS j
x

 ∂  ω = α ω Φ + δ ∆ ω Φ = ∂   
∫∫ ∫∫ξ ξx ξ x ξ ξ x ξ (4) 
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( )2
3 2 2( , )D

j D DG kσ ω = ∆ + ×x  

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,D A
j D AD j A

S S

dS u dS
  × α ω Φ + δ ∆ ω Φ 
  
∫∫ ∫∫ξ ξξ x ξ ξ x ξ  (5) 

де 2exp( | |)
( , )

| |
D

D
ik −Φ =

−
x ξ

x ξ
x ξ

; δAD – Кронекерів символ; ∆2 – двовимірний Ла-

пласів оператор; невідомі функції ( ) ( ( ) ( )) / 4A AA
j j ju u u− +∆ = − πx x x  характеризу-

ють стрибок зміщень протилежних поверхонь S±  тріщини в напрямку коорди-

натних осей Oxj [1], а густини D
jα  – зміщення точок інтерфейсу S0. Вибором по-

дань (4), (5) у вигляді потенціалів Гельмгольца задовольняємо умови випроміню-
вання Зоммерфельда на безмежності. 

Задачу розв’язуємо у два етапи. На першому подаємо невідомі густини D
jα  

через A
ju∆ . Для цього, задовольняючи ПКУ (2) з використанням подань (4), (5), 

отримуємо систему чотирьох двовимірних інтегральних рівнянь для густини D
jα  

0 0

2 0
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G
G k dS dS

h x
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0
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S

G
dS j D A B S

h x

∂+ α ω =Η ω = = ∈
∂ ∫∫ ξξ x ξ x x  (6) 

де праві їх частини виражено через невідомі функції стрибка зміщень протилеж-
них поверхонь тріщини: 

2
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Застосувавши до рівнянь (6) двовимірне інтегральне перетворення Фур’є за 
змінними 1 2,x x  , одержуємо систему лінійних алгебричних рівнянь (СЛАР) для 

Фур’є-транформант фyнкцій D
jαɶ : 

 

0 0
2

0 0
2

1
( ) ( , ) ,

2

1
( ) ( , ) ,

2

B A
B B Ajj j

B A
A A Bjj j

G G
G R H

h h

G G
G R H

h h

  τ + α + α = − ω   π  


  α + τ + α = − ω  π 

ξ

ξ

ɶɶ ɶ

ɶɶ ɶ

 (7) 

де 2 2
2 2D DR k= τ − . 

Вживши до розв’язків цих СЛАР обернене двовимірне інтегральне перетво-

рення Фур’є, отримуємо подання густин D
jα  через функції A

ju∆ : 

2 ( )

20

( , )
( ) ( )

Ad R
A
j

A

e

R

− τ∞ τα ω = − ×
∆ τ τ∫ξ  
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                  ( ){ }0 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )A
j B B A A B B A A

S

u G G R G R hG R G R× ∆ τ − τ − τ τ ×∫∫ z  

 }2 ( )
0( ) ,Ad Re J g dS d− τ× τ τz  (8) 

де 2 2
1 1 2 2( ) ( )g z z= ξ − + ξ − . 

На другому етапі задовольняємо крайові умови на поверхнях тріщини. Під-
ставивши інтегральні подання (5) для напружень у крайові умови (3) на поверх-
нях тріщини з урахуванням (8) та скориставшись методикою аналітичного об-
числення безмежних інтегралів [14], дістаємо систему двох незв’язаних двови-

мірних ГІР Гельмгольцевого типу для невідомих функцій A
ju∆  стрибка танген-

ційних зміщень поверхонь дефекту: 

2
2

2 2( ) ( )
Aik

А
A j

S

e
k u dS

−
∆ + ∆ +

−∫∫
x ξ

ξξ
x ξ

 

 22 ( )2
0

0

( )( ) ( )
( ) ( ) , , 1,2 ,

( )
A jdRA A

j
AS

NR
u e J q d dS S j

G

∞
− ττ τ Ω τ+ ∆ τ τ = ∈ =

∆ τ∫∫ ∫ ξ

x
ξ x  (9) 

 2 2
1 1 2 2( ) ( ) .q x x= − ξ + − ξ  

Тут ядра ( ) , ( )Ω τ ∆ τ  мають таку структуру: 

 [ ]0 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,B B A A B B A AG G R G R hG R G RΩ τ = τ − τ − τ τ  

 [ ]0 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .A A B B A B A BG G R G R hG G R R∆ τ = τ + τ + τ τ  

Інтегрували в цих рівняннях лише по скінченній області S тріщини. Другий 
доданок ГІР є модифікованою функцією Гріна, яка характеризує внесок у тоталь-
не хвильове поле напружень у біматеріалі тонкого інтерфейсу. Для граничної 
товщини h = 0 ГІР (9) трансформуються у свої аналоги для задачі про тріщину за-
круту у пружному біматеріалі, в якому контакт півпросторів ідеальний. Для гра-
ничного значення модуля зсуву матеріалу прошарку G0 = 0 отримуємо відповідне 
ГІР задачі про тріщину у пружному півпросторі. 

Інтегральні рівняння (9) належать до гіперсингулярних, статичні ядра яких 

містять слабку 
1−−x ξ  і сильну 

3−−x ξ  особливості. Невідомі функції A
ju∆  по-

даємо у вигляді [11] 

 2 2 2
1 2( , ) ( , ) , 1,2 ,A

j ju a x x j∆ ω = − − β ω =x x  

де ( , )jβ ωx  – невідомі, обмежені та неперервно диференційовні в області S функ-

ції. Подальшу регуляризацію ГІР (9) описано раніше [1]. Інтегральні рівняння 
розв’язували числово. Дискретизували область S  дефекту в полярній системі ко-
ординат. При цьому вибирали фіксовані кроки розбиття: 0,1a  – за радіальною 
координатою r і 15° – за кутовою ϕ. Область S тріщини покривали сіткою чоти-
рикутних граничних елементів, в межах кожного з яких функції ( , )jβ ωx  вважали 

постійними. З yрахуванням цього ГІР зводили до розв’язування СЛАР для дис-
кретних значень ( , )jβ ωx . За допомогою цих функцій на контурі тріщини визна-

чали динамічні коефіцієнти інтенсивності напружень (ДКІН) повздовжнього 
зсуву: 
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 [ ] [ ]1 2III ( , ) 2 ( , , )sin ( , , )cos exp .dK t G a a a i tϕ = − π π β ϕ ω ϕ−β ϕ ω ϕ − ω  

Числове дослідження. На рис. 2 подано залежності амплітудних значень 

нормованого ДКІН st
III III III

dK K K=  ( st
0III (4 / 3) /K N a= π  – статичний КІН по-

вздовжнього зсуву для кругової тріщини в безмежному однорідному тілі під дією 

заданих на її поверхнях зусиль 1
1 3 0( ) ( 1) ( / ) , 1,2j

j jN x a N j+
−= − =x ) від приведе-

ної частоти k2Aa, глибини d залягання дефекту від інтерфейсу та товщини прошарку 
h = 0,01a. Під час розрахунків приймали ρA = ρB = ρ0, контрастність жорсткості 
матеріалів півпросторів і прошарку оцінювали за співвідношеннями G = GA/GB і 
G* = GB/G0 модулів зсувів матеріалів. 

 

Рис. 2. Частотні залежності нормованих амплітуд параметра IIIK  від відношення значень 

жорсткості матеріалів за фіксованої товщини прошарку h = 0,01a:  – тріщина у безмеж-
ному однорідному тілі; � – у біматеріалі без прошарку (1 – G* = 50; 2 – 100; 3 – 200).  

a, b – G = GA/GB = 0,25; c, d – 4; a, c – d = 0,5a; b, d – 1,0a. 

Fig. 2. Frequency dependences of normalized amplitudes of parameter IIIK  on the values  

of the materials rigidity at a fixed interlayer thickness h = 0.01a:  – the crack in an infinite 
homogeneous body; � – the crack in a bimaterial without an interlayer (1 – G* = 50;  

2 – 100: 3 – 200). a, b – G = GA/GB = 0.25; c, d – 4; a, c – d = 0.5a; b, d – 1.0a. 

Вплив прошарку на амплітуди ДКІН IIIK  у розглядуваному діапазоні хви-
льового числа слабший за розташування тріщини у складнику біматеріалу з біль-
шою жорсткістю. Для відстані d = 0,5a його локальні максимуми вищі, ніж для 
безмежного однорідного тіла [15] та біматеріалу без прошарку. Також встанови-
ли значення параметра G контрастності матеріалів півпросторів, за яких ампліту-
ди ДКІН не залежать від податливості прошарку, що свідчить про відсутність 
відбитих хвиль та повне перенесення хвильової енергії через міжфазну поверхню 
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на цих частотах (рис. 2c). Якщо d = a, ДКІН IIIK  досягає двох пікових значень 
(рис. 2d) проти одного у біматеріалі за ідеального контакту півпросторів на інтер-
фейсі (маркована квадратами крива). Існує діапазон частот, де піки амплітуд ДКІН 
менші, ніж у композиті з тріщиною без прошарку (зафіксовано ефект екрануван-
ня динамічних напружень, тобто зміцнення біматеріалу тонким прошарком). Для 
тріщини в жорсткішому складнику збільшення податливості прошарку супрово-
джується зменшенням перших максимумів коефіцієнта IIIK . 

На рис. 3 побудовано залежності максимумів амплітуд ДКІН max
IIIK  у вибра-

ному діапазоні хвильового числа k2Aa від глибини d залягання тріщини. Збільшен-
ня контрастності жорсткості матеріалів півпросторів може супроводжуватися як 

зменшенням пікових максимумів max
IIIK  (рис. 3а), так і їх збільшенням (рис. 3b). 

Для тріщини у жорсткішому складнику біматеріалу пікові значення max
IIIK  періо-

дично повторюються зі зростанням глибини d залягання дефекту. 

 

Рис. 3. Залежності нормованих амплітуд ДКІН max
IIIK  у вибраному спектрі хвильового 

числа k2Aa від нормованої глибини d/а залягання тріщини і відношення значення 
жорсткості матеріалів композиту за фіксованої товщини прошарку h = 0,01a  

(1 – G* = 50; 2 – 100: 3 – 200): а – G = GA/GB = 0,25; b – 4,0. 

Fig. 3. Dependences of the normalized amplitudes DSIF max
IIIK  in the selected wave number 

spectrum k2Aa on the normalized depth d/а and the ratio of the value of the composite materials 
rigidity of the composite at a fixed interlayer thickness h = 0.01a (1 – G* = 50; 2 – 100: 3 – 200):  

а – G = GA/GB = 0.25; b – 4.0. 

ВИСНОВКИ 
Розв’язано тривимірну динамічну задачу про гармонійне навантаження пруж-

ного біматеріалу з двох півпросторів, який містить кругову тріщину закруту. Пів-
простори з’єднані тонким податливим прошарком, для моделювання якого у низь-
кочастотному спектрі коливань використано пружинні крайові умови. Задачу зве-
дено до розв’язування двовимірних ГІР для невідомих функцій стрибків танген-
ційних зміщень поверхонь дефекту. За допомогою розв’язків рівнянь досліджено 
частотні залежності амплітуд ДКІН в околі тріщини від параметрів співвідно-
шення жорсткості компонент тіла та глибини залягання дефекту. За певних спів-
відношень фізичних та геометричних параметрів компонент тіла виявлено ефект 
зміцнення біматеріалу тонким прошарком.  
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