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Досліджено термопружний стан неоднорідної ортотропної кругової циліндричної 
оболонки відкритого профілю за умови конвективного теплообміну між поверхнями 
оболонки і середовищем. Для цього використано узагальнену зсувну математичну 
модель неоднорідних анізотропних оболонок першого порядку та двовимірні неста-
ціонарні рівняння теплопровідності. Методами інтегральних перетворень Фур’є і 
Лапласа знайдено аналітичний розв’язок нестаціонарної задачі теплопровідності та 
квазістатичної задачі термопружності для скінченної шарнірно опертої на краях 
оболонки. Розраховано напружений стан та прогини оболонки за зміни властивостей 
матеріалу в радіальному напрямку за степеневим законом. 

Ключові слова: термопружність, циліндрична оболонка, неоднорідний матеріал, 
температурне навантаження.  

The thermoelastic state of an inhomogeneous orthotropic circular cylindrical shell with an 
open profile under the condition of convective heat exchange between the surfaces of the 
shell and the environment is investigated. A generalized shear mathematical model of 
heterogeneous anisotropic shells of the first order and two-dimensional non-stationary heat 
conduction equations are used in this case. Using the methods of Fourier and Laplace 
integral transformations, an analytical solution to the non-stationary problem of thermal 
conductivity and the quasi-static problem of thermoelasticity for a finite hinged shell sup-
ported at the edges is found. The stress state and deflections of the shell are calculated for 
the case of material properties change in the radial direction according to the power law. 

Keywords: thermoelasticity, cylindrical shell, heterogeneous material, temperature load. 

Вступ. Неоднорідні матеріали часто використовують у різних галузях сучас-
ної техніки як елементи конструкцій, які працюють за високих температур. Серед 
неоднорідних матеріалів особливої уваги заслуговують функціонально-градієнтні 
(ФГ) композити, властивості яких неперервно змінюються за товщиною. Ці мате-
ріали проєктують так, щоб вони мали бажані властивості, витримували підвище-
ні теплові напруження, були міцні на злам тощо. Для дослідження термопружно-
го стану елементів конструкцій, виготовлених з цих матеріалів, потрібні відпо-
відні моделі і методи, тому дослідження у цьому напрямку – важливі і актуальні. 

Дослідженню пластин і оболонок із сучасних неоднорідних матеріалів упро-
довж останніх десятиріч приділяють значну увагу [1, 2]. Зокрема, побудовані [3] 
математичні моделі теорії термопружності неоднорідних анізотропних оболонок 
з врахуванням початкових деформацій. На основі тривимірної термопружності 
досліджено [4, 5] нестаціонарну реакцію неоднорідних циліндричних оболонок 
на дію температурних і силових навантажень. Аналітичні розв’язки на основі рів- 
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нянь уточнених теорій використовували [6–8] для аналізу термопружного стану в 
циліндричних оболонках з ламінованих композитів. Втрату стійкості оболонок з 
неоднорідних матеріалів за дії температурного середовища вивчали раніше [9, 10]. 
Врахувавши взаємодію температурних і механічних полів, аналізували [11, 12] 
динамічну реакцію нанокомпозитних і функціонально-градієнтних циліндричних 
оболонок на термічний удар. Нестаціонарну задачу термопружності для тонко-
стінних термочутливих елементів розв’язували [13, 14], використовуючи неліній-
не рівняння теплопровідності і змінну Кірхгофа. Метод скінченних елементів для 
аналізу напруженого стану в конструкціях з ФГ матеріалу застосовували в пра-
цях [12, 15]. Детальніший огляд різних теорій моделювання і методів досліджен-
ня ФГ оболонок і пластин наведено в працях [16, 17].  

Мета роботи – на основі рівнянь термопружності та теплопровідності уточ-
неної теорії неоднорідних оболонок [3] дослідити термопружний стан кругової 
циліндричної оболонки відкритого профілю, виготовленої з функціонально-гра-
дієнтного ортотропного матеріалу. 

Формулювання задачі і основні рівняння. Розглянемо неоднорідну орто-
тропну кругову циліндричну оболонку відкритого профілю з центральним кутом 
розхилу Θ , сталою товщиною 2h  і скінченною довжиною l . Точки оболонки 
належать до ортогональної системи координат , ,x y z , які позначають відповідно 
відстані за твірною, дугою напрямної і нормаллю. Початок координат помістимо 
у середній поверхні ( 0)z =  з радіусом R . У заданій системі координат оболонка 

займає область [ ] [ ] [ ]0, 0, ,l b h h× × − .  

Нехай на оболонку діють зовнішні сили, а також вона нагрівається джерела-
ми тепла та через конвективний теплообмін між поверхнями z h= ±  і середови-
щем. Для дослідження термопружного стану такої оболонки використаємо мате-
матичну модель [3] з шістьма степенями свободи. В загальному випадку ця 
модель складається з взаємозв’язаних систем рівнянь термопружності і рівнянь 
теплопровідності. Знехтуємо впливом деформації на зміну температурного поля, 
тоді ці рівняння будуть незалежні. 

Рівняння теплопровідності. Якщо припустити, що температура за товщи-
ною оболонки змінюється лінійно, а між поверхнями z h= ±  і середовищем, яке 
оточує ці поверхні, відбувається теплообмін за законом Ньютона, то двовимірні 
рівняння теплопровідності для визначення характеристик середньої температури 

1T  і температурного градієнта 2T  мають вигляд 
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середовищ на поверхнях z h=  і z h= − , відповідно; ,+ −α α  – коефіцієнти тепло-

віддачі з цих поверхонь; ( )c z  – питома теплоємність; ( , , , )tw x y z τ  – густина 

теплових джерел; τ  – змінна часу; ( , , , )t x y z τ  – функція температурного поля; 

( )zρ  – питома густина.  
Для однозначності розв’язку до системи (1) долучаємо крайові умови: на 

краях 0x =  і x l=  задаємо вирази 0 1 1 1 1a T a T+ ∂  і 2 2 3 1 2a T a T+ ∂ , на краях 0y =  і 

y b=  – вирази 4 1 5 2 1a T a T+ ∂  і 6 2 7 2 2a T a T+ ∂ , ( constia = ), а в початковий момент 

– температурні характеристики 1T  і 2T . 

Рівняння термопружності. Фізичні співвідношення між напруженнями 

ijσ  і деформаціями ije  [18]  
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 , 

 13 44 13( )c z eσ = ,   23 55 23( )c z eσ = ,   12 66 12( )c z eσ = ,  (2) 

де 11 11 11 12 22 13 33( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t tz c z z c z z c z zβ = α + α + α ; 22 12 11( ) ( ) ( )t tz c z zβ = α +  

22 22 23 33( ) ( ) ( ) ( )t tc z z c z z+ α + α ; 33 13 11 23 22 33 33( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t tz c z z c z z c z zβ = α + α + α ; 

( )ijc z  – коефіцієнти пружності ортотропного тіла; ( )t
ii zα  – коефіцієнти лінійно-

го теплового розширення.  
Геометричні співвідношення між компонентами деформації довільної точки 

оболонки ije  і узагальненими переміщеннями 1 2 1 2 3, , , , ,u u w γ γ γ  [3] 
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, (3) 

де 1 2, ,u u w  – компоненти вектора переміщень точок середньої поверхні; 1 2,γ γ  – 

кути повороту нормалі у напрямках x  і y , відповідно; 3γ  – поперечна нормаль-
на деформація.  

Рівняння рівноваги в узагальнених переміщеннях  

 ( )1 1 2 2 3 4 1 5 2 6 3 , 1,2,...,6k k k k k k kL u L u L w L L L b k+ + + γ + γ + γ = = .  (4) 

Тут диференціальні оператори kjL  ( )kj jkL L=  і вільні члени kb  мають вигляд 

 2 2
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 2 2
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 2 2 2
22 66 11 22 22 55L A A k A R′= ∂ + ∂ − ,   ( )23 22 55 2L A k A R′= + ∂ ,  

 ( ) 2
24 12 66 12L B B= + ∂ ,   2 2

25 66 11 22 22 55L B B k A R′= ∂ + ∂ + ,  
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 ( )( )26 23 22 55 2L A B k B R′= + + ∂ ,   2 2 2
33 44 11 55 22 22L k A k A A R′ ′= − ∂ − ∂ + ,  
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фіцієнт зсуву [19]; 1 2 3 1 2 3, , , , ,q q q m m m  – компоненти поверхневого навантажен-
ня [1, 3]. 

Для однозначності розв’язку системи (4) на краях оболонки задаємо відпо-

відні крайові умови: по одній величині з кожної пари { }11 1,N u , { }12 2,N u , 

{ }13,N w , { }11 1,M γ , { }12 2,M γ , { }13 3,M γ  для 0x = , x l=  і { }21 1,N u , { }22 2,N u , 

{ }23,N w , { }22 2,M γ , { }12 1,M γ , { }23 3,M γ  для 0y = , y b= . 

Система рівнянь (4) разом з крайовими умовами складає крайову задачу 
теорії температурних напружень для неоднорідних ортотропних циліндричних 
оболонок відкритого профілю у переміщеннях. За відомими переміщеннями 
визначаємо напруження і деформації відповідно з формул (2) і (3).  

Метод розв’язування. Нехай відкрита ортотропна циліндрична оболонка 
виготовлена з неоднорідного матеріалу так, що її фізико-механічні властивості 
змінюються за товщиною за степеневим законом. Тоді для коефіцієнтів пружнос-

ті ( )ijc z , лінійного теплового розширення ( )t
jj zα , теплопровідності ( )jj zλ  та 

теплоємності ( )vc z  задаємо таку залежність від координати z  [5]: 
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де r  – параметр неоднорідності; 0 0 0 0, , ,ij jj jj vc cα λ  – відомі сталі, які характеризу-

ють властивості ортотропного матеріалу. 
Нехай краї оболонки шарнірно оперті і на них задана нульова температура. 

Тоді крайові умови такі:  

для 0x =  і x l= : 2 3 2 0w u= = γ = γ = , 11 11 0N M= = ,  (5) 
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 1 2 0T T= = ,  (6) 

для 0y =  і y b= : 1 3 1 0w u= = γ = γ = , 22 22 0N M= = ,  (7) 

 1 2 0T T= = , (8) 

для 0τ = : ( ) ( )0
1 1, ,0 ,T x y T x y= , ( ) ( )0

2 2, ,0 ,T x y T x y= .  (9) 

Знаходження температурного поля. Інтегральні характеристики темпера-
тури, згідно з крайовими умовами (6) і (8), розвинемо в ряди Фур’є 
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Тоді рівняння теплопровідності (1) набудуть вигляду  
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Bi , ( 1,2)i = ; 1 2,nm nmf f  – коефі-

цієнти Фур’є для функцій температурних навантажень:  
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Застосовуючи до системи (10) інтегральне перетворення Лапласа за початко-
вих умов (9), одержимо: 

 ( ) ( ) ( ) ( ){2

1 (3) 4 1 1 (2) 2 2 2
1

1 1
nm i nm i i nm i

i ji j

T C p g Q Z C p g Q Z
p pC∗

≠ =

 ′ ′= − τ − − τ +
 −∑  

 ( ) ( ) }0 0
(3) 4 (2) 2

ɶ ip
i nm i nmC p g T C p g T e ′− τ + − − −

 
,  

 ( ) ( ) ( ) ( ){2

2 (1) 1 2 2 (2) 3 1 1
1

1 1
nm i nm i i nm i

i ji j

T C p g Q Z C p g Q Z
p pC∗

≠ =

 ′ ′= − τ − − τ +
 −∑  

 ( ) ( ) }0 0
(1) 1 (2) 3

ɶ ip
i nm i nmC p g T C p g T e ′− τ + − − −

 
,  (11) 

де ( )2
(1) (3) (2)C C C C∗ = − ; 0 0 0

(1) 1 (2) 2
ɶ
nm nm nmT C T C T= + ; 0 0 0

(2) 1 (3) 2nm nm nmT C T C T= + ; 

1p−  і 2p−  – корені рівняння ( )2
(1) 4 (3) 1 (2) 3 2C p C g C g C g g p∗  + + − + +   

1 4 2 3 0g g g g+ − = ; 
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 { } { }( )0 0

0 0

4
, , , sin sin

l b

jnm jnm j j
nx my

T Q T Q x y dx dy
bl l b

π π= ∫ ∫ ; (12) 

 ( ) ( ) ( )
0

ip vt
ji jZ f v e dv

′τ
′− τ −′τ = ∫ ,   ( ), 1,2j i = . (13) 

Знаходження узагальнених переміщень. Розв’язок системи рівнянь рівно-
ваги (4), який задовольняє крайові умови (5) і (7), за відомого температурного 
поля (11) знаходимо у вигляді 

 { } { }1 1 1 1
1 1

, , cos sinnm nm
n m

nx my
u U

l b

∞ ∞

= =

π πγ = Γ∑ ∑ ,  

 { } { }2 2 2 2
1 1

, , sin cosnm nm
n m

nx my
u U

l b

∞ ∞

= =

π πγ = Γ∑ ∑ , 

 { } { }3 3
1 1

, , sin sinnm nm
n m

nx my
w W

l b

∞ ∞

= =

π πγ = Γ∑ ∑ .  (14) 

Після підстановки виразів (14) в (4) одержимо систему алгебраїчних рівнянь 
для визначення коефіцієнтів Фур’є 1 2 1 2 3, , , , ,nm nm nm nm nm nmU U W Γ Γ Γ  шуканих 
узагальнених переміщень, яку запишемо в матричному вигляді 

 1 2MU V Snm nmT T= + ,  (15)  

де { }1 2 1 2 3, , , , ,U T
nm nm nm nm nm nmU U W= Γ Γ Γ ; ( )

6 6
M ijm

×
= ; ( )6 1

V iv ×= ; ( )6 1
S is ×= . 

Коефіцієнти матриць ijm , iv  і is  обчислюємо з диференціальних операторів сис-

теми (4). Розв’язок рівняння (15) має вигляд ( )1 2
1

U M V S
M mn mnT T∗= + , де M  

– визначник матриці M , а M ∗  – приєднана матриця. 

Аналіз числових результатів. Числовий аналіз виконували для циліндрич-
ної оболонки, зовнішня поверхня z h=  якої нагрівається середовищем, темпера-
тура якого задана функцією 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )*
0

2
, , cos 1

2zt x y t y y N x N y e
d

∗ ′+ −β τπτ = − − , (16) 

де ( ) ( ) ( )0 1 0 1N x S x x d S x x d− += − + − − − ; ( ) ( )0 2N y S y y d−= − + −  

( )0 2S y y d+− − − ; ( ) ( )1, 0 1, 0
;

0, 0 0, 0

x x
S x S x

x x+ −
> ≥ 

= = ≤ < 
; * , constt ∗β = ; 1 22 2d d×  – 

розміри ділянки нагріву; 0 0,x y  – координати її центра. 

Вважаємо, що поверхневі сили і джерела тепла відсутні, на поверхні z h= −  

температура середовища 0zt
− = , коефіцієнти тепловіддачі з поверхонь z h= ±  

рівні між собою z
+ −α = α = α , а в початковий момент 0 0

1 2 0T T= = . Тоді, врахо-
вуючи функцію (16), за формулами (12) і (13) обчислюємо: 

 

* 0 0 1 2

2
2 22

2

4 Bi sin sin sin cos

2

jnm

nx my nd md
t

l b l bQ
d b

n m
b d

π π π π⋅
=

  
 π − 
   

,   якщо   
22

b
m

d
≠ ,  
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*

0 0 12 Bi
sin sin sinjnm

nx my ndt
Q

nm l b l

π π π=
π

,   якщо   
22

b
m

d
= , 

 ( ) ( ) ( )*

*

1 1
1 i ip p

ji
i i

Z e e e
p p

′ ′′− τ − τ−β τ′τ = − − −
− β

. 

Числовий аналіз виконували для ортотропного матеріалу з такими фізико-

механічними властивостями [2]: 0
11 173,879c =  GPa; 0

22 7,4c =  GPa; 0
33 7,4c =  GPa; 

0
12 2,318c =  GPa; 0

13 2,318c =  GPa; 0
23 1,873c =  GPa; 0

55 1,38c =  GPa; 0
44 3,45c =  GPa; 

0
66 3,45c =  GPa; 0 7

11 5,7 10−α = ⋅  1/K; 0 6
22 3,56 10−α = ⋅  1/K; 0 6

33 3,56 10−α = ⋅  1/K; 
0
11 3,642λ =  W/(m⋅K); 0

22 0,96λ =  W/(m⋅K); 0
33 0,96λ =  W/(m⋅K); 

0 61,64 10vc = ⋅  J/(m3⋅K). Значення інших параметрів такі: 0,05h R = , 3l R = , 

2 0,5d b = , 0 2x l= , 0 2y b= , 5 6k ′ = . 

Обчислили безрозмірні прогини 
0 *
11

w
w

R t
′ =

α
 для ( )0,5 ; 0,5 ; 0x l y b z= = = , 

нормальні напруження 
0 0
11 11

ii
i

c t∗
σ′σ =
α

 для ( )0,5 ; 0,5 ;x l y b z h= = =  і зсувні 

13
13 0 0

11 11c t∗
σ′σ =
α

 для ( )0,75 ; 0,5 ; 0x l y b z= = = . 

Проілюстровано (рис. 1) зміну прогинів w′  і нормальних напружень 1′σ , 2′σ  
залежно від параметра неоднорідності r  для безрозмірного коефіцієнта тепло-

віддачі (критерія Біо) 0
11zh= α λBi  рівного 0,1; 0,3; 0,5 і 1. Значення інших пара-

метрів такі: * 1β = , Θ = π , 1′τ = , 1 0,25d d l′ = = . Як бачимо, зі збільшенням 
параметра неоднорідності прогини (рис. 1а) і напруження (рис. 1b, c) монотонно 
зростають, причому інтенсивніше з підвищенням тепловіддачі. Зі зміною пара-
метра неоднорідності нормальні напруження змінюють знак, тобто існує такий 
параметр, за якого напруження нульові. 

 

Рис. 1. Залежність безрозмірних прогину w′  (a), осьового 1′σ  (b) та колового 2′σ  (с) 

напружень від параметра неоднорідності r : 1 – Bi = 0,1; 2 – 0,3; 3 – 0,5; 4 – 1. 

Fig. 1. Dependence of dimensionless deflection w′  (a), axial stress 1′σ  (b) and circumferential 

stress 2′σ  (с) on the heterogeneity parameter r : 1 – Bi = 0.1; 2 – 0.3; 3 – 0.5; 4 – 1. 

На рис. 2 наведені графіки залежності прогину w′  і напружень 1′σ , 2′σ , 13′σ  

від центрального кута розхилу оболонки Θ  для таких параметрів неодноріднос-

ті: 0; 2; 4; 6r =  і 8. Для обчислень брали Bi = 1, * 1β = , 1′τ = .  
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Рис. 2. Залежність безрозмірних прогину w′  (a) 
осьового 1′σ  (b), колового 2′σ  (с) та зсувного 13′σ  (d) 

напружень від центрального кута Θ:  
1 – r  = 0; 2 – 2; 3 – 4; 4 – 6; 5 – 8. 

Fig. 2. Dependence of dimensionless deflection w′  (a), 
axial stress 1′σ  (b), circumferential stress 2′σ  (с)  

and shear stress 13′σ  (d) on the central angle Θ:  

1 – r  = 0; 2 – 2; 3 – 4; 4 – 6; 5 – 8. 

Як бачимо, за деякого кута Θ  графіки мають екстремуми. Зі збільшенням 
кута розхилу ( 2Θ > ) значення прогину та напружень прямують до сталого зна-
чення. 

Зміну напружень залежно від часу ′τ  для ширини смуги нагрівання 

1d d l′ =  рівної 0,1; 0,25 і 0,4 і * 0,1; 1β =  показано на рис. 3. Обчислювали для 

Bi 1= , 1r = , Θ = π . Як бачимо, змінюючи ширину смуги нагріву d ′ , можна 
суттєво впливати на значення і знак напружень. З плином часу напруження пря-

мують до сталого значення, причому швидше для більших *β . 

 

Рис. 3. Залежність безрозмірних осьового 1′σ  (a), колового 2′σ  (b) та зсувного 13′σ  (c) 

напружень від безрозмірного часу ′τ : 1 – 0,1d′ = ; 2 – 0,25; 3 – 0,4;  

суцільні лінії – * 1β = ; штрихові – * 0,1β = . 

Fig. 3. Dependence of dimensionless axial stress 1′σ  (a), circumferential stress 2′σ  (b)  

and shear stress 13′σ  (c) on dimensionless time ′τ : 1 – 0.1d′ = ; 2 – 0.25; 3 – 0.4;  

solid lines – * 1β = ; dashed lines – * 0.1β = . 

ВИСНОВКИ  
На основі уточненої зсувної теорії першого порядку розвинута методика 

розв’язування задач теплопровідності та термопружності неоднорідних анізо-
тропних оболонок скінченної довжини з вільно опертими краями. Досліджували 
вплив неоднорідності, часу, коефіцієнта тепловіддачі та геометричних парамет-
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рів на напружено-деформований стан функціонально-градієнтної ортотропної 
циліндричної оболонки відкритого профілю за локального нагрівання конвектив-
ним теплообміном. З числового аналізу випливає, що параметр неоднорідності 
суттєво впливає на напруження і прогини. З його збільшенням прогини і напру-
ження монотонно зростають, інтенсивніше для більших коефіцієнтів тепловідда-
чі. Зі зміною параметра неоднорідності нормальні напруження змінюють знак, 
тобто є таке його значення, за якого напруження нульові. Одержані результати 
можна використати для аналізу напруженого стану тонкостінних елементів з по-
криттями. 
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