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Методи періодично нестаціонарних випадкових процесів використано для аналізу 
вібрацій пошкодженого підшипникового вузла підйомного механізму. Для виявлен-
ня та аналізу періодичної нестаціонарності першого та другого порядків застосовано 
метод найменших квадратів. На основі обчислених параметрів, які описують струк-
туру періодичної нестаціонарності, зроблено висновок про тип дефекту і стадії його 
розвитку. 

Ключові слова: періодично нестаціонарні випадкові процеси, вібраційний сигнал, 
модуляція, підшипниковий вузол, пошкодження. 

The methods of periodically non-stationary random processes were used to analyze the 
vibrations of the damaged bearing unit of the lifting mechanism. To identify and analyze 
periodical nonstationarity of the first and second orders the least squares method was used. 
On the basis of the calculated parameters, which describe the structure of periodical non-
stationarity, a conclusion about the type of defect and its development was made. 

Keywords: periodically non-stationary random processes, vibration signal, modulation, 
bearing unit, damage. 

Вступ. Для визначення технічного стану елементів складних механічних кон-
струкцій та ефективного дослідження їх механічних і фізичних властивостей з 
використанням експериментальних результатів потрібно виявити, проаналізувати 
та використати ті їх характерні особливості, які дадуть змогу повною мірою роз-
в’язати сформульовані задачі [1–11]. Такі особливості встановлюють, використо-
вуючи відповідні методи обробки даних і їх аналіз [12–18], які розроблені на 
основі обґрунтованих математичних моделей досліджуваних процесів [19–25]. 
Слід зазначити, що вдало вибрані математичні моделі досліджуваних вібрацій-
них сигналів створюють підґрунтя для опису і розуміння їх властивостей. Аде-
кватною моделлю вібраційних сигналів пошкоджених механізмів, котрим власти-
ві риси повторюваності та стохастичності, є періодично нестаціонарні випадкові 
процеси (ПНВП) [26]. За появи розподілених чи локалізованих дефектів несучі 
гармоніки вібрацій стохастично модулюються як за амплітудою, так і за фазою. 
Властивості такої модуляції описують математичним сподіванням і кореляцій-
ною функцією ПНВП, а також їх коефіцієнтами Фур’є [27]. Параметри, які опи-
сують структуру цих функцій, є чутливими до дефектного стану механізму і тому 
їх використовують для моніторингу виявлених дефектів [4, 7, 9, 10, 13–20]. 
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ПНВП-модель вібраційного сигналу. Математичне сподівання ПНВП 

( ) ( )m t E t= ξ ; E  – оператор математичного сподівання, кореляційна функція 

( ) ( ) ( ),R t E t tτ = ξ ξ + τ
� �

, ( ) ( ) ( )t t m tξ =ξ −
�

 є періодичними функціями часу і їх мож-

на подати рядами Фур’є [26, 27]: 

 ( ) ( )0
0 0 0cos sinik t c s

k k k
k k

m t m e m m k t m k tω

∈ ∈
= = + ω + ω∑ ∑

Z Z

,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0 0 0, cos sinik t c s

k k k
k k

R t R e R R k t R k tω

∈ ∈

 τ = τ = τ + τ ω + τ ω
 ∑ ∑

N N

, 

де 0
2

P

πω =  – частота обертання приводу вала досліджуваного механізму; P  – пе-

ріод; ( )1

2
c s

k k km m im= − , ( ) ( ) ( )1

2
c s

k k kR R iR τ = τ − τ
 

 0k∀ ≠ ; Z  – множина цілих 

чисел; N  – множина натуральних чисел. Коефіцієнти Фур’є математичного спо-

дівання km  і кореляції функції ( )kR τ  характеризують властивості модулюючих 

процесів у поданні ПНВП у вигляді стохастичного ряду [26–29]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0
0 0 0cos sinik t c s

n k k
k k

t e t t k t t k tω

∈ ∈

 ξ = ξ =ξ + ξ ω + ξ ω
 ∑ ∑

Z N

, 

де ( ) ( ) ( )1

2
c s

k k kt t i t ξ = ξ − ξ
 

 0k∀ ≠ . Математичні сподівання модулюючих проце-

сів є коефіцієнтами Фур’є функції ( )m t , тобто ( )k kE t mξ = . Взаємокореляційні 

функції ( ) ( ) ( )rl r lR t tτ =Εξ ξ + τ
� �

, знак “¯ ” означає комплексно спряжену величи-

ну, ( ) ( )r r rt t mξ =ξ −
�

, визначають коефіцієнти Фур’є кореляційної функції з ін-

дексами k l r= − : 

 ( ) ( ) 0
,

il
k l k l

l

R R e ω τ
−

∈
τ = τ∑

Z

. (1) 

Величини виразу (1) називають кореляційними компонентами. Випадковий 

процес є ПНВП, якщо ( ) 0kR τ ≠  для довільного 0k ≠ . 

Обробка вібраційних сигналів методами ПНВП-аналізу. Алгоритми для 
обчислення на основі експериментальних результатів величин, які описують влас-
тивості детермінованої та стохастичної складових вібрацій, обґрунтовано у пра-
цях [26, 27]. Серед них слід особливо виділити дослідження, присвячені пошуку 
прихованих періодичностей першого та другого порядків [26, 27, 30, 31]. Нижче 
проаналізовано вібраційні сигнали підшипникового вузла для виявлення дефекту 
та встановлення його типу. При цьому основну увагу приділено високочастотній 
модуляції гармонік обертання вала, з якою пов’язані основні зміни стану механізму. 

Сигнали вібрацій отримали під час обстежень стану підйомних механізмів 
портового крана. Акселерометр був закріплений за допомогою магніту на корпу-
сі підшипникового вузла, тривалість запису сигналу – 5 s. Верхня частота анало-
гового фільтра 2,5 kHz, частота дискретизації сигналу 10 kHz. 

Фрагмент реалізації вібраційного сигналу отримано смуговою фільтрацією в 
інтервалі [1...2,5 kHz] (рис. 1). Для встановлення його спектрального складу в ста-
ціонарному наближенні обчислили кореляційну функцію і спектральну густину: 
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h

τ
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Рис. 1. Відрізок реалізації сигналу. 

Fig. 1. A fragment of signal realization. 

 

 

Графіки оцінок (2) і (3) показано на рис. 2. Оцінка кореляційної функції для 
великих зсувів має форму незаникаючих коливань, які можуть бути спричинені де-
термінованими компонентами. Спектр на рис. 2b містить вузькосмугові складові. 
Для перевірки цього припущення обчислили квадратичні функціонали [26, 27, 32]: 

 2
1

1ˆ ˆ( ) ( , )
2 1

K

n K

F f m f nh
K =−

=
+ ∑ , (4) 

де  ( ) ( ) ( )
1

1

ˆ ˆ ˆ, cos2 sin 2
L

c s
k k

k

m f nh m f k fnh m f k fnh
=

 = π + π
 ∑ , 

 
( )
( )

( )
ˆ cos 21

sin 22 1ˆ

c Kk

s
r Kk

m f k frh
rh

k frhKm f =−

  π  = ξ   π+    
∑ , (5) 

а f  – т. зв. пробна частота; 1L  – вибрана кількість гармонік. Пробна частота змі-
нювалась в інтервалах [1472...1490 Hz] і [1529...1547 Hz]. У цих інтервалах були пі-
кові значення спектральної густини. Графіки обчислених залежностей функціонала 

(4) показані на рис. 3. Чіткі піки на частотах (1)
0
ˆ 1481,13f =  Hz і (2)

0
ˆ 1538,11f =  Hz 

підтверджують це припущення. Обчислимо з використанням формули (5) амплі-
туду гармонік: 

 ( ) ( )( ) ( )( )2 2
ˆ ˆ ˆc s

k kA f m f m f= + . 

Знаходимо ( )(1) 2
0
ˆˆ 4,16 m/sA f =  і ( )(2) 2

0
ˆˆ 7,833 m/sA f = . Сума потужностей 

гармонік дорівнює 39,33 2 2(m/s ) , що становить майже половину загальної по-
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тужності високочастотної вібрації. 

 
Рис. 2. Оцінки кореляційної функції (а) і спектральної густини (b). 

Fig. 2. Estimators of covariance function (a) and spectral density (b). 

 

Рис. 3. Залежності квадратичного функціонала (4) від частоти в різних частотних 
інтервалах. 

Fig. 3. Dependences of quadratic functional (4) on test frequency for different spectral ranges. 

Подамо високочастотні детерміновані коливання у вигляді 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2

0 0 0 0
1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆcos2 sin 2
k k k kc s

k k
k

m t m f f t m f f t
=

 = π + π  
∑  (6) 

і виділимо стохастичну складову ( ) ( ) ( )ˆnh nh m nhξ = ξ −
�

. 

Оцінка кореляційної функції стохастичної складової вібраційного сигналу 
(рис. 4а) повільно заникає до рівня малопотужних флуктуацій і має групову струк-
туру, а спектральної густини (рис. 4b) має два чітко виражених піки, при цьому 
потужність одного з них суттєво перевищує потужність іншого. Точки пікових 
значень практично збігаються з частотами гармонік математичного сподівання 
(6). У результаті додавання цих двох гармонік з близькими частотами виникають 

биття, для яких різниця (2) (1)
0 0
ˆ ˆf f−  є груповою частотою. Власне такі биття спо-

стерігаємо на графіках реалізації кореляційної функції стохастичної складової 
вібраційного сигналу (рис. 4а). 

 

Рис. 4. Оцінки кореляційної функції (а) і спектральної густини (b)  
для стохастичної складової вібрації. 

Fig. 4. Estimators for covariance function (a) and spectral density (b)  
for stochastic part of vibration signal. 
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Аналіз стохастичної складової вібрації почнемо з пошуку прихованих періо-
дичностей другого порядку в інтервалі, який містить частоту обертання вала. Для 
цього використаємо квадратичний функціонал, побудований на основі методу 
найменших квадратів [31]: 

 ( ) ( )2
2

1ˆ ˆ ,0,
2 1

K

n K

F f R nh f
K =−

=
+ ∑ , (7) 

де 

 ( ) ( ) ( )
22

1

ˆ ˆ ˆ,0, cos2 sin 2
L

c s
k k

k

R nh f R f k fnh R f h fnh
=

 = π + π
 ∑ , 

 
( )
( )

( )2
ˆ cos22

ˆ sin 22 1

c Kk

s
r Kk

R f k frh
rh

k frhKR f

°

=−

  π  = ξ   π+    
∑  (8) 

і 2L  – вибрана кількість гармонік. Тут вибрано 2 5L = . Залежність функціонала 
(7) від пробної частоти показано на рис. 5. Потужний гострий пік на частоті 

0
ˆ 28,52 Hzf =  вказує, що дисперсія є періодичною за часом функцією з періодом, 
який визначають частотою обертання вала мотора. Поклавши у формулі (8) 

0
ˆf f= , обчислимо коефіцієнти Фур’є дисперсії, а на основі формули 

 ( ) ( )2
0

1ˆ 0
2 1

K

n K

R nh
K

°

=−
= ξ

+ ∑  (9) 

її середнє значення. Величина (9), а також амплітуди гармонік 

 ( ) ( ) ( )2 2

0 0 0
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆc s

k kV kf R f R f   = +
   

 

подані у вигляді діаграми на рис. 6. Як бачимо, тільки амплітуди перших двох 
гармонік суттєво відрізняються від нуля. Щоб пояснити структуру часової мінли-
вості дисперсії, розглянемо детальніше властивості високочастотної модуляції. 
Оскільки вона є вузькосмуговою, то для її опису використаємо подання Райса. 
Для цих квадратурних складових першої гармоніки обертання, яка є найпотуж-
нішою, маємо: 

 ( ) ( ) ( )1 1 0 1 0cos sinc c st p t t p t tξ = λ + λ , 

 ( ) ( ) ( )1 1 0 1 0cos sins c st q t t q t tξ = λ + λ , 

де λ0 – резонансна частота, а кореляційні функції квадратур ,
1 ( )c sp t  і ,

1 ( )c sq t  задо-

вольняють умови, за яких 1 ( )c tξ  і 1 ( )s tξ  є стаціонарно-зв’язаними випадковими 
процесами. Першу гармоніку вібрації тоді можна подати у вигляді 

 ( ) ( ) ( )1 1 1t t t+ −ξ =ξ +ξ , 

де 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 0 1 0 0cos sinc st t t t t+ξ =µ λ +ω +µ λ +ω , (10) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 0 1 0 0cos sinc st t t t t−ξ =ν λ −ω +ν λ −ω , (11) 
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при цьому 

 ( ) ( ) ( )1 1 1
1

2
c c st p t q t µ = −

 
,    ( ) ( ) ( )1 1 1

1

2
s s ct p t q t µ = +

 
, (12) 

 ( ) ( ) ( )1 1 1
1

2
c c st p t q t ν = +

 
,    ( ) ( ) ( )1 1 1

1

2
s s ct p t q t ν = −

 
. (13) 

 
 

Рис. 5. Fig. 5.                                                                Рис. 6. Fig. 6. 

Рис. 5. Залежність квадратичного функціонала (7) від частоти. 

Fig. 5. Dependence of quadratic functional (7) on test frequency. 

Рис. 6. Амплітудний спектр дисперсії. 

Fig. 6. The amplitude spectrum of variation of the stochastic component of vibration signal. 

Випадкові процеси (10) і (11) є стаціонарними. Їхні дисперсії: 

 ( ) ( )
11

0 0cR R+ µξ = ,    ( ) ( )
11

0 0cR R− νξ = . (14) 

Взаємокореляційні функції процесів є періодичними функціями часу з періо-

дом 
0

1
P

f
= . Їхні значення при 0τ= : 

 ( ) ( )
1 11 1

0,0 0 cos2cR t R t+ − µ νξ ξ = ω , (15) 

 ( ) ( )
1 11 1

0,0 0 cos2cR t R t− + ν µξ ξ = ω . (16) 

Сума величин виразів (15) і (16) визначають другу гармоніку дисперсії. Її 
амплітуда, як бачимо, залежить від взаємокореляції квадратур вузькосмугових 

компонент з частотами 0 0 1481,15
2

Hz
λ − ω

=
π

 і 0 0 1538,11
2

Hz
λ + ω

=
π

. Присут-

ність першої гармоніки в амплітудному спектрі дисперсії можливо зумовлена 
кореляцією цих компонент з тими, які зсунуті на 0± ω . Останні є слабкими, тому 
вони малопомітні на рис. 6. 

Наведені вище результати підтверджені обчисленнями дисперсій процесів (12) 
та (13), авто- та взаємокореляційних квадратур на основі виділених їх реалізацій. 

Для цього відфільтровано смуги ( ) ( )1 10 0
0 0

ˆ ˆ
ˆ ˆ;

2 2

f f
f f

 
− + 

  
 та ( ) ( )2 20 0

0 0

ˆ ˆ
ˆ ˆ;

2 2

f f
f f
 

− + 
  

 зі 

стохастичної складової вібраційного сигналу і для кожної з компонент знайдено 
перетворення Гільберта [32]: 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 0 1 0 0sin cosc ct H t t t t t+ +η = ξ = µ λ + ω −µ λ + ω , (17) 
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 ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0 0 1 0 0sin cosc ct H t t t t t− −η = ξ = ν λ − ω − ν λ − ω . (18) 

З рівнянь (10) і (17), (11) і (18) для квадратур знаходимо: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 0 1 0 0cos sinc t t t t t+ +µ =ξ λ + ω + η λ + ω , (19) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 0 1 0 0sin coss t t t t t+ +µ =ξ λ + ω −η λ + ω , (20) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 0 1 0 0cos sinc t t t t t− −ν =ξ λ −ω + η λ − ω , (21) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 0 1 0 0sin coss t t t t t− −ν =ξ λ − ω −η λ −ω . (22) 

Використовуючи рівняння (19)–(22), отримали реалізацію квадратур і на їх 
основі обчислили: 

 
( ) ( )

1 1

1 2

1
0

1ˆ 0
K

cs cs cs

n

R nh m
K

−

µ µ
=

 = µ −
 ∑ ,    ( ) ( )

1 1

1 2

1
0

1ˆ 0
K

cs cs cs

n

R nh m
K

−

ν ν
=

 = ν −
 ∑ , 

 
( ) ( ) ( )

11 1 1

1
, , , ,

1 1
0

1ˆ ˆ0
K

c s c s ss c s c s

n

R nh m nh m
K

−

µµ ν ν
=

  = µ − ν −
   ∑ , (23) 

 
( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1

1 1
0

1ˆ ˆ ˆ0
K

cs c c s s

n

R nh m nh m
K

−

µ ν µ ν
=

   = µ − ν −
   ∑ , 

 
( )

1

1
, ,

1
0

1
ˆ

K
c s c s

n

m nh
K

−

µ
=

= µ∑ ,    ( )
1

1
, ,

1
0

1
ˆ

K
c s c s

n

m nh
K

−

ν
=

= ν∑ . 

З виразу (14) випливає, що значення 
1

ˆ (0)cRµ  і 
1

ˆ (0)cRν  визначають дисперсії 

11

2 2ˆ ˆ(0) (0) 29,45 (m/s )cR R+ µξ = =  і 
11

2 2ˆ ˆ(0) (0) 7,65(m/s )cR R− νξ = = . Оцінки диспер-

сій, обчислені на основі реалізацій 1 ( )nh+ξ  і 1 ( )nh−ξ  з використанням формули 

(9), відповідно дорівнюють 
1

2 2ˆ (0) 31,9(m/s )R +ξ =  і 
1

2 2ˆ (0) 8,71(m/s )R −ξ = . Незнач-

ну різницю між отриманими значеннями дисперсій можна пояснити статистич-
ною похибкою. 

Результати обчислень показують, що квадратури різних високочастотних 
компонент є корельованими, при цьому величини, визначені за рівнянням (23), є 
найбільші і близькі до значень, обчислених з використанням формули (9). 

З огляду на рівняння (15) і (16) маємо: 
1 1

2 2
2

ˆ ˆ(0) 2 (0) 21,66 (m/s )cR Rµ ν= = . 

Пряме обчислення на основі реалізації 1( )tξ  з використанням формул (8) дає 

( ) ( ) ( )
1/ 22 2

2 2
2 2 0 2 0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ0 22,33 (m/s )R c f s f
    = + =     

. Різниця між цими значення-

ми є в межах статистичної похибки. 

ВИСНОВКИ 
На підставі отриманих результатів зроблено висновок, що високочастотна 

модуляція вібрації не пов’язана з пошкодженням одного з елементів підшипника. 
Її потужність змінюється з періодом, близьким до значення, яке визначають швид-
кістю обертання вала мотора. Ці зміни містять як детерміновану, так і стохастич-
ну складові та є вузькосмуговими. Тому підвищений рівень вібрацій з високою 
ймовірністю можна пояснити проковзуванням зовнішнього кільця підшипника, 
спричинене послабленням його посадки внаслідок тривалої експлуатації механіз-
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му. Рівень потужності детермінованих вібрацій, середнє значення стохастичної 
складової, а також потужність періодичних змін останньої свідчать про розвину-
тий розподілений дефект. 
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