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ДОСЛІДЖЕННЯ СТИСКУ КУСКОВО-ОДНОРІДНОЇ ПІВПЛОЩИНИ  
ЗІ ЗАКРІПЛЕНОЮ МЕЖЕЮ ВЗДОВЖ МІЖФАЗНОЇ ТРІЩИНИ 

О. Л. КІПНІС 

Інститут механіки ім. С. П. Тимошенка НАН України, Київ 

Досліджено плоску задачу механіки руйнування про стиск кусково-однорідного на-
півобмеженого тіла зі закріпленою межею вздовж міжфазної приповерхневої тріщи-
ни. Запропоновано в межах тривимірної лінеаризованої теорії стійкості деформівних 
тіл аналітико-числовий підхід, який полягає у зведенні вихідної крайової задачі до 
задачі на власні значення для системи інтегральних рівнянь Фредгольма першого 
роду. Для випадку, коли компоненти матеріалу тіла описано пружним потенціалом 
Бартенєва–Хазановича, а відношення їх жорсткостей не перевищує певного значен-
ня, обчислено критичні параметри навантаження, які відповідають локальній втраті 
стійкості матеріалу в околі тріщини на початковому етапі руйнування. 

Ключові слова: матеріал з покриттям, приповерхнева міжфазна тріщина, стиск 
вздовж тріщини, критичні навантаження. 

 A two-dimensional problem of fracture mechanics about the compression of a piecewise-
homogeneous semi-bounded body with a boundary fixed in a special way along an interfa-
ce near-surface crack is studied. The analytical-numerical approach proposed within the 
framework of the three-dimensional linearized stability theory of deformable bodies consists 
in reducing the original boundary value problem to an eigenvalue problem for a system of 
Fredholm integral equations of the first kind. For the case when the constituent materials 
of the body are described by the Bartenev–Khazanovich elastic potential, and the ratio of 
their rigidities does not exceed a certain value, the value of the critical load parameters 
corresponding to the local loss of stability of the material in the vicinity of the crack at the 
initial stage of fracture is calculated. 

Keywords: material with coating, near-surface interface crack, compression along the 
crack, critical loads. 

Вступ. Задачі для тіл, які стискають вздовж площин розташування тріщин, 
належать до некласичних задач механіки руйнування [1, 2] через незастосовність 
класичних критеріїв [3, 4] за такої схеми навантаження. Найефективнішим підхо-
дом для їх дослідження є застосування апарата тривимірної лінеаризованої теорії 
стійкості деформівних тіл (ТЛТСДТ) [2] із залученням відповідних критеріїв руй-
нування [5]. 

Застосувавши співвідношення ТЛТСДТ, вивчили плоскі і просторові осеси-
метричні задачі про стиск однорідних тіл вздовж тріщин (наприклад, [6, 7]) та 
деякі задачі про стиск необмежених кусково-однорідних тіл вздовж міжфазних 
тріщин (наприклад, [8–10]). Докладний огляд результатів дослідження вказаних 
задач наведено раніше [11, 12]. 

У праці [13] з використанням подання загальних розв’язків плоских лінеари-
зованих задач через комплексні потенціали сформульовано задачі про стиск на-
півобмеженого кусково-однорідного тіла з вільною межею вздовж міжфазної трі-
щини, при цьому числових результатів дослідження не наведено. 
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Водночас розв’язків задач, поданих у загальній формі для широкого класу 
матеріалів, про стиск кусково-однорідних напівобмежених тіл вздовж тріщин, 
розташованих на межі поділу півплощини та тонкої смуги покриття з різних ма-
теріалів, які є актуальними для вивчення проблем руйнування тіл з покриттям, 
досі не отримано. 

Формулювання задачі. В умовах плоскої деформації розглянемо кусково-
однорідне напівобмежене тіло, утворене в результаті жорсткого з’єднання пів-
площини 2 0x ≥  (матеріал “1”, основа) та смуги 2 0h x− ≤ ≤  (матеріал “2”, по-

криття). Прямолінійна межа поділу середовищ 2 0x =  містить відкриту міжфазну 

тріщину довжини 2а  (рис. 1), береги якої вільні від напружень. Межа тіла 

2x h= −  закріплена так, що точки цієї межі можуть зміщуватися лише в нормаль-

ному до неї напрямку. 

 

Рис. 1. Кусково-однорідна 
півплощина з міжфазною 

тріщиною. 

Fig. 1. A piecewise-
homogeneous half-plane  
with an interface crack. 

Нехай на нескінченності кожен з матеріалів стискають вздовж осі 1Ox  

сталими навантаженнями 

 0( ) 0(1) 0(2)
11 11 11const,  1,2;  і iσ = = σ ≠ σ   (1) 

так, щоб забезпечити однакові укорочення вздовж цієї осі для обох матеріалів 
конструкційного тіла 

 1 2
1 1 1 constλ = λ = λ = ,    1 1λ < , (2) 

де 1
1λ , 2

1λ  – коефіцієнти укорочення матеріалів “1” i “2”, які обумовлені стис-

кальними зусиллями 0(1)
11σ  та 0(2)

11σ , відповідно (тут і далі верхній індекс “1” або 

“2” позначення для матеріалів півплощини “1” або смуги “2”, відповідно; верхній 
індекс “0” позначення для початкового стану). 

У цьому випадку докритичний напружено-деформований стан у кожній з 
областей є статично визначеним, однорідним і його можна описати виразами для 
переміщень 

 0( )
1 11 ( 1)iu x= λ − ,    1,2i = . (3) 

Крайові умови сформульованої задачі записуємо так: 

 (2) (2)
22 10,  0t u= =     2 1( = , 0 )x h x− ≤ < ∞ ; 

 (1) (2) (1) (2)
22 22 21 21,  t t t t= =     2 1( 0,  0 )x x= ≤ < ∞ ; 

 
(2) (2)
22 210,  0t t= =     2 1( 0,  )x x a= ≤ ; (4) 

 (1) (2) (1) (2)
1 1 2 2,  u u u u= =     2 1( =0, )x x a> . 

Тут ( ) ,  , , 1,2i
klt i k l =  – збурення компонент несиметричного тензора напружень 

Піоли–Кірхгофа; tɶ , и
�

 – вектор збурення переміщень. 
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В описаному формулюванні крайова задача з умовами (4) еквівалентна за-
дачі плоскої деформації для смуги, що жорстко з’єднана з двома півплощинами і 
стискається вздовж двох паралельних міжфазних тріщин (для антисиметричної 
(згинної) форми втрати стійкості) (рис. 2). Аналогічну задачу для однорідного 
тіла дослідили раніше [7], а з використанням методу скінченних різниць для низ-
ки конкретних композитних матеріалів, які, згідно з термінологією [2], відповіда-
ють випадку нерівних коренів характеристичних рівнянь – у праці [9]. 

 

Рис. 2. Смуга, жорстко з’єднана з двома півплощинами,  
з двома паралельними міжфазними тріщинами. 

Fig. 2. A strip rigidly connected to two half-planes with two parallel interface cracks. 

Гранична задача для гармонічних потенціальних функцій. Зведемо зада-
чу з крайовими умовами (4) до граничної задачі для гармонічних потенціальних 
функцій. 

Умови однорідності в кожному з матеріалів докритичного стану (1)–(3) є не-
обхідними умовами застосовності співвідношень ТЛТСДТ. 

Використавши загальний підхід до лінеаризації нелінійних співвідношень, 
отримуємо [1] лінеаризовані співвідношення пружності для стисливих матеріалів 
у разі плоскої задачі: 

( )
( ) ,  , , , , 1,2

i
i i m

klmnkl
n

u
t i k l m m

x

∂
= ω =

∂
, 

де 1 2ω ω ( , )і і і
klmn klmn= λ λ  є компонентами тензора четвертого рангу ( )ω і

ɶ  і характери-
зують вибрану модель матеріалу. Аналогічні подання отримані і для нестисливих тіл 

(відповідні компоненти тензорів ( )ω і
ɶ  треба замінити на компоненти тензорів ( )æ і

ɶ ). 
Раніше побудовано [2, 6] загальні розв’язки лінеаризованих рівнянь рівнова-

ги через гармонічні потенціальні функції. Вид цих подань залежить від співвід-
ношення коренів характеристичного рівняння для вибраної моделі матеріалу. Тут 
досліджуємо випадок, коли характеристичне рівняння для кожного з матеріалів 
“1” і “2” має рівні корені 

2
2 1 2222 2112 1122 1212

1,2 2222 2112 1111 1221
1221 1111 1111 1221

( )
( ) ,2

i i i i
i i i i i

i i i i
n n c c c− ω ω ω + ω= = ± − ω ω ω ω = + −

ω ω ω ω
, 

а самі матеріали є різними високоеластичними матеріалами, проте їх можна опи-
сати однаковими пружними потенціалами. 
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Введемо до розгляду для кожного з матеріалів гармонічні потенціальні 

функції ( ) ( ) ( ),  ,  i i iF ϕ Φ , які пов’язані між собою співвідношеннями 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) 1/ 22

1 21 2
1 1

( ),     ,  ,  
i i

i ii i iF z n x
z z

−∂ϕ ∂ϕϕ = − ϕ + ϕ = − Φ = =
∂ ∂

. 

Тоді є подання збурень напружень і переміщень для кожного з компонент 
кусково-однорідного тіла: 

( ) ( )
( )

11
1 1

i i
i F

u z
x x

∂ϕ ∂= − −
∂ ∂

;    
( )

( ) ( ) ( )
1 2 2 12

1

i
i i i i i i F

u p F p p z
z

∂= + Φ +
∂

; 

 
( )

( ) ( ) ( )
1 2 2 121

1 1

i
i i i i i i F

t k F k k z
x z

 ∂ ∂= + Φ + 
∂ ∂  

;  

 
( ) ( ) 2 ( )

( )
4 5 5 122 2

1 1 1

,  
i i i

i i i iF F
t k k k z

z z z

∂ ∂Φ ∂= + +
∂ ∂ ∂

  1, 2i = , (5) 

коефіцієнти в яких є функціями компонентів тензорів ( )ω і
ɶ  (для стисливих тіл) 

або ( )æ і
ɶ  (для нестисливих). 
Використовуючи подання (5), отримуємо такі співвідношення для крайових 

умов (4) задачі в термінах потенціальних функцій: 

 
(2) (2)

1
1 1

0
F

h
x x

∂ϕ ∂− =
∂ ∂

, 

 
(2) (2) 2 (2)

2 2
4 5 5 1 2

1 1 1

0iF F
k k k h

z z z

∂ ∂Φ ∂+ − =
∂ ∂ ∂

,    1/ 2
1h n h−=     1 1 1( = , 0 )z h x− ≤ < ∞ ; 

 
(1) (1) (2) (2)

1 1 2 2
1 2 1 2

1 1 1 1

F F
k k k k

x x x x

∂ ∂Φ ∂ ∂Φ+ = +
∂ ∂ ∂ ∂

, 

 
(1) (1) (2) (2)

1 1 2 2
4 5 4 5

1 1 1 1

F F
k k k k

z z z z

∂ ∂Φ ∂ ∂Φ+ = +
∂ ∂ ∂ ∂

    1 1( 0,  0 )z x= ≤ < ∞ ; (6) 

 
(2) (2)

2 2
1 2

1 1
0

F
k k

x x

∂ ∂Φ+ =
∂ ∂

,    
(2) (2)

2 2
4 5

1 1
0

F
k k

z z

∂ ∂Φ+ =
∂ ∂

    1 1( =0, )z x a≤ ; 

 
(1) (2)

1 1x x

∂ϕ ∂ϕ=
∂ ∂

,    1 (1) 1 (1) 2 (2) 2 (2)
1 2 1 2p F p p F p+ Φ = + Φ     1 1( =0, )z x a> . 

Система інтегральних рівнянь задачі. Подамо невідомі потенціальні 
функції у вигляді косинус-розкладів Фур’є за координатою 1x : 

 1(1)
1 1 10

( , ) ( ) coszF x z A e x d
∞ −λ= λ λ λ∫ ,    1(1)

1 1 10
( , ) ( ) coszx z B e x d

∞ −λΦ = λ λ λ∫ , 

 [ ](2) 1
1 1 1 1 1 2 1 10

1

cos
( , ) ( )cosh ( ) ( )sinh ( )

sinh

x d
F x z C h z C h z

h

∞ λ λ= λ λ + + λ λ +
λ∫ , 

 [ ](2) 1
1 1 1 1 1 2 1 10

1

cos
( , ) ( )cosh ( ) ( )sinh ( )

sinh

x d
x z D h z D h z

h

∞ λ λΦ = λ λ + + λ λ +
λ∫ , (7) 

 1(1)
1 1 10

( , ) ( ) cosz d
x z B e x

∞ −λ λϕ = − λ λ
λ∫ , 
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 [ ](2)
1 1 2 1 1 1 1 1 10

1
( , ) ( )cosh ( ) ( )sinh ( ) cos

sinh

d
x z D h z D h z x

h

∞ λϕ = λ λ + + λ λ + λ
λ λ∫ . 

Подання (7) враховують симетрію конфігурації відносно осі 2Ox , забезпечу-
ють “загасання” збурень напружень на нескінченності, а також відповідають пар-

ності функцій ( )
1 12 ( , )iu x z  і непарності функцій ( )

1 11 ( , )iu x z  по координаті 1x  (тому 

далі розглядаємо лише значення 1 0x ≥ ). 
Використавши перші чотири умови у виразі (6), приходимо до такої системи 

рівнянь стосовно невідомих функцій ( )A λ , ( )B λ , 1( )C λ , 2( )C λ , 1( )D λ , 2( )D λ  

1( )hµ = λ : 

 1 1 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 1 2 2coth coth 0k A k B k C k C k D k D+ − µ ⋅ − − µ ⋅ − = ; 

 1 1 2 2 2 2
4 5 4 1 4 2 5 1 5 2coth coth 0k A k B k C k C k D k D+ + + µ ⋅ + + µ ⋅ = ; 

 2 2 2
5 1 4 2 5 2 0k C k C k Dµ − − = ; (8) 

 1 2 0C Dµ − = . 

Визначаючи ( )A λ , ( )B λ , 2( )C λ  і 2( )D λ  через 1( )C λ , 1( )D λ , знаходимо 

 ( ) ( )1
1 2 3 4 1 4 2 1coth coth cothA s s s s C s s D−  = ∆ + µ + µ ⋅ + µ µ ⋅ + + µ ⋅  , 

 ( ) ( )1
1 2 3 4 1 4 2 1coth coth cothB r r r r C r r D−  = ∆ + µ + µ ⋅ + µ µ ⋅ + + µ ⋅  ,  (9) 

 2 0C = ,     2 1D C= µ , 

де 

 1 1 1 1
4 2 5 1k k k k∆ = − ,    1 2

1 2 4s k k= − ,    2 1
2 2 5s k k= − ,    2 1

3 1 5s k k= − ,    1 2
4 2 5s k k= − , 

 1 2
1 1 4r k k= ,    2 1

2 2 4r k k= ,    2 1
3 1 4r k k= ,    1 2

4 1 5r k k= . 

Формули (9) справедливі лише тоді, коли не виконується умова 

 1 1 1 1
4 2 5 1 0k k k k∆ ≡ − = . (10) 

Значення сr
1λ , яке отримуємо з розв’язання трансцендентного рівняння (10), 

є критичним, що відповідає приповерхневій нестійкості однорідної півплощини з 

вільною межею (з матеріалу “1” або “2”) без тріщини [1]. Значення сr
1λ  залежить 

тільки від виду пружного потенціалу, а тому є однаковим для обох матеріалів 
тіла. В задачі про стискання кусково-однорідної площини з міжфазною тріщиною 

верхня оцінка для критичного значення параметра 1λ  також дорівнює сr
1λ  – 

максимальному зі значень, що відповідає приповерхневій нестійкості матеріалу 
однієї з півплощин [1, 6]. 

З фізичних міркувань очевидно, що критичні значення параметра 1λ  задачі 

лежать в області cr
1 1 1λ < λ < , в якій рівність (10) не виконується.  

Останні чотири умови (7) приводять до системи парних інтегральних рівнянь 

 ( )2 2 2
4 5 1 5 1 10

coth cos 0k k C k D x d
∞  λ + µ µ + λ λ =  ∫     1( )x a≤ , 

 ( )2 2 2
1 2 1 2 1 10

coth coth cos constk k C k D x d
∞  µ + µ + µ ⋅ λ λ =  ∫     1( )x a≤ ; (11) 

 [ ]1 1 2 1 10
( ) ( ) cos 0C D x d

∞ α µ + α µ λ λ =∫     1( )x a> , 
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 [ ]1 1 2 1 10
( ) ( ) cos 0C D x d

∞ λ β µ + β µ λ λ =∫     1( )x a> , (12) 

де 

 1 0 1 2 3( ) coth cothx a a x a x a x xα = + + + ;   2 3 1( ) cothx a a xα = + ; 

 1 0 1 2 3( ) coth cothx c c x c x c x xβ = + + + ;   2 3 1( ) cothx c c xβ = + ; 

 
1 1

1 2 1 1
0

r p s p
a

+=
∆

,    
1 1

2 2 2 2 1
1 2

r p s p
a p

+= − +
∆

,    
1 1

2 3 2 3 1
2 1

r p s p
a p

+
= − +

∆
,  

 
1 1

4 2 4 1
3

r p s p
a

+=
∆

, 

 1
0

r
c =

∆
,    2

1
r

c =
∆

,    3
2

r
c =

∆
,    4

3 1
r

c = +
∆

, 

та додаткової умови 

 [ ]1 1 2 10
( ) ( ) sin 0C D ad

∞ β µ + β µ λ λ =∫ . (13) 

Зведемо систему парних інтегральних рівнянь (11), (12) до системи інте-
гральних рівнянь Фредгольма першого роду, доповнених додатковою умовою. 

Для зручності запишемо інтегральні рівняння (11) так: 

 1 10
( )cos 0Y x d

∞ λ λ λ =∫     1( )x a> ;    2 10
( )cos 0Y x d

∞ λ λ λ λ =∫     1( )x a> , 

де 

 1 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y C Dλ = α µ λ + α µ λ ;    2 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y C Dλ = β µ λ + β µ λ . (14) 

Вибір функцій 1( )Y λ , 2( )Y λ  у вигляді 

 2
1 0
( ) ( )(cos cos )

a
Y t t a dt−λ = λ ϕ λ − λ∫ ;  1

2 1 0
( ) ( )(cos cos )

a
Y h t t a dt−λ = − λ ψ λ − λ∫  (15) 

дає змогу автоматично задовольнити умови (12). Тут ( )tϕ , ( )tψ  – нові невідомі 

функції, неперервні зі своїми похідними на відрізку [ ]0,а . 

Виразивши з умови (13) 1( )C λ , 1( )D λ  через 1( )Y λ , 2( )Y λ  та підставивши 

отримані вирази в (11), для безрозмірних змінних 1 1
1,  a x a t− −ξ ≡ η ≡  приходимо 

до системи інтегральних рівнянь Фредгольма першого роду 

 
1 1

1 20 0
( , ) ( ) ( , ) ( ) 0;K f d K g dξ η η η + ξ η η η =∫ ∫  

1 1
1 20 0
( , ) ( ) ( , ) ( ) const 0,  ,  0 1,  0 1M f d M g d h aξ η η η + ξ η η η − = β = ≤ ξ < ≤ η ≤∫ ∫  (16) 

стосовно невідомих безрозмірних функцій ( ) ( ),  ( ) ( )f a a g a aξ ≡ ϕ ξ ξ ≡ ψ ξ  і неві-

домої константи const, яка пов’язана з додатковою умовою (13). Останню ж 
подаємо так: 

 
1

0
( ) 0g dη η =∫ . (17) 

Ядра 1 2 1 2( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , )K K M Mξ η ξ η ξ η ξ η  інтегральних рівнянь (16) мають вигляд 

 1/ 2
1 10

(cos cos )cos
( , ) ( )K P n d

∞ − λη − λ λξξ η = βλ λ
λ∫ , 

 1/ 2
2 20
( , ) ( )(cos cos )cosK P n d

∞ −ξ η = βλ λη − λ λξ λ∫ , 
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 1/ 2
1 1 20

(cos cos )cos
( , ) ( )M Q n d

∞ − λη − λ λξξ η = βλ λ
λ∫ , 

 1/ 2
2 20

(cos cos )cos
( , ) ( )M Q n d

∞ − λη − λ λξξ η = βλ λ
λ∫ , 

2 2 2
4 5 2 5 1

1
( coth ) ( ) ( )

( )
( )

k k x x x k x
P x

x

+ β − β
=

δ
, 

2 2 2
4 5 2 5 1

2
( coth ) ( ) ( )

( )
( )

k k x x x k x
P x

x

− + α + α
=

δ
; 

 
2 2 2
2 1 2 2 1

1
( coth ) ( ) coth ( )

( )
( )

k x k x x k x x
Q x

x

+ β − β=
δ

; 

 
2 2 2
2 1 2 2 1

2
( coth ) ( ) coth ( )

( )
( )

k x k x x k x x
Q x

x

− + β + β=
δ

; 

 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x xδ = α β − α β . 

Таким чином, проблему зводять до задачі (16), (17) на власні значення сто-

совно параметра укорочення 1 2 cr
1 1 1 1 1,  1λ = λ = λ λ < λ <  (значення 1 1λ =  відпові-

дає незбуреному стану), який характеризує докритичний стан та нелінійно входить 
до ядер інтегральних рівнянь. Задача (16), (17) отримана в загальній формі для 
широкого класу комбінацій двох стисливих або нестисливих високоеластичних 
матеріалів з рівними коренями характеристичних рівнянь. Перевагою запропоно-
ваного аналітико-числового підходу є те, що на відміну від підходів, які базують-
ся на використанні числових методів скінченних різниць (наприклад, [9, 10]), мо-
делі матеріалів конкретизують лише на фінальному етапі числового дослідження. 

Аналіз числових результатів. Наведемо числові результати з дослідження 
задачі на власні значення (16), (17) для конкретної моделі матеріалу та порівня-
ємо їх з результатами аналогічної задачі для однорідного тіла [7]. 

Розглянемо випадок, коли матеріали основи і покриття є нестисливими мате-
ріалами з потенціалом Бартенєва–Хазановича [14], який характеризується однією 
сталою іµ  (визначає жорсткість матеріалу) для кожного матеріалу “1”, “2”. Тоді 
у разі плоскої задачі маємо [2]: 

2
1 2 1( )i in n= = λ , 1

2 1( )i −λ = λ , 0( ) 2
1 2 111 2 ( )( )i i

i
−σ = µ λ − λ λ , cr

1 0,577λ = , 
cr cr
1 11 0,423ε = − λ = , 1,2i = ; 1 11і іε = − λ  – відносне укорочення відповідного мате-

ріалу вздовж осі 1Ox . 
Тоді функції, які входять до складу інтегральних рівнянь (16), не залежать 

окремо від жорсткостей матеріалів, а тільки від їх відношення 2 1g = µ µ . 

Числове дослідження показує, що умова неперервності функцій 1,2 1,2,  P Q  

має вигляд 
 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0  ( 0)x x x x x xδ ≡ α β − α β ≠ >  

і виконується для всіх параметрів навантаження cr
1 1 1λ < λ <  і значень 

 2,357g < . (18) 

Числове дослідження задачі на власні значення (16), (17) реалізовано з вико-
ристанням методу Бубнова–Гальоркіна [15]. 

На графіку рис. 3 наведено залежності критичного відносного укорочення 

1 11ε = − λ  від відносної (нормованої на половину довжини тріщини) ширини 

смуги h aβ = : суцільна крива побудована за результатами дослідження задачі 

(16), (17) на власні значення для 1 2µ = µ  (тобто, коли матеріали покриття “2” і 



 72 

основи “1” однакові); штрихова – за результатами [7], отриманими під час дослі-
дження аналогічної задачі для однорідного тіла. 

 

Рис. 3. Залежності критичного відносного 
укорочення від відносної ширини покриття  
в задачах про кусково-однорідну півплощину  

з міжфазною тріщиною за однакової 
жорсткості матеріалів основи і покриття 

(суцільна крива) та про однорідну 
півплощину з приповерхневою тріщиною 

(штрихова). 

Fig. 3. Dependences of the critical relative contraction on the relative width of the coating  
in the problem of a piecewise-homogeneous half-plane with an interface crack  

at the same rigidities of the base and coating materials (solid curve) and the problem  
of a homogeneous half-plane with a near-surface crack (dashed curve). 

Подано залежності критичного відносного укорочення 1ε  (рис. 4а) та кри-

тичного безрозмірного напруження стиску 0(1) 0(2)
1 211 11/ 2 / 2σ = −σ µ = −σ µ  (рис. 4b) 

від відносної ширини смуги β  для низки значень параметра g  за умови (18). 

Горизонтальні прямі сr
1 1 0,423ε = ε =

 
на рис. 3, 4а і сr 3,473σ = σ =  на рис. 4b 

відповідають критичним значенням цих параметрів для приповерхневої нестій-
кості однорідної півплощини, виготовленої з нестисливого матеріалу з потенціа-
лом Бартенєва–Хазановича [2, 6]. 

 
Рис. 4. Залежності критичного відносного укорочення (а) та критичного безрозмірного 
напруження стиску (b) від відносної ширини смуги для деяких значень параметра g. 

Fig. 4. Dependence of the relative critical contraction (a) and the dimensionless critical 
compression stress (b) on the relative width of the strip for some values of parameter g. 

Аналіз графіків показує, що за певного відношення жорсткостей матеріалів 
тіла (умова (18)) характер залежності параметрів навантаження є аналогічним до 
того, що і для однорідного тіла і при β → ∞  критичні значення 1ε  асимптотично 
наближаються до верхніх значень цих величин, які відповідають одній міжфазній 
тріщині в нескінченному кусково-однорідному матеріалі [8] і є рівними значен-
ням для приповерхневої нестійкості однорідної півплощини з вільною межею, 
виготовленої з відповідного матеріалу. 
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ВИСНОВКИ 
Досліджено плоску некласичну задачу механіки руйнування про стискання 

напівобмеженого кусково-однорідного тіла зі закріпленою межею вздовж тріщи-
ни, розташованої на прямолінійній межі поділу двох однорідних середовищ. За-
пропонований аналітико-числовий підхід дає змогу звести вихідну крайову зада-
чу до дослідження на власні значення системи однорідних лінійних рівнянь, яка 
отримана в загальній формі для широкого класу високоеластичних матеріалів. 
Показано, що за певних відношень жорсткостей матеріалів тіла, механізм втрати 
стійкості, який реалізується за стискання кусково-однорідного напівобмеженого 
тіла зі закріпленою межею, є аналогічним випадку, коли напівобмежене тіло є од-
норідним, і пов’язаний з локальною втратою стійкості матеріалу біля тріщини та 
непов’язаний з внутрішньою чи приповерхневою втратою стійкості конструкцій-
ного матеріалу. 
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