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АНТИПЛОСКА ДЕФОРМАЦІЯ АНІЗОТРОПНОГО ПРУЖНО-
ПЛАСТИЧНОГО ТІЛА ЗІ ЗАПОВНЕНОЮ ТРІЩИНОЮ 

В. П. СИЛОВАНЮК, В. О. МЕЛЬНИК, А. І. ДІДУХ 

Фізико-механічний інститут ім. Г. В. Карпенка НАН України, Львів 

З допомогою зсувної вінклерівської моделі досліджено процес заліковування тріщи-
ни поздовжнього зсуву в анізотропному пружно-пластичному тілі. Сформульовану 
крайову задачу зведено до розв’язування сингулярного інтегро-диференціального 
рівняння. Наведено розрахункові залежності міцності пружно-пластичного тіла з та-
кою тріщиною від анізотропії пружних властивостей матеріалу. 

Ключові слова: пружно-пластичне тіло, заліковування тріщин, антиплоска дефор-
мація, міцність. 

The healing process of a longitudinal shear crack in an anisotropic elastoplastic body is 
studied using the Winkler shear model. The formulated boundary problem is reduced to 
solving a singular integro-differential equation. Calculated dependences of the strength of 
an elastoplastic body with such a crack on the anisotropy of the material elastic properties 
are presented. 

Keywords: elastic-plastic body, crack healing, anti-planar deformation, strength. 

Вступ. Поширення тріщин у композитних матеріалах має низку особливос-
тей. Одна з них – формування достатньо великих зон передруйнування біля вер-
шин тріщини з нерозірваних волокон армувального матеріалу та пластичної мат-
риці. Для встановлення граничного навантаження таких матеріалів застосовують 
нелінійну механіку руйнування, зокрема cδ -критерій граничного розкриття або 
зсуву берегів тріщини. В інженерній практиці, зокрема в будівельній галузі, для 
відновлення міцності пошкоджених тріщинами елементів конструкцій викорис-
товують ін’єкційні технології заліковування [1, 2]. Вони полягають у введенні під 
тиском у дефектні зони тіла полімерів у рідкому стані, які після тверднення про-
тидіють зміщенню протилежних поверхонь тріщин. В результаті тіло зміцнюєть-
ся і здатне нести експлуатаційне навантаження. Відомі [2–4] теоретичні та експе-
риментальні дослідження зі встановлення ресурсу міцності елементів конструк-
цій з ізотропних матеріалів. Нижче проаналізовано ефективність заліковування 
тріщини поздовжнього зсуву в анізотропних пружно-пластичних тілах зі застосу-
ванням нелінійного cδ -критерію міцності. 

Основні співвідношення теорії пружності анізотропного тіла за поздовж-
нього зсуву. Поздовжній зсув реалізується в нескінченному циліндричному тілі 
під дією навантаження, прикладеного вздовж твірних циліндра. Поле перемі-
щень, що відповідає такому напруженому стану, описують співвідношення 

 0, ( , ).x y z zu u u u x y= = =  (1) 

Компоненти тензора деформацій пов’язані з переміщеннями співвідношен-
нями Коші: 
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З виразів (1), (2) випливає, що компоненти тензора деформацій 

 0.xx yy zz xyε = ε = ε = ε =  (3) 

Якщо припустити, що анізотропне тіло володіє площиною пружної симетрії, 
нормальною до твірних, то пружні сталі 
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У цьому випадку узагальнений закон Гука виглядає так: 
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Рівняння рівноваги тут зводяться до одного: 
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Загальний його розв’язок можна подати через одну функцію ( )χ ξ  ком-

плексної змінної x syξ = + : 

 ( ) ( ), 2Re .zu x y  = χ ξ   (9) 

Напруження розраховують за залежностями 
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Міцність пружно-пластичного тіла з тріщиною поздовжнього зсуву. Міц-
ність циліндричного анізотропного тіла з тріщиною за поздовжнього зсуву (рис. 1) 
з використанням III cδ -моделі розраховували за формулою [4] 
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Тут cq  – гранична інтенсивність зсувних навантажень; cτ  – границя міцності за 

зсуву матеріалу в площині тріщини; III cδ  – граничний зсув біля вершини тріщи-

ни; 2a  – її довжина. 
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Рис. 1. Схематичне зображення поздовжнього зсуву тіла з дефектом. 

Fig. 1. Schematic representation of longitudinal shear of a body with a defect. 

Формулювання задачі. Нехай після ін’єкційного зміцнення тріщина запов-
нена матеріалом, який після тверднення утворює тонкий прошарок між її по-
верхнями. За антиплоскої деформації тіла контакт між прошарком і основним 
матеріалом опишемо за моделлю типу Вінклера: 
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Тут [ )](zu x  – стрибок переміщення )(zu x ; µ  –  модуль зсуву матеріалу прошар-

ку; 2 ( )h x  – його товщина. В результаті прикладання у віддалених точках зсувних 

зусиль інтенсивністю zy qτ =  на обох кінцях тріщини виникають зони передруй-

нування, напруження в яких приймаємо рівним границі міцності на зсув: 

 ( ) ( ),0 , ,0 0, .zy c yx x a x lτ = τ σ = ≤ ≤  (13) 

Якщо від напруженого стану тіла з тріщиною відокремити однорідний на-
пружений стан тіла без тріщини, що перебуває під дією зусиль zy qτ = , то можна 

звести задачу до встановлення рівноваги простору з тріщиною розміром 2l , на 
поверхнях якої задані зусилля 
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Тут ( )H x  – функція Гевісайда; 0

44
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= . Зазначимо, що перша умова у фор-

мулах (14) виконується автоматично вибором загального розв’язку (9). 

Інтегральне рівняння задачі. Враховуючи співвідношення (9), (10), введе-
мо такі позначення: 
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Звідси на основі формули Коші отримуємо: 
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З другої граничної умови (14) для дотичних напружень, враховуючи вирази 
(10), (16), дістанемо інтегро-диференціальне рівняння для визначення функції 

( )f x : 
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Аналітичний розв’язок рівняння (17) можна одержати, якщо поверхню трі-

щини вважати еліптичним циліндром з півосями ,a b  та 2 21
( ) ,h x a x= −

β
 

/ ,a b a bβ = >> , а також припустити, що напружений стан в еліптичному про-
шарку змінюється несуттєво з утворенням пластичних зон та однорідний, як для 
пружної моделі тіла. 
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З умови обмеженості та неперервності напружень у точках x l= ±  встанов-
люємо розмір зони передруйнування: 
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Тепер формулу (18) зведемо до вигляду 
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Для розрахунку граничного навантаження застосуємо критерій критичного 
зсуву поверхонь тріщини III2 ) 2 ( )(z cu a f a= = δ . У результаті отримаємо рівняння 
для розрахунку ресурсу міцності на поздовжній зсув анізотропного тіла зі залі-
кованою тріщиною: 
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Встановили (рис. 2) залежність нормованого граничного навантаження 

* / cq τ  від геометричних параметрів тріщиноподібного дефекту та пружних ха-

рактеристик наповнювача та основного матеріалу. 
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Рис. 2. Залежність граничного навантаження від нормованої довжини дефектів 

( * 44 III8 ( )c cl a c= δτ π ) за різних значень коефіцієнта жорсткості ε  (a)  

та параметра анізотропії 55 44/c cγ =  (b) (a: 10, 20γ = β = ; b: 0,03, 20ε = β = ). 

Fig. 2. Dependence of the critical load on the normalized length of defects (* 44 III8 ( )c cl a c= δτ π ) 

at different values of rigidity coefficients ε  (a) and anisotropy parameter 55 44/c cγ =  (b):  

(a: 10, 20γ = β = ; b: 0,03, 20ε = β = ). 

ВИСНОВКИ 
У межах нелінійної механіки руйнування оцінено антиплоску деформацію 

пружно-пластичного тіла з тріщиною, залікованою ін’єкційним матеріалом. З до-
помогою моделі пружного прошарку вінклерівського типу сформульовану кра-
йову задачу зведено до розв’язання інтегро-диференціального рівняння. В припу-
щенні, що напруження у прошарку змінюється несуттєво з виникненням пластич-
ної зони, отримано аналітичний розв’язок рівняння. Встановлено, що ефективність 
відновлення міцності тіла з тріщиною після ін’єкційної технології залежить від 
геометричних параметрів дефекту та пружних характеристик матеріалів. 
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