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Статтю присвячено аналізу впливу методу визначення допустимого періоду дискретизації у цифрових регуля-
торах систем автоматичного регулювання промислових електроприводів на їхні показники якості. Дослідже-
но можливості визначення допустимого періоду дискретизації за частотою смуги пропускання амплітудно-
частотної характеристики як розімкненої, так і замкненої системи. Показано, що застосування смуги пропу-
скання розімкненої системи для визначення допустимого періоду дискретизації не дозволяє враховувати такі 
властивості об`єкта керування, як запізнення та астатичність. Дано кількісні рекомендації по завданню сму-
ги пропускання замкненої системи для визначення допустимого періоду дискретизації цифрових регуляторів 
промислових електроприводів. Бібл. 10, рис. 12. 
Ключові слова: період дискретизації, смуга пропускання, амплітудно-частотна характеристика, цифровий 
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Вступ. У цифрових регуляторах відбувається аналого-цифрове перетворення сигналу, 

що надходить від неперервної частини системи. Основним елементом аналого-цифрового 
перетворювача, який впливає на динамічні процеси в цифровій системі, є пристрій вибірки та 
зберігання, який дискретизує аналоговий сигнал і потім підтримує його рівень постійним до 
наступної дискретизації. На структурних схемах пристрій вибірки та зберігання можна пред-
ставити як послідовне з'єднання ідеального квантувача за часом, який здійснює вибірку не-
перервного сигналу з періодичністю Т  та фіксатора нульового порядку, який зберігає вибра-
не значення до наступної вибірки. 

Існує проблема, пов'язана із суб'єктивністю підходів проектувальників цифрових ав-
томатичних систем до встановлення необхідної точності відтворення неперервного сигналу 
за скінченою кількістю його дискретних значень. Зокрема, у [1] вказується, що згідно з тео-
ремою Котельникова-Шеннона цифрова система буде еквівалентна неперервній, якщо часто-
та дискретизації буде не менша за подвоєну частоту смуги пропускання c , але не вказуєть-

ся, як визначається смуга пропускання. Деякі джерела [2–4] під частотою смуги пропускання 
розуміють частоту зрізу, що відповідає значенню амплітуди вихідного сигналу на амплітуд-
но-частотній характеристиці (АЧХ) системи 0,707 (0)А , де )0(А  – значення АЧХ неперервної 
автоматичної системи на нульовій частоті  =0. Однак, як буде показано нижче, таке визна-
чення c  призводить до великих відхилень вихідного сигналу цифрової системи від вихід-

ного сигналу неперервної, що не дозволяє в цьому випадку вважати цифрову систему еквіва-
лентною неперервній. Інші джерела [5, 6] оцінюють смугу пропускання значенням частоти, 
що відповідає амплітуді вихідного сигналу на рівні 0,05 (0)А . Отже, існує невизначеність що-
до визначення частоти та періоду дискретизації за частотою смуги пропускання. 

Другим аспектом вибору періоду дискретизації є невизначеність, смугу пропускання 
якої саме неперервної автоматичної системи, розімкненої чи замкненої, слід враховувати при 
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визначенні допустимих частоти та періоду дискретизації. Зокрема, смуга пропускання може 
визначатись за АЧХ об`єкта керування [7], АЧХ розімкненої системи [1], АЧХ замкненої 
системи [4, 8]. Тут слід враховувати, що при побудові систем регулювання з цифровими ре-
гуляторами на відміну від систем зв`язку визначальним для вибору періода дискретизації є 
не смуга частот вхідних дій, а смуга частот, що пропускається системою регулювання у ці-
лому [3], тобто замкненою системою. Причому, як буде показано нижче, визначення смуги 
пропускання за АЧХ розімкненої системи не дозволяє враховувати наявність таких власти-
востей об`єкта керування, як запізнення та астатизм. Тому для визначення допустимого пері-
оду дискретизації більш доцільним є використання смуги пропускання саме замкненої сис-
теми. Відзначимо, що для деяких методик синтезу цифрових регуляторів [9] необхідно вже 
знати допустимий період дискретизації на етапі визначення параметрів регулятора, тому у 
рамках даної роботи будемо проводити аналіз впливу періоду дискретизації на динамічні 
характеристики скоректованої системи з цифровим регулятором, що забезпечує задану смугу 
пропускання замкненої неперервної нескорегованої системи, тобто системи з аналоговим 
регулятором з коефіцієнтом передачі, що дорівнює 1.  

Метою даної роботи є аналіз впливу методу визначення допустимого періоду дискре-
тизації цифрових регуляторів промислових електроприводів на їхні показники якості та роз-
робка рекомендацій до вибору періоду дискретизації залежно від динамічних властивостей 
об`єкта керування. 

Матеріали досліджень. Відповідно до [10], амплітудно-частотний спектр вихідного 
сигналу ідеального квантувача має вигляд 
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де )(А  – амплітудний спектр неперервного вхідного сигналу, визначений амплітудно-
частотною характеристикою відповідної неперервної системи. 

Співвідношення (1) показує, що ідеальний квантувач є генератором гармонік з часто-
тою, кратною частоті дискретизації s . На виході ідеального квантувача відтворюється як 

спектр неперервного вхідного сигналу, так і додаткові складові на частотах, кратних частоті 
квантування s , а також зменшуються амплітуди всіх гармонік у Т  разів. Якщо припустити, 

що амплітудний спектр неперервного вхідного сигналу )(А  має вигляд, наведений на рис. 1 а, 

то відповідний амплітудний спектр вихідного сигналу квантувача при cs  2  матиме ви-

гляд, наведений на рис. 1 б, де s  – частота дискретизації;  c  – найбільша частота вхідного 

неперервного сигналу, яка зустрічається в його амплітудному спектрі. Якщо частота дискре-
тизації менше c2 , то в спектрі вихідного сигналу з'являться спотворення через накладення 

додаткових побічних складових. 

                                а                                                                                               б 
Рис. 1. Амплітудні спектри вхідного та вихідного сигналів ідеального квантувача 

 
Оскільки частота дискретизації Тs  2 , і має виконуватися нерівність сs  2 , то 

неперервний сигнал з обмеженим спектром можна описати його значеннями, виміряними в 
дискретні моменти часу з інтервалом сT  . Отже, гранично допустимий період дискрети-
зації визначається формулою 

сT  .                                                                    (2) 
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У реальних автоматичних системах спектр неперервного сигналу необмежений, на 
відміну від рис. 1 а, тобто c . Але оскільки амплітуди високочастотних складових 

неперервних сигналів істотно послаблені, можна вважати, що сигнал має обмежений спектр 
при заданій точності відтворення сигналу. Тоді найвищу частоту неперервного сигналу (сму-
гу пропускання) c  можна визначити як розв’язок рівняння:  

)0()( АА   ,                                                                 (3) 
де   – коефіцієнт, що визначає ширину смуги пропускання; )0(А  – амплітудно-частотна ха-
рактеристика неперервної замкненої нескорегованої автоматичної системи при частоті  =0. 

На першому етапі розглянемо замкнену систему електроприводу з ПІ-регулятором, 
вихідною величиною якого є швидкість обертання, наприклад, електропривод відцентрового 
механізму (насоса, вентилятора). Об`єктом керування є електродвигун з узагальненою пере-
датною функцією за керуючою дією [11] 
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де Te – електромагнітна постійна часу; Tм – електромеханічна постійна часу. 
До такої передатної функції можуть бути зведені з деякими припущеннями регульо-

вані за напругою електроприводи постійного струму з незалежним збудженням та вентильні 
електроприводи, асинхронні електроприводи з частотним скалярним керуванням [11]. Вхід-
ним керуючим сигналом у даному випадку є кутова швидкість холостого ходу 0, що визна-
чається напругою живлення електроприводів постійного струму та вентильних, частотою 
живлення асинхронних електроприводів. У даній роботі розрахунки будуть проводитись для 
частотно-регульованого двигуна 4А90L2 потужністю 3 кВт при Te = 0,0098 с, Tм = 0,0429 с 
(за сумарного моменту інерції електроприводу, що дорівнює шести моментам інерції ротора 
двигуна). Тоді передатна функція об`єкта керування матиме вигляд 

10429,00004,0
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Структурні схеми такого електроприводу з аналоговим та цифровим ПІ-регулятором з 
інтегратором за методом трапецій [9] наведені на рис. 2 а та б відповідно.  

 

       
                          а                                                                                                     б 
 

      
                           в                                                                                                      г 

Рис. 2. Структурні схеми електроприводу 
 

Визначення параметрів регулятора здійснено згідно з налаштуванням на технічний 
оптимум. Для синтезу ПІ-регулятора передатну функцію (5) доцільно подати у наступному 
вигляді 
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де Т1 та Т2 – постійні часу еквівалентних інерційних ланок. 
Бажана передатна функція розімкненої системи водночас шукається у вигляді 
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де 0137,02  ТT с – некомпенсована постійна часу.  

Передатна функція регулятора у відповідності з (6) та (7) визначиться таким чином: 
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з параметрами налаштування 066,1
0137,021
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де К=1 – коефіцієнт передачі об`єкта керування.  
Розглянемо, як впливає період квантування, визначений за умови прийняття смуги 

пропускання, що обмежується частотою, за якої ( ) 0,707 (0)A А   на якість замкненої системи 
керування електроприводом з цифровим ПІ-регулятором. Вираз АЧХ об`єкта керування (не-
скорегованої розімкненої системи) буде наступним 
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АЧХ замкненої (нескорегованої) неперервної системи матиме вигляд 
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Графіки АЧХ розімкненої та замкненої неперервних систем (нескорегованих) показа-
но на рис. 3. 

 Розв`язками рівняння (3) 
для АЧХ виду (9) та (10) будуть 
значення 163,29с рад/с та 

623,65с рад/с відповідно. 
Отже, періоди дискретизації, 
визначені за умови забезпе-
чення полоси пропускання 
0,707 (0)А , згідно з (2) будуть 
дорівнювати 1077,0Т с для 
розімкненої та 0479,0Т с для 
замкненої систем. Внесемо ці 
значення періоду дискретизації 

до структурної схеми цифрового ПІ-регулятора на рис. 2 та отримаємо перехідні характерис-
тики замкненої системи (рис. 4) з аналоговим ПІ-регулятором (крива 1, також на рис. 5 та 6) 
та з цифровим ПІ-регулятором при періодах дискретизації 1077,0Т с (крива 2) та 

0479,0Т  с (крива 3). 
З порівняння отриманих перехідних характеристик видно значне їхнє спотворення 

цифровим регулятором: при періоді 0479,0Т с, визначеним за смугою пропускання за-
мкненої системи, перерегулювання   збільшується з 4,3 % за аналогового регулятора до 
40,9 % за цифрового регулятора, час перехідного процесу збільшується з 0,06 до 0,18 с. При 
періоді 1077,0Т с, визначеним за смугою пропускання розімкненої системи, цифрова сис-
тема стає нестійкою. 

Задамо смугу пропускання, що відповідає амплітуді ( ) 0,05 (0)A А  . Розв`язками рів-

няння (3) для АЧХ виду (9) та (10) будуть значення 317,216с рад/с та 845,318с рад/с 
відповідно. Отже, граничні періоди дискретизації, визначені за умови забезпечення полоси 
пропускання 0,05 (0)А , згідно з (2) будуть дорівнювати 0145,0Т с для розімкненої та 

0098,0Т с для замкненої систем. Перехідні характеристика замкненої системи з цифровим 

         а                                                            б  
Рис. 3. АЧХ розімкненої та замкненої неперервних систем 
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ПІ-регулятором при періодах дискретизації 0145,0Т с (крива 2) та 0098,0Т с (крива 3) 
зображені на рис. 5. 

 

 
Рис. 4. Перехідні характеристики електроприводу при 0,707   

 

 
Рис. 5. Перехідні характеристики електроприводу при 0,05   

  
Видно з рис. 5, що при періоді 0145,0Т с, визначеним за смугою пропускання розі-

мкненої системи, перерегулювання   становить 15 %, а при періоді  0098,0Т с, визначе-
ним за смугою пропускання замкненої системи, перерегулювання   зменшується до 11 %, 
що ще суттєво відрізняється від показника технічного оптимуму для неперервної системи 
 =4,3 %. 

Тепер задамо смугу пропускання, що відповідає амплітуді ( ) 0,01 (0)A А  . 

Розв`язками рівняння (3) для АЧХ розімкненої системи (9) буде значення 761,406с рад/с, 

для АЧХ замкненої нескорегованої системи (10) буде значення 593,706с рад/с. Відповід-
ні періоди дискретизації, визначені за умови забезпечення полоси пропускання 0,01 (0)А  за 
формулою (2), будуть дорівнювати 0077,0Т с та 0044,0Т с. Перехідні характеристики 
замкненої системи з цифровим ПІ-регулятором при періодах дискретизації 0077,0Т с 
(крива 2) та 0044,0Т с (крива 3) зображені на рис. 6. Порівнюючи перехідні характеристи-
ки систем з аналоговим регулятором та цифровим регулятором за відповідні періоди дискре-
тизації, можна сказати, що їхні показники якості є близькими. Отже, завдання смуги пропус-
кання, що обмежується частотою, за якої ( ) 0,01 (0)A А  , майже не спотворює перехідну ха-
рактеристику системи цифровим регулятором. 
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Рис. 6. Перехідні характеристики електроприводу при 0,01   

 

Далі введемо до неперервної частини системи ланку запізнення sesW )( , де   – час 
запізнення, що може відповідати, наприклад, перетворювачу електричної енергії електро-
приводу (ланка Transport Delay на рис. 2 в). Вирази АЧХ розімкненої та замкненої систем 
матимуть вигляд (11) та (12) відповідно: 
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                         (12) 

З виразу (11) видно, що АЧХ розімкненої системи із запізненням збігається з АЧХ  
розімкненої системи без запізненням (9), тобто ніяк не враховує присутність ланки запізнен-
ня у системі. Отже, визначення максимально допустимого періоду дискретизації, що забез-
печує задану смугу пропускання (наприклад, ( ) 0,01 (0)A А  ), за АЧХ розімкненої системи 
не дозволяє врахувати вплив ланки запізнення на частотні характеристики неперервної час-
тини системи. Графіки АЧХ розімкненої та замкненої систем при 01,0 с (наприклад, за 
тиристорного перетворювача) наведено на рис. 7 а та б відповідно. 

Розв`язками рівняння (3) для АЧХ виду (11) буде 761,406с рад/с,  для АЧХ виду 
(12) 24,706с . Допустимі періоди дискретизації, визначені за умови забезпечення полоси 
пропускання )0(01.0)( АA  , відповідно до (2) будуть дорівнювати 0077,0Т с для розі-
мкненої системи та 0044,0Т  для замкненої.  

Визначення парамет-
рів ПІ-регулятора при наяв-
ності ланки запізнення здійс-
нюється за формулою (8), 
враховуючи, що до сумарної 
некомпенсованої постійної 
часу входить і час запізнення 

  2ТТ . Тоді за 01,0 с 

616,0
0237,021

0292,0

2
1 


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T
K p , 

                           а                                                               б 
Рис. 7. АЧХ розімкненої та замкненої неперервних систем  

із ланкою запізнення 
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097,21
0237,021

1

2

1





TK
Ki . На рис. 8 наведено перехідні характеристики замкненої сис-

теми з аналоговим ПІ-регулятором (крива 1) та з цифровим ПІ-регулятором при 01,0 с та 
періоді дискретизації 0077,0Т с  (крива 2) та періоді дискретизації 0044,0Т  (крива 3). 

 

 
Рис. 8. Перехідні характеристики електроприводу із ланкою запізнення 

 
З рис. 8 видно, що визначення допустимого періоду дискретизації за смугою пропус-

кання замкненої системи дає показники якості ( =8,4 %), набагато ближчі до показників 
якості технічного оптимуму ( =4,3 %), ніж визначення допустимого періоду дискретизації 
за смугою пропускання розімкненої системи ( =29 %). 

Тепер розглянемо електропривід з об`єктом керування, що має інтегруючу ланку (на-
приклад, позиційний електропривід, регульованою величиною якого є переміщення). Струк-
турна схема такого електроприводу з тими ж параметрами, як у попередніх прикладах, з ци-
фровим П-регулятором, наведена на рис. 2 г. Запізнення у даному випадку не враховується, 
інтегруюча ланка подана елементом Integrator1. Вирази АЧХ розімкненої та замкненої сис-
тем (нескорегованих) матимуть вигляд (13) та (14) відповідно: 

 
23222322 )0004,0()0429,0(

1

)()(

1
)(










мем ТТТ
A ,         (13) 

23222322 )0004,0()0429,01(

1

)()1(

1
)(










мем ТТТ
A .      (14) 

Графіки АЧХ розімкненої та замкненої неперервних систем (нескорегованих) подані 
на рис. 9. 

З виразу (13) та графіку АЧХ розімкненої системи видно, що )0(А , що не дозво-
ляє визначати допустимий період квантування згідно із заданою смугою пропускання 

)0()( АА   . Розв`язком рівняння 
(3) за 01,0  для АЧХ замкненої 
системи  (14) буде 

512,48с рад/с. Відповідно, пері-
од дискретизації, визначений за 
умови забезпечення смуги пропус-
кання ( ) 0,01 (0)A А   буде дорів-
нювати 0647,0Т с. 

Позиційні електроприводи 
здебільшого не допускають перере-

 а                                                           б  
Рис. 9. АЧХ розімкненої та замкненої неперервних  

систем з астатичним об`єктом 
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гулювання, тому у (8) коефіцієнт при Т  має дорівнювати або бути більше 4 [11]. У випадку 

астатичного об`єкта згідно з (6)-(8) матимемо передатну функцію П-регулятора  

                                               
TK

sWрег 4

1
)(  ,                                                          (15) 

з параметром налаштування  1 1
5,827

4 1 4 0,0429pK
K T

  
 

, де 21 ТТТ   – сумарна неком-

пенсована постійна часу. Перехідні характеристики замкненої системи з астатичним 
об`єктом з аналоговим П-регулятором (крива 1) та з цифровим П-регулятором за періоду 
дискретизації 0647,0Т с (крива 2) наведені на рис. 10.  

 

 
Рис. 10. Перехідні характеристики електроприводу з астатичним об`єктом 

 
З рис. 10 видно, що за прийняття смуги пропускання ( ) 0,01 (0)A А   цифрова система 

матиме перерегулювання 9,1 %, що може бути неприпустимим для деяких позиційних 
електроприводів. Збільшимо смугу пропускання та проаналізуємо перехідні характеристики 
за 005,0  та 001,0 . Частоти смуги пропускання тоді за (3) будуть дорівнювати 

172,67с рад/с та 072,128с рад/с відповідно. Перехідні характеристики замкненої сис-
теми з астатичним об`єктом за відповідних періодів дискретизації 0467,0Т с (крива 3) та 

0245,0Т с (крива 4) зображені також на рис. 10. Видно, що за 0467,0Т с існуватиме не-
велике перерегулювання 4,0 %, а за 0245,0Т с перерегулювання буде відсутнє. Отже, 
для позиційних електроприводів, що не допускають перерегулювання, доцільно задавати 
смугу пропускання, що на порядок нижче відносно )0(А  смуги пропускання систем із стати-
чним об`єктом.  

Для двигунів серії 4А потужністю 1,1…5,5 кВт, чиї критичні ковзання лежать у межах 

0, 2...0,5кs   [12], значення електромагнітної постійної часу 
кномел

e s
Т

,0

1


  лежать у межах 

0,016...0,006eТ  с. Електромеханічна постійна часу мТ  змінюється у більш широких межах 
та залежить не тільки від параметрів двигуна, але й від моменту інерції робочого механізму 
[13]. Для врахування інерційності робочого механізму електромеханічну постійну зручно 

подати через електромеханічну постійну часу власне двигуна 

дв

двм
J

Т , , де 
кном

к

s

М

0

2


   – 

модуль жорсткості лінеаризованої механічної характеристики, та відношення сумарного мо-
менту інерції електроприводу J  до моменту інерції ротора двигуна двJ  [11]: 
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дв
двмм J

J
ТТ  , .                                                         (16) 

Електромеханічні постійні часу власне двигунів для вказаного діапазону потужностей 
та кількості полюсів 2, 4 та 6 є співвимірними з їхніми електромагнітними постійними часу 

[12], тому отримані раніше результати для двигуна 4А90L2 потужністю 3 кВт  з 6

двJ

J
 мо-

жуть бути розповсюдженими на електроприводи з іншими двигунами вказаних діапазонів 
потужностей та кількості полюсів із значними інерціями робочих механізмів. Проаналізуємо 

роботу малоінерційного електроприводу з тим самим двигуном 4А90L2 за 5,1

двJ

J
. Тоді 

Te=0,0098 с, Tм=0,0107 с, а передатна функція об`єкта керування матиме вигляд  
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Вираз АЧХ замкненої нескорегованої системи при врахуванні в об`єкті (17) ланки за-
пізнення з 01,0 с матиме вигляд: 
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Розв`язком рівняння (3) для АЧХ виду (18) буде 1416с рад/с. Допустимий період 
дискретизації, визначений за умови забезпечення полоси пропускання )0(01.0)( АA  , відпо-
відно до (2) буде дорівнювати 0022,0Т с. 

За даного відношення електромеханічної постійної часу до електромагнітної постійної 
часу (менше 4) передатна функція об`єкта керування має властивості коливальної ланки та не 
може бути подана у вигляді двох еквівалентних інерційних ланок за аналогією з (6). Для на-
лаштування на технічний оптимум системи з об`єктом (17) застосуємо ПІД-регулятор. Згідно 
з (7), (8) передатна функція ПІД-регулятора матиме вигляд 
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з параметрами налаштування 535,0
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d , де 01,0 Т с – некомпенсована постійна часу. 

Перехідні характеристики замкненої системи, що має об`єкт керування (17) з запіз-
ненням 01,0 с, з аналоговим за реального диференціатора (крива 1)  та цифровим при пе-
ріоді дискретизації 0022,0Т с (крива 2) ПІД-регуляторами, отримані за допомогою струк-
турних схем, показаних на рис. 11, зображені на рис. 12. 

З рис. 12 видно, що показники якості систем з аналоговим та цифровим при періоді 
дискретизації 0022,0Т с регуляторами є близькими. Отже, завдання смуги пропускання, 
що обмежується частотою, за якої ( ) 0,01 (0)A А  , може бути прийнято і для малоінерцій-
них електроприводів з двигунами  потужністю 1,1…5,5 кВт та з кількістю полюсів 2, 4 та 6. 
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Рис. 11. Структурні схеми малоінерційного електроприводу з ПІД-регуляторами 

 

 
Рис. 12. Перехідні характеристики малоінерційного електроприводу при 0,01   

 
Висновки. Запропоновано визначати допустимий період дискретизації цифрового ре-

гулятора за смугою пропускання замкненої системи автоматичного регулювання промисло-
вих електроприводів, що на відміну від методу визначення допустимого періоду дискретиза-
ції цифрового регулятора за смугою пропускання розімкненої системи дозволяє враховувати 
астатичність та запізнення у об`єкті керування. Рекомендовано для промислових електро-
приводів з двигунами серії 4А потужністю 1,1…5,5 кВт та з кількістю полюсів 2, 4 та 6 із 
статичним об`єктом керування задавати частоту смуги пропускання, що відповідає 1 % або 
менше АЧХ замкненої системи за нульової частоти А(0). Показано, що  для позиційних елек-
троприводів з астатичним об`єктом керування, що не допускають перерегулювання, доцільно 
задавати смугу пропускання, що на порядок нижче відносно А(0) смуги пропускання систем 
із статичним об`єктом. 
 
Роботу виконано за використання матеріалів за темою «АСЕЛМА-В» та за фінансової підтримки Національ-
ного фонду досліджень України в рамках договору № 175/0075 «Електромеханічні системи підвищеної енерго-
ефективності для енергетики, технологій і транспорту». 
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SELECTION OF THE SAMPLING PERIOD OF DIGITAL REGULATORS OF INDUSTRIAL ELECTRIC 
DRIVES 
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The paper is devoted to the analysis of the influence of the method of determining the permissible sampling period in 
digital controllers of automatic control systems of industrial electric drives on their quality indicators. The possibility of 
determining the permissible sampling period based on the frequency of the bandwidth of the amplitude-frequency 
characteristic of both the open and the closed system was studied. It is shown that the use of the bandwidth of an open 
system to determine the permissible sampling period does not allow taking into account such properties of the control 
object as delay and astaticity. These are quantitative recommendations for determining the bandwidth of a closed system 
for determining the permissible sampling period of digital controllers of industrial electric drives. Ref. 13, fig. 12. 
Keywords: sampling period, bandwidth, amplitude-frequency characteristic, digital controller. 
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