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О РАВНОСТЕПЕННОЙ НЕПРЕРЫВНОСТИ ОДНОГО КЛАССА
ОТОБРАЖЕНИЙ, КВАЗИРЕГУЛЯРНЫХ В СРЕДНЕМ

Изучается поведение открытых дискретных отображений, квазирегулярных в среднем. Доказано,
что семейства таких отображений равностепенно непрерывны (нормальны) в заданной области.
Ключевые слова: отображения с ограниченным и конечным искажением, модули семейств
кривых, ёмкости конденсаторов.

1. Введение.
В относительно недавних статьях [1] и [2] рассмотрены вопросы о локальном

поведении классов отображений, характеристика квазиконформности Q(x) кото-
рых подчинена некоторому интегральному условию, выражаемому при помощи
заданной функцией Φ(x) (см. там же). Такие отображения мы называем отобра-
жениями, квазиконформными в среднем. В частности, в работе [1] рассмотрены
классы гомеоморфизмов, характеристика которых может меняться (зависеть от
отображения), в то время как в статье [2] «мажоранта» Q(x) является фиксиро-
ванной, общей для всего рассматриваемого семейства. Основная цель настоящей
заметки – распространить результаты работы [2] на случай «переменной» мажо-
ранты Q(x), когда класс отображений определяется только функцией Φ(x), а не
функцией Q, отвечающей за искажение модуля семейств кривых. При этом, уси-
ление полученных ниже результатов в сравнении с работой [1] состоит в том, что
здесь рассматриваются открытые дискретные отображения, а не только гомеомор-
физмы.

Основные определения и обозначения, использующиеся ниже, могут быть най-
дены в монографии [3] либо статьях [1] и [2] (см. также работы [4] и [5]).

Как обычно, для множеств E и F ⊂ Rn символ Γ(E,F,D) обозначает семейство
всех кривых γ : [a, b] → Rn, которые соединяют E и F в D. Здесь и далее h
– хордальная метрика (см. [6]). Следующая конструкция может быть найдена в
работе [7]. Пусть Q(x, t) = {y ∈ Rn : h(x, y) < t} – сферический шар с центром в
точке x радиуса t. Для x ∈ Rn, множества E ⊂ Rn и чисел 0 < r < t < 1 полагаем
x̃ = − x

|x|2 , {
mt(E, r, x) =M(Γ(∂Q(x, t), E ∩Q(x, r))) ,

m(E, x) = m√
3/2(E,

√
2
2 , x) ,

и, кроме того, {
c(E, x) = max{m(E, x),m(E, x̃)} ,

c(E) = inf
x∈Rn

c(E, x) . (1)

Пусть Φ : [0,∞] → [0,∞] – неубывающая выпуклая функция. Обозначим через
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RΦ
M,∆ семейство всех открытых дискретных кольцевых Q-отображений в D, таких

что c
(
Rn \ f(D)

)
≥ ∆ и ∫

D

Φ (Q(x))
dm(x)

(1 + |x|2)n
≤ M .

Имеет место следующая

Теорема 1. Пусть Φ : [0,∞] → [0,∞] – неубывающая выпуклая функция.
Если

∞∫
δ0

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

= ∞ (2)

для некоторого δ0 > τ0 := Φ(0), то класс RΦ
M,∆ является равностепенно непрерыв-

ным, и, следовательно, образует нормальное семейство отображений при всех
M ∈ (0,∞) и ∆ ∈ (0, 1).

Ещё раз подчеркнём, что в определении класса RΦ
M,∆ функция Q не участвует;

два различных отображения f1 и f2, которым соответствуют разные функции Q1

и Q2, могут, вообще говоря, принадлежать одному классу RΦ
M,∆.

2. Лемма об оценке искажения.
Пусть RQ,∆(D) — класс всех открытых дискретных кольцевых Q-отображений

f в области D ⊂ Rn, n ≥ 2, таких что c
(
Rn\f(D)

)
≥ ∆ > 0. Для доказательства

теоремы 1 установим справедливость следующего утверждения.

Лемма 1. Пусть ∆ > 0 и Q : D → [0,∞] – измеримая функция. Тогда

h (f(x), f(x0)) ≤
ωn−1

cn∆
· 1
ε(x0)∫

|x−x0|

dr

rq
1

n−1
x0

(r)

(3)

для каждого f ∈ RQ,∆(D) и x ∈ B(x0, ε(x0)), ε(x0) < dist (x0, ∂D) , где cn > 0
зависит только от n и qx0(r) – среднее интегральное значение функции Q(z) на
сфере |z − x0| = r.

Доказательство. Применим подход, использованный при доказательстве лем-
мы 2 в [8]. Полагаем ε0 := ε(x0). Для фиксированного отображения f ∈ RQ,∆ рас-
смотрим конденсаторы E = (A,C) и f(E) = E ′ = (f(A), f(C)), где C := B(x0, ε),
ε ∈ (0, ε0), A = B(x0, ε0). Условимся, что для конденсатора E символ ΓE обознача-
ет семейство всех кривых вида γ : [a, b) → A, таких что γ(a) ∈ C и |γ|∩(A \ F ) ̸= ∅
для произвольного компакта F ⊂ A, где |γ| = {x ∈ Rn : ∃ t ∈ [a, b) : γ(t) = x}.
Пусть ΓE ′ и ΓE – соответствующие семейства кривых для конденсаторов E и E ′,
соответственно. Ввиду предложения 10.2 гл. II в [9] имеем M(ΓE ′) = cap f(E).
Полагая Ef := Rn \f(D), заметим, кроме того, что Γ(f(C), Ef ) > ΓE ′ (см. теорему
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1.I.46 в [10]) и, следовательно, в силу свойства минорирования модуля (см. теорему
6.4 в [6]) и леммы 1 в [11]

M(Γ(f(C), Ef )) ≤M(ΓE ′) = cap f(E) ≤ ωn−1

In−1
, (4)

где ωn−1 — площадь единичной сферы в Rn и

I = I(x0, ε, ε0) =

ε0∫
ε

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

.

С другой стороны, согласно теореме 3.14 в [7]

M(Γ(f(C), Ef )) ≥ βmin{c(f(C)), c(Ef )} , (5)

где постоянная β зависит только от n. Поскольку для каждого связного множества
F в Rn имеет место неравенство c(F ) ≥ anh(F ), где h(F ) – хордальный диаметр
множества F, а an – некоторая постоянная (см. следствие 3.13 в [7]), будем иметь

c(f(C)) ≥ an · h(f(C)) . (6)

Известно, что c(E) ≤ ωn−1 ·
(
log

√
3
)1−n для любого множества E ⊂ Rn (см. соот-

ношение (3.7) в [7] и определение функции c(·) в (1)), так что

c(E)

ωn−1 ·
(
log

√
3
)1−n ≤ 1 ∀ E ⊂ Rn . (7)

Предположим, что min в правой части (5) равен c(f(C)), тогда в силу соотношений
(6) и (7)

M(Γ(f(C), Ef )) ≥ β · an · h(f(C)) ≥
β · an · h(f(C))c(Ef )
ωn−1 ·

(
log

√
3
)1−n . (8)

Пусть min{c(f(C)), c(Ef )} = c(Ef ), тогда из (5) следует, что

M(Γ(f(C), Ef )) ≥ c(Ef ) ≥ h(f(C))c(Ef ) . (9)

Полагая cn := min

{
1, β·an

ωn−1·(log
√
3)

1−n

}
, из (8) и (9) будем иметь, что

M(Γ(f(C), Ef )) ≥ cn · h(f(C))c(Ef ) ≥ cn∆h(f(C)) . (10)

Из соотношений (4) и (10) вытекает, что

h(f(C)) ≤ ωn−1

cn∆In−1
. (11)
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Выберем теперь произвольно x ∈ B(x0, ε0), x ̸= x0, тогда найдётся ε > 0, ε < ε0,
такое что |x − x0| = ε. Поскольку в сделанных выше обозначениях x ∈ C, то
согласно оценке (11) мы получим, что

h(f(x), f(x0)) ≤
ωn−1

cn∆In−1
,

что и доказывает лемму. �
3. Доказательство теоремы 1.
Идея доказательства соответствует подходу, использованному при установле-

нии теоремы 4.1 в [1]. По лемме 3.1 в [1] имеем оценку

ρ∫
|x−x0|

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

=

1∫
ε

dr

rq
1

n−1 (r)
≥ 1

n

M(ε)
εn∫

eM(ε)

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

, (12)

где ε = |x− x0|/ρ, q(r) = qx0(ρr) и

M(ε) =
1

Ωnρn (1− εn)

∫
R

Φ(Q(z)) dm(z) ,

R = {z ∈ Rn : |x− x0| < |z − x0| < ρ} – кольцо с центром в точке x0 и Ωn – объём
единичного шара Bn в Rn. Т.к. |z| ≤ |z − x0|+ |x0| ≤ ρ(x0) + |x0|, получаем, что

M(ε) ≤ βn(x0)

Ωn(1− εn)

∫
R

Φ(Q(z))
dm(z)

(1 + |z|2)n
,

где βn(x0) =
(
1 + (ρ(x0) + |x0|)2

)n
/ρn(x0). Следовательно, при ε ≤ 1/ n

√
2 и, в част-

ности, при ε ≤ 1/2,

Φ(0) ≤M(ε) ≤ 2βn(x0)

Ωn
M .

Таким образом, из оценки (12) вытекает, что для всех x, таких что |x − x0| <
ρ(x0)/2, имеет место неравенство

ρ∫
|x−x0|

dr

rq
1

n−1
x0 (r)

≥ 1

n

Φ(0)ρn

|x−x0|n∫
λnβn(x0)M

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

, (13)

где λn — некоторая постоянная, зависящая только от n. Тогда из (3) и (13) выте-
кает, что

h (f(x), f(x0)) ≤
ωn−1

cn∆
· n

Φ(0)ρn

|x−x0|n∫
λnβn(x0)M

dτ

τ [Φ−1(τ)]
1

n−1

,

откуда ввиду условия (2) вытекает равностепенная непрерывность класса RΦ
M,∆ в

точке x0. 2
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E. A. Sevost’yanov, A. A. Markysh
On equicontinuity of some class of mappings, which are quasiregular in the mean.

A behavior of open discrete mappings, which are quasiregular in the mean, is investigated. It is proved
that the classes of mappings mentioned above are equicontinuous (normal).

Keywords: mappings with finite and bounded distortion, moduli of curve’s families, capacities of
condensers.

Є. О. Севостьянов, А. А. Маркиш
Про одностайну неперервнiсть одного класу вiдображень, квазiрегулярних у серед-
ньому.

Вивчається поведiнка вiдкритих дискретних вiдображень, квазiрегулярних у середньому. Дове-
дено, що сiм’ї таких вiдображень одностайно неперервнi (нормальнi) в заданiй областi.
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