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АЛГОРИТМИ, ЩО РЕАЛIЗУЮТЬ ТЕОРЕТИКО-МНОЖИННI
ОПЕРАЦIЇ НА ТАБЛИЦЯХ ТА МУЛЬТИТАБЛИЦЯХ

Робота присвячена дослiдженню алгоритмiв, що реалiзують операцiї перетину, об’єднання та
рiзницi у таблицях та мультитаблицях. Тематика роботи є актуальною, оскiльки незважаючи на
важливiсть та вживанiсть теоретико-множинних операцiй у реляцiйних базах даних, внаслiдок
певних причин, увагу дослiдникiв було зосереджено на оптимiзацiї iнших табличних операцiй,
у першу чергу – з’єднання. При цьому оптимальне виконання теоретико-множинних операцiй
призведе до бiльш швидкого виконання запиту, що мiстить хоча б одну таку операцiю, та сут-
тєво зменшить час обробки iнформацiї у сучасних базах даних. У статтi розглянуто базовi, най-
бiльш природнi алгоритми, що реалiзують теоретико-множиннi операцiї на таблицях та мульти-
таблицях, та дослiджувалися модифiкацiї базових алгоритмiв, якi могли б зменшити кiлькiсть
обчислень. У якостi критерiя оцiнювання швидкодiї алгоритмiв розглядалася їх складнiсть у
середньому для найбiльш загального випадку, за яким домен кожного атрибуту схеми таблиць
є фiксованим i зазделегiдь вiдомим, а розподiл значень за кожним атрибутом в кожнiй табли-
цi є рiвномiрним. Для кожного з шести випадкiв (три операцiї на таблицях та три операцiї на
мультитаблицях) знайдено найбiльш швидкi за цим критерiєм алгоритми. Для усiх розглянутих
6 алгоритмiв на таблицях (базовi та найшвидшi модифiкацiї базових) знайдено точну склад-
нiсть у середньому, причому формули, що визначають складнiсть запропонованих алгоритмiв,
не мiстять О-асимптотики. Для експериментального пiдтвердження теоретичних результатiв ро-
зроблено програмну систему, яка обчислює фактичну кiлькiсть виконаних обчислювальних дiй
для кожного розглянутих у роботi алгоритму. Проведенi експерименти пiдтвердили теоретичнi
оцiнки, знайденi для таблиць, та визначили найбiльш швидкi алгоритми для мультитаблиць. Ре-
зультати роботи можуть використовуватись як у теорiї реляцiйних баз даних, так i на практицi
для оптимiзацiї запитiв та зменшення часу обробки iнформацiї в системах управлiння базами
даних.
MSC: 68Q25.
Ключовi слова: алгоритм, складнiсть, бази даних.

1. Вступ.
В наш час свiт iнформацiйних технологiй широко розповсюдився майже у всi

сфери людської дiяльностi. Переважна бiльшiсть сучасних iнформацiйних систем
у своїй роботi використовує бази даних, роботу з якими забезпечують системи
управлiння базами даних, що реалiзуються рiзноманiтними програмними продук-
тами. Наразi спостерiгається постiйний зрiст обсягiв iнформацiї, що пiдвищує ви-
моги для її зберiгання та обробки у реальних базах даних. Однiєю з цих вимог
є збiльшення швидкодiї роботи системи з користувачем. Для бiльшостi iнформа-
цiйних систем ця вимога зазвичай реалiзується через оптимiзацiю запитiв, якi є
основним iнструментом взаємодiї мiж користувачем i базою даних та й взагалi з
системою.

Дотепер найбiльш розповсюдженими залишаються реляцiйнi бази даних, ма-

100



Теоретико-множиннi алгоритми на таблицях та мультитаблицях

тематична модель яких вперше була запропонована Е. Коддом [1, 2]. Табличнi ал-
гебри, що були введенi В.Н. Редьком i Д.Б. Буєм [3, 4], побудованi на основi алгебр
Е. Кодда, суттєво їх уточнюють та складають теоретичний фундамент мов запи-
тiв сучасних табличних баз даних. Аналiз лiтератури щодо оптимiзацiї операцiй
у реляцiйних базах даних показав, що у переважнiй бiльшостi випадкiв розгляда-
ються пiдходи, якi дозволяють одержати оптимiзацiю лише операцiї з’єднання; не
було знайдено жодної спроби оптимiзацiї теоретико-множинних операцiй перетину,
об’єднання, рiзницi. Проте цi операцiї є важливими для табличних (реляцiйних)
алгебр та досить вживаними у запитах. Тому дослiдження теоретико-множинних
табличних операцiй є важливою задачею, результати якої можуть бути викори-
станими для оптимiзацiї запитiв.

У роботi дослiджуються алгоритми, що реалiзують перетин, об’єднання та рiз-
ницю таблиць i мультитаблиць. У кожному з цих шести випадкiв спочатку розгля-
даються базовi, найбiльш природнi алгоритми, що їх реалiзують. У процесi дослiд-
ження теоретико-множинних табличних операцiй нами було розглянуто значну
кiлькiсть (приблизно 15 для кожного випадку) модифiкацiй базових алгоритмiв,
якi могли б зменшити кiлькiсть обчислень. Для таблиць для кожного алгорит-
му, що було розглянуто, знайдено значення середньої кiлькостi обчислень. Крiм
того, нами було розроблено програмну систему, яка для таблиць та мультитабли-
ць iз заданими параметрами (кiлькiсть рядкiв, атрибутiв, потужнiсть атрибутiв),
знаходить фактичну кiлькiсть виконаних обчислень за кожним iз розглянутих ал-
горитмiв. Завдяки роботi цiєї програмної системи були пiдтвердженi теоретичнi
оцiнки складностi алгоритмiв для таблиць, та обранi найбiльш швидкi (з розгля-
нутих) алгоритми для мультитаблиць; у цiй роботi наведено цi шiсть алгоритмiв
разом з оцiнками їх складностi.

2. Основнi визначення.
Зафiксуємо деяку непорожню множину A = {A1, . . . , Ap}, елементи якої нази-

ваються атрибутами. Довiльну скiнченну пiдмножину R = {A′
1, . . . , A

′
n} ⊆ A назве-

мо схемою. Рядком s схеми R називається множина пар s = {(A′
1, d1), . . . , (A

′
k, dk)},

проекцiя якої за першою компонентою дорiвнює R. Таблицею схеми R називається
скiнченна множина рядкiв схеми R. Кiлькiсть рядкiв у таблицi T позначатимемо
|T |.

На множинi всiх таблиць схеми R введено такi параметричнi операцiї: 1) пе-
ретин

∩
R

таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих i лише тих рядкiв, якi

належать одночасно всiм вихiдним таблицям; 2) об’єднання
∪
R

таблиць схеми R

– таблиця, що складається з тих i лише тих рядкiв, якi належать хоча б однiй з
вихiдних таблиць; 3) рiзниця T1 −

R
T2 двох таблиць схеми R – таблиця, що скла-

дається з тих i лише тих рядкiв, якi належать таблицi T1 та не належать таблицi
T2.

Iншими словами операцiї перетину, об’єднання i рiзницi таблиць є обмежен-
ням вiдповiдно теоретико-множинних операцiй перетину, об’єднання i рiзницi на
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множинi таблиць однакової схеми.
Iснує цiлий ряд практичних ситуацiй, при яких може виникнути повторю-

ванiсть даних. При застосуваннi традицiйних реляцiйних (табличних) баз даних
для обробки результатiв у цих ситуацiях можуть виникнути певнi ускладнення,
оскiльки у таблицях повторюваннiсть даних заборонена. Iснує декiлька шляхiв
усунення цих ускладнень, одним з яких є розширення поняття таблицi з метою
усунення заборони повторюванностi рядкiв. По аналогiї з поняттям «мультимно-
жина», такi таблицi дiстали назву «мультитаблицi». Отже, мультитаблицею (схеми
R) називається сукупнiсть рядкiв однакової схеми (R).

Найбiльш природними є такi два способи подання мультитаблицi:
а) мультитаблиця задається як невпорядкована сукупнiсть рядкiв однакової

схеми (iз можливим повторенням рядкiв);
б) змiнюється структура рядка. Вводиться новий атрибут (у нашiй роботi цей

атрибут назвемо лiчильником, iм’я цього атрибута позначимо K), що не належить
схемi вихiдної таблицi. В якостi значення цього атрибута будемо розумiти кiлькiсть
повторiв даного рядка заданої таблицi, це значення є додатним цiлим числом.

Нескладно бачити, що цi два способи подання мультитаблицi є еквiвалентни-
ми: з мультитаблицi, представленої першим способом, легко отримати (причому,
однозначно) мультитаблицю, представлену другим способом, i навпаки. На наш
погляд, в реальних базах даних природно задавати мультитаблицi першим спо-
собом, а для обробки мультитаблиць (у тому числi для виконання операцiй над
ними) бiльш зручним є другий спосiб подання. У разi, коли вiдношення кiлькостi
рядкiв, що зустрiчаються точно один раз до загальної кiлькостi рядкiв у таблицi
невелике, другий спосiб подання мультитаблицi є найбiльш оптимальним. Далi у
нашiй роботi вважатимемо, що мультитаблицю задано другим способом подання.

Через ∥T∥ позначимо кiлькiсть унiкальних рядкiв у мультитаблицi T . Нехай
s = {(A1, d1), . . . , (An, dn), (K, k)} – деякий рядок мультитаблицi схеми R. Тодi його
основою ∥s∥ назвемо обмеження s за R, тобто ∥s∥ = {(A1, d1), . . . , (An, dn)}.

При другому способi подання мультитаблицi всi її рядки та всi основи рядкiв
стають попарно рiзними, тобто вона перетворюється в таблицю схеми R′ = R

∪
K

з одним особливим атрибутом – лiчильником.
Наведемо означення теоретико-множинних операцiй для мультитаблиць. 1) Пе-

ретин двох мультитаблиць T1 та T2 – мультитаблиця T1

M∩
R′
T2, що мiстить тi i тiльки

тi рядки, якi одночасно мiстяться в обох вихiдних таблицях. 2) Об’єднання двох

мультитаблиць T1 та T2 – мультитаблиця T1

M∪
R′
T2, що мiстить тi i тiльки тi рядки,

якi мiстяться хоча б в однiй з вихiдних таблиць. 3) Рiзниця двох мультитаблиць

T1 та T2 – мультитаблиця T1

M
−
R′

T2, що мiстить тi i тiльки тi рядки, якi мiстяться в

T1 i не мiстяться в T2.
Проiлюструємо цi означення. Нехай ∥s∥ ∈ T1, ∥s∥ ∈ T2 та значення лiчильника

s в мультитаблицях T1 i T2 дорiвнюють вiдповiдно k1 i k2.
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Тодi значення лiчильника s в мультитаблицi T1

M∩
R′
T2 дорiвнює min(k1, k2), у

мультитаблицi T1

M∪
R′
T2 – k1 + k2, у мультитаблицi T1

M
−
R′

T2 – max(0, k1 − k2).

При цьому для рiзницi мультитаблиць, якщо значення лiчильника менше оди-
ницi, то вiдповiдний рядок до результуючої мультитаблицi не включається.

В роботi ми будемо порiвнювати алгоритми за їх обчислювальною складнiстю.
Слiдуючи [5], обчислювальною складнiстю алгоритму називається функцiя залеж-
ностi «обсягу» роботи, яка виконується їм, вiд «розмiру» вхiдних даних. Розгляда-
ють два види обчислювальної складностi: часову, яка оцiнює час виконання алго-
ритму (кiлькiсть виконуваних обчислень), i ємнiсну, яка оцiнює кiлькiсть елементiв
пам’ятi, необхiдних для роботи алгоритму. У данiй роботi будемо дослiджувати
часову складнiсть та вважаємо, що складнiсть елементарних операцiй однакова
(тобто використовується так звана рiвномiрна вага).

Видiляють три типи часової складностi алгоритму: складнiсть у найгiршому
випадку (максимальна кiлькiсть елементарних операцiй, що виконує алгоритм),
складнiсть для майже всiх входiв i складнiсть в середньому (математичне сподiван-
ня кiлькостi елементарних операцiй, що виконує алгоритм). Дослiдження склад-
ностi алгоритму в найгiршому випадку iстотно простiше, нiж дослiдження iнших
двох типiв складностi, проте при аналiзi часової складностi обробки iнформацiї в
системах керування базами даних та обробки запитiв найбiльш прийнятним є ви-
користання складностi в середньому. У нашiй роботi швидкодiя алгоритмiв визна-
чається саме за їхньою складнiстю в середньому.

3. Алгоритми, що реалiзують теоретико-множиннi операцiї на табли-
цях.

У якостi базових розглянемо такi алгоритми перетину, об’єднання та рiзницi
таблиць.

Алгоритм БПТ З кожним рядком s1 таблицi T1 порiвнюємо всi рядки таблицi
T2: якщо iснує такий рядок s2 ∈ T2, що s1 = s2, то рядок s1 додаємо до таблицi T ,
у якiй мiститься результат, та переходимо до наступного рядка таблицi T1.

Алгоритм БОТ Додаємо всi рядки таблицi T1 до нової таблицi T , яка мiстить
результат, а потiм всi рядки s2 таблицi T2 порiвнюємо з рядками таблицi T , i якщо
не iснує такого рядка s1, що s2 = s1, то рядок s2 додаємо до таблицi T , а якщо
такий рядок iснує, то переходимо до наступного рядка таблицi T2.

Алгоритм БРТ З кожним рядком s1 таблицi T1 порiвнюємо всi рядки таблицi
T2: якщо не iснує такого рядка s2 ∈ T2, що s1 = s2, то рядок s1 додаємо до нової
результуючої таблицi T , а якщо такий рядок iснує, то переходимо до наступного
рядка таблицi T1.

У процесi дослiдження теоретико-множинних табличних операцiй ми розгля-
дали рiзнi модифiкацiї базових алгоритмiв, якi могли б зменшити кiлькiсть обчис-
лень. У якостi критерiя оцiнювання швидкодiї алгоритмiв розглядалася їх склад-
нiсть у середньому для найбiльш загального, на наш погляд, випадку, за яким
домен кожного атрибуту схеми таблиць є фiксованим i зазделегiдь вiдомим, та
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розподiл значень за кожним атрибутом в кожнiй таблицi є рiвномiрним. Iншими
словами, для будь-яких атрибуту A ∈ R та рядка s будь-якої таблицi кожний еле-
мент множини doma = {d1, . . . , dn} має однакову ймовiрнiсть бути значенням A в
s: (A, d) ∈ s → P{d = d1} = P{d = d2} = . . . = P{d = dn}.

Найбiльш швидкими виявилися наступнi модифiкацiї базових алгоритмiв.
Алгоритм ШПТ Якщо |T1| ≤ |T2|, то з кожним рядком s1 таблицi T1 порiв-

нюємо всi рядки таблицi T2, i якщо не iснує такого рядка s2 ∈ T2, що s1 = s2, то
вилучаємо рядок s1 з таблицi T1, а якщо такий рядок s2 iснує, то вилучаємо його
з таблицi T2 та переходимо до наступного рядка таблицi T1; результат мiститься в
таблицi T1. Якщо ж |T1| > |T2|, то таблицi T1 i T2 мiняються мiсцями.

Алгоритм ШОТ Якщо |T1| ≤ |T2|, то з кожним рядком s2 таблицi T2 порiв-
нюємо всi рядки таблицi T1, i якщо iснує такий рядок s1 ∈ T1, що s2 = s1, то
вилучаємо рядок s1 з таблицi T1 i переходимо до наступного рядка таблицi T2;
пiсля цього додаємо всi рядки, що залишились, з таблицi T1 до таблицi T2, в якiй
мiститься результат. Якщо ж |T1| > |T2|, то таблицi T1 i T2 мiняються мiсцями.

Алгоритм ШРТ З кожним рядком s2 таблицi T2 порiвнюємо всi рядки таб-
лицi T1: якщо iснує такий рядок s1 ∈ T1, що s2 = s1, то вилучаємо s1 з таблицi T1,
у якiй мiститься результат, i переходимо до наступного рядка таблицi T2.

Знайдемо складнiсть у середньому алгоритмiв БПТ, БОТ, БРТ, ШПТ, ШОТ,
ШРТ.

Нехай |T1| = m1, |T2| = m2, |A1| = q1, . . . , |An| = qn. Позначимо m = min{m1,m2}
та Q = q1 · . . . · qn. Iснує Q фiксованих рядкiв, кожний з яких незалежно вiд решти
iнших може належати чи не належати кожнiй з таблиць-аргументiв. Нескладно
бачити, що у випадку m1 + m2 ≤ Q мiнiмальна кiлькiсть рядкiв таблицi T1

∩
R

T2

дорiвнює 0, у протилежному випадку мiнiмальна кiлькiсть рядкiв таблицi T1
∩
R

T2

дорiвнює m1 +m2 − Q, це число позначимо через z, максимально можлива кiль-
кiсть рядкiв таблицi T1

∩
R

T2 становить m. Оскiльки всi запропонованi алгоритми

використовують порiвняння рядкiв в таблицях T1 та T2 на предмет їх рiвностi,
та складнiсть усiх цих алгоритмiв залежить вiд кiлькостi рядкiв таблицi T1

∩
R

T2,

знайдемо значення ймовiрностi P (j) того, що кiлькiсть таких рядкiв буде дорiв-
нювати j (j ∈ {z, . . . ,m}). Далi для кожного алгоритму знайдемо значення W (j)
середньої кiлькостi обчислень за умови |T1

∩
R

T2| = j. Будемо вважати складнiстю
алгоритму число

W =
m∑
j=z

P (j) ·W (j)(1).

Знайдемо ймовiрнiсть P (j). Цi j рядкiв можна обрати Cj
Q способами, рядки

таблицi T1, якi не належать таблицi T2, можна обрати Cm1−j
Q−j способами, а рядки

таблицi T2, якi не належать таблицi T1, – Cm2−j
Q−m1

способами. Iснує Cm1
Q варiантiв

вибору рядкiв таблицi T1 та Cm2
Q варiантiв вибору рядкiв таблицi T2. Таким чином
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iмовiрнiсть P (j) дорiвнює:

P (j) =
Cj
Q · Cm1−j

Q−j · Cm2−j
Q−m1

Cm1
Q · Cm2

Q

=
m1! ·m2! · (Q−m1)! · (Q−m2)!

j! · (m1 − j)! · (m2 − j)! · (Q−m1 −m2 + j)! ·Q!

Для знахождения W (j) спочатку знайдемо середню кiлькiсть обчислень W ′, необ-
хiдну для порiвняння рядкiв s1 =

{
(A1, d

1
1), . . . , (An, d

1
n)
}
∈ T1 та

s2 =
{
(A1, d

2
1), . . . , (An, d

2
n)
}

∈ T2 у випадку, коли s1 ̸= s2. Iмовiрнiсть того, що
d11 = d21, дорiвнює 1

q1
, тому iмовiрнiсть того, що d11 ̸= d21, дорiвнює 1 − 1

q1
= q1−1

q1
.

Якщо d11 ̸= d21, то перевiрка на рiвнiсть рядкiв s1 та s2 завершується, при цьому
виконано одне обчислення. Нехай d11 = d21. Тодi iмовiрнiсть того, що d12 = d22, дорiв-
нює 1

q1
· 1
q2

, а ймовiрнiсть того, що d12 ̸= d22, дорiвнює 1
q1

· (1 − 1
q2
) = q2−1

q1·q2 . Якщо
d12 ̸= d22, то перевiрка на рiвнiсть s1 та s2 завершується, при цьому виконано два
обчислення.

Аналогiчно, якщо виконуються рiвностi d11 = d21, . . . , d
1
j−1 = d2j−1, то ймовiрнiсть

того, що d1j = d2j , дорiвнює 1
q1
·. . .· 1qj , а ймовiрнiсть того, що d1j ̸= d2j , дорiвнює qj−1

q1·...·qj ;
у другому випадку перевiрка на рiвнiсть s1 та s2 завершується, при цьому виконано
j обчислень. Оскiльки за постановкою задачi випадок s1 = s2 є неможливим (його
ймовiрнiсть дорiвнює 1

Q), то всi знайденi значення треба подiлити на число 1− 1
Q =

Q−1
Q . Таким чином,

W ′ =
Q

Q− 1
·
(
1 · q1 − 1

q1
+ 2 · q2 − 1

q1 · q2
+ . . .+ n · qn − 1

Q

)
.

При знаходженнi W (j) вважаємо, що рядки в таблицях впорядкованi блоками
наступним чином. В таблицi T1 спочатку розмiщено блок з m1−j

2 рядкiв, що не
належать таблицi T2, далi – блок з j рядкiв таблицi T1

∩
R

T2, пiсля цього – блок

з решти m1−j
2 рядкiв, що не належать таблицi T2. В таблицi T2 впорядкування є

аналогiчним: спочатку розмiщено блок з m2−j
2 рядкiв, що не належать таблицi T1,

далi – блок з j рядкiв таблицi T1
∩
R

T2, пiсля цього – блок з решти m2−j
2 рядкiв,

що не належать таблицi T1. Оскiльки в усiх алгоритмах, що розглянуто у роботi,
формули, якi пiдраховують їх складнiсть, вiдрiзняються лише значенням W (j),
далi будемо порiвнювати швидкодiю алгоритмiв саме за цим параметром.

Знайдемо значення W (j) для алгоритму БПТ. Для кожного з m1 − j рядкiв
таблицi T1, що не належать таблицi T2, було виконано m2 · W ′ порiвнянь. Для j
рядкiв таблицi T1, що також належать таблицi T2, в середньому було виконано
j · m2−1

2 · W ′ порiвнянь з тими рядками таблицi T2, що не належать таблицi T1,
та j · n порiвнянь, якi встановили факт рiвностi рядкiв; також було виконано j · n
додавань рядкiв до нової таблицi T , тому:

W (j) =

(
(m1 − j)m2 + j

m2 − 1

2

)
W ′ + 2jn =

(
m1m2 −

j

2
(m2 + 1)

)
W ′ + 2jn.
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Знайдемо значення W (j) для алгоритму ШПТ. Для порiвняння значень m1

та m2 необхiдно одне обчислення. Нехай m1 ≤ m2. Для кожного рядка першого
блоку таблицi T1 (їх кiлькiсть дорiвнює m1−j

2 ) було виконано m2 ·W ′ порiвнянь та n
вилучень з таблицi T1. Для першого рядка другого блоку таблицi T1 в середньому
було виконано m2−1

2 ·W ′+n порiвнянь та n вилучень з таблицi T2, для другого рядка
другого блоку таблицi T1 – m2−2

2 ·W ′+n порiвнянь та n вилучень (кiлькiсть рядкiв
у таблицi T2 пiсля розглядання попереднього рядка зменшилась на одиницю), . . .,
для j-го – m2−j

2 · W ′ + n порiвнянь та n вилучень. Для кожного рядка третього
блоку таблицi T1 (їх кiлькiсть дорiвнює m1−j

2 ) було виконано (m2−j)·W ′ порiвнянь
та n вилучень з таблицi T1. Тому для випадку m1 ≤ m2:

W (j) = 1+
m1 − j

2
m2W

′+
m1 − j

2
n+

m2 − 1

2
W ′+ . . .+

m2 − j

2
W ′+ jn+

m1 − j

2
n+

+
m1 − j

2
(m2 − j)W ′ =

(
m1m2 −

j

2
(m1 +m2 +

1

2
− j

2
)

)
W ′ + jn+m1n+ 1.

Для загального випадку:

W (j) =

(
m1m2 −

j

2
(m1 +m2 +

1

2
− j

2
)

)
W ′ + jn+min{m1,m2}n+ 1.

Знайдемо значення W (j) для алгоритму БОТ. При додаваннi всiх рядкiв таб-
лицi T1 до нової таблицi T було виконано m1 · n обчислень. Далi, для кожного з
m1− j рядкiв таблицi T1, що не належать таблицi T2, було виконано m2 ·W ′ порiв-
нянь. Для j рядкiв таблицi T1, що також належать i таблицi T2, в середньому було
виконано j · m2−1

2 ·W ′ порiвнянь з рядками, що не є рiвними ним та j ·n порiвнянь,
якi встановили факт рiвностi рядкiв. При додаваннi рядкiв з таблицi T2 до таблицi
T було виконано (m2 − j) · n додавань, тому:

W (j) = m1n+

(
(m1 − j)m2 + j

m2 − 1

2

)
W ′ + (m2 − j)n+ jn =

=

(
m1m2 −

j

2
(m2 + 1)

)
W ′ +m1n+m2n.

Знайдемо значення W (j) для алгоритму ШОТ. Для порiвняння значень m1

та m2 необхiдно одне обчислення. Нехай m1 ≤ m2. Для кожного рядка першого
блоку таблицi T2 (їх кiлькiсть дорiвнює m2−j

2 ) було виконано m1 · W ′ порiвнянь.
Далi, аналогiчно алгоритму ШПТ, для першого рядка другого блоку таблицi T2 в
середньому було виконано m1−1

2 ·W ′+n порiвнянь та n вилучень з таблицi T1, . . .,
для j-го – m1−j

2 ·W ′+n порiвнянь та n вилучень. Далi для кожного рядка третього
блоку таблицi T2 (їх кiлькiсть дорiвнює m2−j

2 ) було виконано (m1−j)·W ′ порiвнянь.
При додаваннi рядкiв, що лишилися в таблицi T1, до таблицi T2 виконано (m1−j)·n
обчислень, тому для випадку m1 ≤ m2:

W (j) = 1 +
m2 − j

2
m1W

′ +
m1 − j

2
W ′ + . . .+

m1 − j

2
W ′ + jn+ jn+ (m1 − j)n =
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=

(
m1m2 −

j

2
(m1 +m2 +

1

2
− j

2
)

)
W ′ +m1n+ jn+ 1.

Для загального випадку:

W (j) =

(
m1m2 −

j

2
(m1 +m2 +

1

2
− j

2
)

)
W ′ +min{m1,m2}n+ jn+ 1.

Знайдемо значення W (j) для алгоритму БРТ. Для кожного з (m1 − j) рядкiв
таблицi T1, що не належать таблицi T2, було виконано m2 · W ′ порiвнянь. Для
j рядкiв таблицi T1, що також належать таблицi T2, в середньому було виконано
j ·m2−1

2 ·W ′ порiвнянь з тими рядками таблицi T2, що не належать таблицi T1, та j ·n
порiвнянь, якi встановили факт рiвностi рядкiв; також було виконано (m1 − j) · n
додавань рядкiв до нової таблицi T , тому:

W (j)=

(
(m1−j)m2+j

m2 − 1

2

)
W ′+jn+(m1−j)n=

(
m1m2−

j

2
(m2+1)

)
W ′+m1n.

Знайдемо значення W (j) для алгоритму ШРТ. Для кожного з m2−j
2 рядкiв

першого блоку таблицi T2 було виконано m1 · W ′ порiвнянь. Для першого рядка
другого блоку таблицi T2 в середньому було виконано m1−1

2 · W ′ + n порiвнянь
та n вилучень цього рядка з таблицi T1, . . ., для j-го – m1−j

2 · W ′ + n порiвнянь
та n вилучень. Далi для кожного з m2−j

2 рядкiв третього блоку таблицi T2 було
виконано (m1 − j) ·W ′ порiвнянь, тому:

W (j) =
m2 − j

2
m1W

′ +
m1 − j

2
W ′ + . . .+

m1 − j

2
W ′ + 2jn+

m2 − j

2
(m1 − j)W ′ =

=

(
m1m2 −

j

2
(m1 +m2 +

1

2
− j

2
)

)
W ′ + 2jn.

Оскiльки одержанi формули складностi алгоритмiв є досить громiзкими, їх
аналiз зробимо нижче у шостому роздiлi цiєї роботи.

4. Алгоритми, що реалiзують теоретико-множиннi операцiї на
мультитаблицях.

У якостi базових розглянемо такi алгоритми перетину, об’єднання та рiзницi
мультитаблиць.

Алгоритм БПМ З кожною основою ∥s1∥ кожного рядка мультитаблицi T1

порiвнюємо всi основи рядкiв мультитаблицi T2: якщо iснує така ∥s2∥ ∈ T2, що
∥s1∥ = ∥s2∥, то порiвнюємо значення лiчильникiв цих рядкiв: рядок iз мiнiмаль-
ним значенням лiчильника додаємо до нової мультитаблицi T , у якiй мiститься
результат, та переходимо до наступного рядка мультитаблицi T1.

Алгоритм БОМ Додаємо всi рядки мультитаблицi T1 до нової мультитаб-
лицi T , яка мiстить результат, а потiм всi основи ∥s2∥ рядкiв мультитаблицi T2

порiвнюємо з основами рядкiв мультитаблицi T , i якщо не iснує такої ∥s1∥, що
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∥s2∥ = ∥s1∥, то рядок s2 додаємо до мультитаблицi T , а якщо така основа iснує, то
її лiчильнику у T присвоюємо значення суми лiчильникiв ∥s1∥ i ∥s2∥ та переходимо
до наступної основи рядка мультитаблицi T2.

Алгоритм БРМ З кожною основою ∥s1∥ ∈ T1 порiвнюємо всi основи рядкiв
мультитаблицi T2: якщо не iснує такої ∥s2∥ ∈ T2, що ∥s1∥ = ∥s2∥, то рядок s1
додаємо до нової результуючої мультитаблицi T , а якщо така основа iснує, то у
випадку, коли k1 перевищує k2, додаємо ∥s1∥ до T та присвоюємо їй нове значення
лiчильника k1 − k2; далi переходимо до наступної основи мультитаблицi T1.

Найбiльш швидкими виявилися наступнi модифiкацiї базових алгоритмiв.
Алгоритм ШПМ Якщо ∥T1∥ ≤ ∥T2∥, то з кожною ∥s1∥ ∈ T1 порiвнюємо всi

основи рядкiв мультитаблицi T2, i якщо не iснує такої ∥s2∥ ∈ T2, що ∥s1∥ = ∥s2∥,
то рядок s1 видаляємо з мультитаблицi T1, а якщо така основа iснує, то при її
виявленнi порiвнюємо значення лiчильникiв рядкiв s1 i s2, присвоюємо новому
значенню лiчильника рядка s1 менше з порiвнюваних значень та видаляемо ря-
док s2 з мультитаблицi T2; далi переходимо до наступної основи рядка T1, у якiй
мiститься результат. Якщо ж ∥T1∥ > ∥T2∥, то T1 i T2 мiняються мiсцями.

Алгоритм ШОМ Якщо ∥T1∥ ≤ ∥T2∥, то з кожною основою ∥s2∥ ∈ T2 порiв-
нюємо всi основи рядкiв мультитаблицi T1, i якщо iснує така ∥s1∥ ∈ T1, що ∥s2∥ =
∥s1∥, то її лiчильнику у T2 присвоюємо значення суми лiчильникiв ∥s1∥ i ∥s2∥,
видаляємо рядок s1 з таблицi T1 i переходимо до наступної основи мультитаблицi
T2; пiсля цього додаємо всi рядки, що залишились, з мультитаблицi T1 до мульти-
таблицi T2, в якiй мiститься результат. Якщо ж ∥T1∥ > ∥T2∥, то мультитаблицi T1

i T2 мiняються мiсцями.
Алгоритм ШРМ З кожною основою ∥s2∥ ∈ T2 порiвнюємо всi основи рядкiв

мультитаблицi T1: якщо iснує така ∥s1∥ ∈ T1, що ∥s2∥ = ∥s1∥, то у випадку, коли k1
перевищує k2, присвоюємо ∥s1∥ у T1 нове значення лiчильника k1−k2, а у випадку
k1 ≤ k2 вилучаємо рядок s1 з мультитаблицi T1 та переходимо до наступної основи
T1.

5. Експериментальне порiвняння швидкодiї алгоритмiв.
Для експериментального пiдтвердження теоретичних оцiнок складностi для

таблиць та знаходження найшвидших алгоритмiв для мультитаблиць було ро-
зроблено програмну систему, яка для таблиць iз заданими параметрами (кiль-
кiсть рядкiв, атрибутiв, потужнiсть атрибутiв), знаходить фактичну кiлькiсть ви-
конаних обчислень за кожним iз запропонованих алгоритмiв та порiвнює їх iз
знайденими теоретичними оцiнками (для таблиць), а також знаходить середнє
значення фактичної кiлькостi виконаних обчислень для будь-якої серiї експери-
ментiв. Багаточисленнi експерименти пiдтвердили теоретичнi оцiнки складностi
в середньому алгоритмiв для таблиць, точнiсть знайдених теоретичних оцiнок
виявилась достатньо високою, у жоднiй серiї експериментiв вiдхилення не пе-
ревищувало 0,25%. У Табл. 1 наведемо данi з двох серiй експериментiв: перша
серiя складалася з 500 експериментiв з параметрами n = 10, |T1| = |T2| = 1000,
|A1| = 3, |A2| = . . . = |A10| = 2, друга – з 2000 експериментiв з параметрами n = 5,
|T1| = |T2| = 100, |A1| = |A2| = |A3| = 3, |A4| = |A5| = 4.
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Табл 1. Експериментальнi значення складностi для таблиць.
Кiлькiсть обчислень у серiї I Кiлькiсть обчислень у серiї II

Алгоритм теорет. експерим. вiдх. % теорет. експерим. вiдх. %
БПТ 1132071,9 1131741,0 0,029 13324,34 13336,58 0,092
ШПТ 771415,3 771135,0 0,036 12205,89 12231,50 0,210
БОТ 1139051,1 1139279,6 0,020 14092,86 14094,35 0,011
ШОТ 771415,3 771304,5 0,014 12205,89 12212,60 0,055
БРТ 1129051,1 1128895,6 0,014 13592,86 13595,13 0,017
ШРТ 767924,7 767386,5 0,070 11820,63 11819,86 0,007

У Табл.1 данi з другого та п’ятого стовпцiв отриманi за допомогою формули (1),
данi з третього та шостого стовпцiв є середнiм арифметичним фактичної кiлькостi
обчислень, данi з четвертого та сьомого стовпцiв обчислюються за формулами
|(2)−(3)|

(2) · 100% та |(5)−(6)|
(5) · 100% вiдповiдно.

У Табл. 2 наведемо данi з двох серiй експериментiв з мультитаблицями з такими
ж самими параметрамии даних, як i для таблиць.

Табл 2. Експериментальнi значення складностi для мультитаблиць.
Алгоритм Кiлькiсть обчислень у серiї I Кiлькiсть обчислень у серiї II

БПМ 689766,2 10822,1
ШПМ 530267,7 9840,3
БОМ 698374,4 11688,1
ШОМ 530935,3 10173,9
БРМ 691356,5 11141,5
ШРМ 525921,6 9733,5

З даних Табл.1 та Табл.2 можна зробити висновок, що алгоритми ШПТ, ШОТ,
ШРТ, ШПМ, ШОМ, ШРМ за швидкодiєю суттєво перевищують вiдповiдно ал-
горитми БПТ, БОТ, БРТ, БПМ, БОМ, БРМ причому це перевищення помiтно
зростає зi зростанням величин значень параметрiв вихiдних таблиць.

6. Висновки.
У роботi дослiджено алгоритми, що реалiзують теоретико-множиннi операцiї

на таблицях та мультитаблицях. Розглянуто базовi, найбiльш природнi алгоритми,
що реалiзують цi операцiї, знайдено модифiкацiї базових алгоритмiв, якi дозволя-
ють зменшити кiлькiсть обчислень. Для усiх розглянутих алгоритмiв на таблицях
знайдено точну часову складнiсть у середньому, завдяки якiй вдалося визначити
найшвидшi модифiкацiї базових алгоритмiв на таблицях. Для експериментального
пiдтвердження теоретичних результатiв на таблицях та визначення найшвидших
алгоритмiв на мультитаблицях розроблено програмну систему, яка обчислює фак-
тичну кiлькiсть виконаних обчислень для кожного з запропонованих алгоритмiв i
порiвнює їх iз знайденими теоретичними оцiнками (для таблиць); проведенi експе-
рименти пiдтвердили знайденi теоретичнi оцiнки. Результати можуть бути вико-
ристанi для оптимiзацiї запитiв у реляцiйних базах даних та для зменшення часу
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обробки iнформацiї у системах управлiння базами даних. За темою дослiджен-
ня в подальшому планується дослiдити алгоритми, що реалiзують iншi табличнi
операцiї, а також алгоритми, що реалiзують теоретико-множиннi операцiї iз вико-
ристанням сортування, iндексацiї, хешування та специфiкацiї таблиць.
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I.S. Kanarskaya
Algorithms, that implement set-theoretic operations on tables and multitables.

The paper is devoted to the research of algorithms implementing intersection, union and difference
in tables and multitables. The subject of the work is relevant, since despite the importance and
applicability of set-theoretical operations in relational databases, for some reason, the attention of
researchers was focused on optimizing other table operations, first of all, the join. Meanwhile, the
optimal implementation of set-theoretical operations will lead to a faster execution of the query, which
containing at least one of set-theoretical operations, and will significantly reduce the time of processing
information in the database management systems. For each set-theoretical operation algorithms that
implement them on tables, in which strings are not repeat, and on multi-tables, in which the strings
can be repeated, are considered. After that the modifications of the basic algorithms, that we found,
which allow to significantly reduce the number of computations are considered. As an average case, we
understand the most general case in which the domain of each attribute of the table schema is fixed
and known above, and the distribution of values for each attribute in each table is uniform. For each
of the six cases (three table operations and three multi-table operations), the fastest algorithms by
this criterion were found. For all 6 algorithms considered on the tables (basic and fastest modifications
of the basic ones) we found exact complexity on average. The found formulas defining the complexity
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of the proposed algorithms do not contain O-asymptotics. For the experimental confirmation of the
results we developed the software system, which, for tables with given parameters, finds the actual
number of computations performed for each of the proposed algorithms. The experiments carried out
confirmed the theoretical estimates found for the tables and identified the fastest algorithms for the
multitables. The results of the work can be used both in relational databases theory and in practice
in queries optimization and to reduce the processing time in database management systems.

Keywords: algorithm, complexity, databases.
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