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ВИКОРИСТАННЯ ПОВНОГО ОБРАЗУ ТА ОБМЕЖЕННЯ
В ДОСЛIДЖЕННI ВЛАСТИВОСТЕЙ ДЕЯКИХ СИГНАТУРНИХ
ОПЕРАЦIЙ ТАБЛИЧНИХ АЛГЕБР

У роботi використано властивостi повного образу множини вiдносно бiнарного вiдношення та
обмеження бiнарного вiдношення за множиною для дослiдження деяких сигнатурних операцiй
табличних алгебр. Конструкцiї повного образу та обмеження є загальнозначущими для мате-
матики та табличних алгебр, якi є сучасним аналогом вiдомих реляцiйних алгебр Кодда, що
становлять теоретичний фундамент мов запитiв сучасних реляцiйних баз даних. Елементи носiя
табличних алгебр уточнюють реляцiйнi структури даних, а операцiї побудованi на базi основних
манiпуляцiй у SQL-подiбних мовах. Одержано такi результати в дослiдженнi властивостей повно-
го образу та обмеження: знайдено взаємозв’язки мiж повним образом та обмеженням; доведено
монотоннiсть i дистрибутивнiсть повного образу та обмеження вiдносно об’єднання, критерiй їх
порожностi та взаємозв’язки з першою та другою проекцiєю вiдношень; знайдено повний образ
композицiї вiдношень та композицiя обмежень; встановлено дистрибутивнiсть обмеження вiд-
носно перетину множин; наведено оцiнки повного образу перетину та рiзницi множин; знайдено
критерiї дистрибутивностi повного образу вiдносно перетину та рiзницi множин. Крiм того, наве-
дено зображення деяких сигнатурних операцiй табличних алгебр за допомогою повного образу
та обмеження. Цi зображення дозволили одержати деякi властивостi цих операцiй, якi прямо
випливають з властивостей повного образу та обмеження. В подальшому передбачається отри-
мати аналогiчнi зображення iнших сигнатурних операцiй табличних алгебр, а також видiлити
їх властивостi, що випливають з такого зображення. Одержанi результати можуть бути викори-
станi в теорiї табличних алгебр у якостi пiдходу до дослiдження властивостей їх сигнатурних
операцiй, що може бути використованим при оптимiзацiї запитiв в реляцiйних базах даних.
MSC: 68P15.
Ключовi слова: повний образ множини, обмеження вiдношення за множиною, база даних,
табличнi алгебри.

1. Вступ.
Наразi табличний (реляцiйний) спосiб зображення даних, математична модель

якого була запропонована Е. Коддом [1], залишається одним з найбiльш розпо-
всюджених. З математичної точки зору реляцiйна база даних є скiнченим набором
скiнчених вiдношень рiзної розмiрностi мiж заздалегiдь визначеними множинами
елементарних даних – доменами. Табличнi алгебри, якi було введено В.Н. Редьком
та Д.Б. Буєм [2], побудованi на основi реляцiйних алгебр Е. Кодда та суттєво їх
уточнюють. Вони складають теоретичний фундамент мов запитiв сучасних таб-
личних баз даних. Елементи носiя табличної алгебри уточнюють реляцiйнi струк-
тури даних, а сигнатурнi операцiї побудованi на базi основних табличних манiпу-
ляцiй у реляцiйних алгебрах та SQL-подiбних мовах.

Дана робота присвячена дослiдженню загальнозначущих для математики кон-
струкцiй повного образу множини вiдносно бiнарного вiдношення та обмеження бi-
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нарного вiдношення за множиною. Доводяться деякi загальнi теоретико-множиннi
властивостi повного образу та обмеження. Аналогiчно результатами, якi одержа-
но в [3], розглядається взаємозв’язок мiж повним образом та операцiями пере-
тину, об’єднання i рiзницi множин. Основним результатом роботи є зображення
сигнатурних операцiй табличних алгебр – перетину, об’єднання, рiзницi, проек-
цiї i з’єднання – за допомогою конструкцiй повного образу i обмеження, а також
дослiдження властивостей цих операцiй з використанням даного зображення.

2. Основнi визначення.
Зафiксуємо деякий унiверсум D. Як завжди, бiнарним вiдношенням на D на-

зивається довiльна пiдмножина декартового добутку D×D. Далi в роботi ми роз-
глядаємо тiльки бiнарнi вiдношення на D, якi для стислостi викладення будемо
називати термiном «вiдношення». Вiдношення ρ називається функцiональним, як-
що з (x, y) ∈ ρ та (x, z) ∈ ρ випливає рiвнiсть y = z, та iн’єктивним, якщо з (x, y) ∈ ρ
та (z, y) ∈ ρ випливає x = z. Проекцiєю вiдношення ρ за першою та другою ком-
понентою (в роботi також будемо використовувати термiни «перша проекцiя» та
«друга проекцiя») будемо вiдповiдно називати множини pr1(ρ) = {x|∃y((x, y) ∈ ρ)}
та pr2(ρ) = {y|∃x((x, y) ∈ ρ)}. Композицiєю вiдношень ρ i τ назвемо вiдношення
ρ ◦ τ = {(x, z)|∃y((x, y) ∈ τ&(y, z) ∈ ρ)}.

Повним образом множини X вiдносно бiнарного вiдношення ρ називається
множина ρ[X], що складається з елементiв y, для яких iснує такий x ∈ X, що
(x, y) ∈ ρ. Обмеженням вiдношення ρ за множиною X називається вiдношення
ρ∥X = ρ

∩
(X ×D). Змiстовно кажучи, обмеження ρ за X складається з тих пар

ρ, перша компонента яких належить X.
Далi наведемо основнi визначення з теорiї табличних алгебр у викладеннi [4].

Зафiксуємо деяку непорожню множину A = {A1, . . . , An}, елементи якої назива-
ються атрибутами. Довiльну скiнченну пiдмножину R = {A′

1, . . . , A
′
k} ⊆ A назвемо

схемою. Рядком s схеми R називається множина пар s = {(A′
1, d1), . . . , (A

′
k, dk)},

проекцiя якої за першою компонентою дорiвнює R. Таблицею схеми R називається
скiнченна множина рядкiв схеми R. Через T∅ позначимо таблицю, яка не мiстить
жодного рядка.

На множинi всiх таблиць схеми R введено такi параметричнi операцiї: 1) пе-
ретин

∩
R

таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих i лише тих рядкiв, якi

належать одночасно всiм вихiдним таблицям; 2) об’єднання
∪
R

таблиць схеми R

– таблиця, що складається з тих i лише тих рядкiв, якi належать хоча б однiй з
вихiдних таблиць; 3) рiзниця T1 −

R
T2 двох таблиць схеми R – таблиця, що скла-

дається з тих i лише тих рядкiв, якi належать таблицi T1 та не належать таблицi
T2.

Iншими словами операцiї перетину, об’єднання i рiзницi таблиць є обмежен-
ням вiдповiдно теоретико-множинних перетину, об’єднання i рiзницi на множинi
таблиць однакової схеми.

Введемо визначення операцiї проекцiї. Проекцiєю за множиною атрибутiв X ⊆
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R називається унарна параметрична операцiя πX , значенням якої є таблиця, що
складається з обмежень за X усiх рядкiв вихiдної таблицi: πX(T ) = {s∥X|s ∈ T}.

Для визначення операцiї з’єднання необхiдно одне допомiжне поняття. Бiнарнi
вiдношення ρ i τ називаються сумiсними (позначається ρ ≈ τ), якщо ρ∥X = τ∥X,
де X = pr1(ρ)

∩
pr1(τ). З’єднанням називається бiнарна операцiя ⊗, значенням

якої є таблиця, що складається з рiзноманiтних об’єднань сумiсних рядкiв вихiдних
таблиць, тобто T1 ⊗ T2 = {s1

∪
s2 | s1 ∈ T1 ∧ s2 ∈ T2 ∧ s1 ≈ s2}.

Табличною алгеброю називають часткову алгебру з носiєм – множиною всiх
таблиць довiльної схеми, наведеними вище п’ятьма операцiями, а також операцiя-
ми активного доповнення, селекцiї, дiлення та перейменування атрибутiв, якi в цiй
роботi не використовується.

3. Властивостi повного образу множини.
Розглянемо деякi властивостi повного образу множини X вiдносно вiдношення

ρ.
Теорема 1 (властивостi повного образу). Виконуються наступнi твер-

дження:
1) з ρ1 ⊆ ρ2 та X1 ⊆ X2 випливає ρ1[X1] ⊆ ρ2[X2] (монотоннiсть за сукуп-

нiстю аргументiв);
2) ρ[

∪
i∈I

Xi] =
∪
i∈I

ρ[Xi],
∪
i∈I

(ρi[X]) = (
∪
i∈I

ρi)[X] (дистрибутивнiсть вiдносно об’є-

днання множин та вiдношень);
3) ρ[

∩
i∈I

Xi] ⊆
∩
i∈I

ρ[Xi] (верхня оцiнка повного образу перетину множин);

4)(ρ1 ◦ ρ2)[X] = ρ1[ρ2[X]] (повний образ вiдносно композицiї вiдношень);
5) ρ[X] = ∅ ⇔ X

∩
pr1(ρ) = ∅ (критерiй порожностi повного образу);

6) ρ[X] = ρ[X
∩

pr1(ρ)], ρ[X] ⊆ pr2(ρ) (взаємозв’язок мiж повним образом та
першою й другою проекцiями вiдношення);

7) ρ[X]− ρ[Y ] ⊆ ρ[X − Y ] ⊆ ρ[X] (оцiнки повного образу рiзницi множин).
Доведення. 1) Нехай y ∈ ρ1[X1]. Тодi, за означенням повного образу, ∃x ∈

X1|(x, y) ∈ ρ1. З X1 ⊆ X2 випливає x ∈ X2, а з ρ1 ⊆ ρ2 випливає (x, y) ∈ ρ2. За
означенням повного образу y ∈ ρ2[X2], тобто ρ1[X1] ⊆ ρ2[X2].

2) Нехай y ∈ ρ[
∪
i∈I

Xi]. Тодi iснує такий x ∈
∪
i∈I

Xi, що (x, y) ∈ ρ, тому iснує такий

iндекс k, що x ∈ Xk. За означенням повного образу y ∈ ρ[Xk], тому, y ∈
∪
i∈I

ρ[Xi].

Нехай тепер y ∈
∪
i∈I

ρ[Xi]. Тодi iснує такий iндекс k, що y ∈ ρ[Xk]. За означенням

повного образу iснує такий x ∈ Xk, що (x, y) ∈ ρ, тому, x ∈
∪
i∈I

Xi, з чого випливає

y ∈ ρ[
∪
i∈I

Xi], що доводить першу рiвнiсть пункту.

Нехай y ∈
∪
i∈I

(ρi[X]). Тодi iснує такий iндекс n, що y ∈ ρn[X], тому, iснує такий

x ∈ X, що (x, y) ∈ ρn. З цього випливає: (x, y) ∈
∪
i∈I

ρi, що тягне y ∈ (
∪
i∈I

ρi)[X].

Нехай тепер y ∈ (
∪
i∈I

ρi)[X]. Тодi iснують такi x ∈ X та iндекс n, що y ∈ ρn[X]. Це
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тягне y ∈
∪
i∈I

(ρi[X]), що доводить другу рiвнiсть пункту.

3) Нехай y ∈ ρ[
∩
i∈I

Xi]. Тому, iснує такий x ∈
∩
i∈I

Xi, що (x, y) ∈ ρ. За означенням

повного образу для кожного iндексу k виконується приналежнiсть (x, y) ∈ ρ[Xk],
тому y ∈

∩
i∈I

ρ[Xi], що доводить включення.

4) Нехай y ∈ (ρ1 ◦ ρ2)[X]. Тодi iснує такий x ∈ X, що (x, y) ∈ ρ1 ◦ ρ2, тому, за
означенням композицiї вiдношень, iснує такий z, що (x, z) ∈ ρ2 та (z, y) ∈ ρ1. З
(x, z) ∈ ρ2 и x ∈ X за означенням повного образу випливає, що z ∈ ρ2[X], звiд-
си, з урахуванням (z, y) ∈ ρ1, одержимо y ∈ ρ1[ρ2[X]]; це доводить включення
(ρ1 ◦ ρ2)[X] ⊆ ρ1[ρ2[X]]. Доведемо зворотнє включення. Нехай y ∈ ρ1[ρ2[X]]. За
означенням повного образу iснує такий z ∈ ρ2[X], що (z, y) ∈ ρ1. З z ∈ ρ2[X] вип-
ливає iснування такого x ∈ X, що (x, z) ∈ ρ2. За означенням композицiї вiдношень
одержали (x, y) ∈ ρ1 ◦ ρ2, тодi, з урахуванням x ∈ X, одержимо y ∈ (ρ1 ◦ ρ2)[X]; це
доводить включення (ρ1 ◦ ρ2)[X] ⊇ ρ1[ρ2[X]] та рiвнiсть пункту.

5) Нехай ρ[X] = ∅. Якщо при цьому X = ∅, то X
∩

pr1(ρ) = ∅. Якщо ж X ̸=
∅, то нехай x ∈ X. З ρ[X] = ∅ випливає, що не iснує такий y, що (x, y) ∈ ρ,
тому, за означенням першої проекцiї вiдношення, x ̸∈ pr1(ρ), тому з ρ[X] = ∅
випливає X

∩
pr1(ρ) = ∅. Доведемо зворотню iмплiкацiю. Нехай X

∩
pr1(ρ) = ∅.

Вiд супротивного, припустимо, що ρ[X] ̸= ∅ та нехай y ∈ ρ[X]. Тодi iснує такий
x ∈ X, що (x, y) ∈ ρ, звiдки випливає, що x ∈ X

∩
pr1(ρ); це протирiчить умовi

X
∩

pr1(ρ) = ∅, доводить iмплiкацiю X
∩

pr1(ρ) = ∅ ⇒ ρ[X] = ∅ та еквiвалентнiсть
пункту.

6) Доведемо рiвнiсть ρ[X] = ρ[X
∩

pr1(ρ)]. Нехай y ∈ ρ[X]. Тодi, за означенням
повного образу, ∃x ∈ X|(x, y) ∈ ρ. За означенням першої проекцiї вiдношення
(x, y) ∈ ρ тягне x ∈ pr1(ρ), тому x ∈ X

∩
pr1(ρ), що доводить включення ρ[X] ⊆

ρ[X
∩

pr1(ρ)]. Нехай тепер y ∈ ρ[X
∩

pr1(ρ)], тодi ∃x ∈ X
∩

pr1(ρ)|(x, y) ∈ ρ, тому,
x ∈ X, з чого випливає y ∈ ρ[X]; це доводить рiвнiсть пункту.

Включення ρ[X] ⊆ pr2(ρ) безпосередньо випливає з визначень повного образу
i другої проекцiї вiдношення.

7) Доведемо включення ρ[X] − ρ[Y ] ⊆ ρ[X − Y ]. Якщо Y = ∅, то X − Y = X
та, згiдно доведеної в п.6 рiвностi, ρ[Y ] = ∅, тобто включення перетворюється в
рiвнiсть ρ[X] = ρ[X]. Нехай тепер Y ̸= ∅ та y ∈ (ρ[X] − ρ[Y ]). Тодi y ∈ ρ[X] та
y ̸∈ ρ[Y ]. З y ∈ ρ[X] за означенням повного образу випливає iснування такого
x ∈ X, що (x, y) ∈ ρ, а з y ̸∈ ρ[Y ] випливає, що для кожного z ∈ Y (z, y) ̸∈ ρ, тому
x ̸∈ Y , отже, x ∈ X − Y . За означенням повного образу y ∈ ρ[X − Y ], що доводить
включення ρ[X]− ρ[Y ] ⊆ ρ[X − Y ].

Включення ρ[X − Y ] ⊆ ρ[X] безпосередньо випливає з очевидного включення
X − Y ⊆ X та доведеної в п.1 властивостi монотонностi повного образу. �

Пункти 3 та 7 теореми 1 природним чином ставлять питання про достатнi
умови дистрибутивностi повного образу вiдносно перетину i рiзницi множин.

Теорема 2 (критерiй дистрибутивностi повного образу вiдносно пе-
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ретину множин). Рiвнiсть
∩
i∈I

ρ[Xi] = ρ[
∩
i∈I

Xi] виконується тодi та лише тодi,

коли виконується включення∩
i∈I

ρ[Xi −
∩
i∈I

Xi] ⊆ ρ[
∩
i∈I

Xi](1).

Доведення. Нехай виконується рiвнiсть
∩
i∈I

ρ[Xi] = ρ[
∩
i∈I

Xi]. У цьому випадку

включення (1) перетворюється у включення∩
i∈I

ρ[Xi −
∩
i∈I

Xi] ⊆
∩
i∈I

ρ[Xi](2).

Нехай k – деякий iндекс множини I. Оскiльки виконується включення Xk−
∩
i∈I

Xi ⊆

Xk, то за доведеною у п.1 теореми 1 властивостi монотонностi виконується ρ[Xk −∩
i∈I

Xi] ⊆ ρ[Xk], отже, виконується включення (2).

Нехай тепер виконується включення (1). З урахуванням доведеного в п.3 тео-
реми 1 включення ρ[

∩
i∈I

Xi] ⊆
∩
i∈I

ρ[Xi] нам достатньо довести включення

∩
i∈I

ρ[Xi] ⊆ ρ[
∩
i∈I

Xi](3).

Нехай
∩
i∈I

ρ[Xi] ̸= ∅ та y ∈
∩
i∈I

ρ[Xi]. Тодi, за означенням повного образу, для кожного

iндексу k ∈ I iснує такий xk ∈ Xk, що (xk, y) ∈ ρ. Якщо при цьому xk ∈
∩
i∈I

Xi,

то за означенням повного образу виконується y ∈ ρ[
∩
i∈I

Xi], тобто в цьому випадку

включення (3) виконується. Далi розглянемо випадок, коли для кожного iндексу
k ∈ I виконкється xk ̸∈

∩
i∈I

Xi. У цьому випадку xk ∈ Xk−
∩
i∈I

Xi. Тодi за означенням

повного образу y ∈
∩
i∈I

ρ[Xi −
∩
i∈I

Xi] та, з урахуванням виконання включення (1),

y ∈ ρ[
∩
i∈I

Xi], тобто включення (3) в цьому випадку також виконується. �

Теорема 3 (критерiй дистрибутивностi повного образу вiдносно рiз-
ницi множин). Рiвнiсть ρ[X]−ρ[Y ] = ρ[X−Y ] виконується тодi та лише тодi,
коли ρ[X − Y ]

∩
ρ[Y ] = ∅

Доведення. Нехай виконується рiвнiсть ρ[X]−ρ[Y ] = ρ[X−Y ]. Вiд супротивно-
го, припустимо, що при цьому не виконується рiвнiсть ρ[X−Y ]

∩
ρ[Y ] = ∅, тобто iс-

нує такий y, що y ∈ ρ[X−Y ] та y ∈ ρ[Y ]. В цьому випадку, зважаючи на X−Y ⊆ X
та монотоннiсть повного образу, приналежнiсть y ∈ ρ[X − Y ] тягне y ∈ ρ[X], у та-
кому випадку y не належить лiвiй частинi рiвностi ρ[X] − ρ[Y ] = ρ[X − Y ] та
належить правiй частинi цiєї рiвностi, що суперечить припущенню та доводить
рiвнiсть ρ[X − Y ]

∩
ρ[Y ] = ∅.
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Нехай тепер виконується рiвнiсть ρ[X − Y ]
∩

ρ[Y ] = ∅. Покажемо, що в цьому
випадку повинна виконуватися рiвнiсть ρ[X] − ρ[Y ] = ρ[X − Y ]. З урахуванням
доведеного в п.7 теореми 1 включення ρ[X] − ρ[Y ] ⊆ ρ[X − Y ] нам достатньо
довести включення ρ[X −Y ] ⊆ ρ[X]− ρ[Y ]. Нехай ρ[X −Y ] ̸= ∅ та y ∈ ρ[X −Y ]. За
означенням повного образу iснує такий x ∈ X − Y , що (x, y) ∈ ρ. З приналежностi
x ∈ X − Y випливає, що x ∈ X, тому y ∈ ρ[X]. З рiвностi ρ[X − Y ]

∩
ρ[Y ] = ∅

випливає, що y ̸∈ ρ[Y ], тому y ∈ ρ[X]− ρ[Y ], що доводить шукане включення. �
4. Властивостi обмеження.
В даному роздiлi розглянемо деякi властивостi обмеження вiдношення ρ за

множиною X. Спочатку розглянемо взаємозв’язки мiж обмеженням i повним об-
разом.

Теорема 4 (взаємозв’язки мiж обмеженням i повним образом). Вико-
нуються наступнi твердження:

1) ρ[X] = pr2(ρ∥X);
2) (ρ∥X)[Y ] = ρ[X

∩
Y ].

Доведення. 1) Нехай y ∈ ρ[X]. Тодi, за означенням повного образу, ∃x ∈ X|(x, y) ∈
ρ. У цьому випадку, за означенням обмеження, (x, y) ∈ ρ∥X, та за означенням дру-
гої проекцiї вiдношення y ∈ pr2(ρ∥X). Нехай тепер y ∈ pr2(ρ∥X). Тодi, за означен-
ням другої проекцiї, ∃x ∈ ρ∥X|(x, y) ∈ ρ∥X. З (x, y) ∈ ρ∥X випливає (x, y) ∈ ρ та
x ∈ X, за означенням повного образу останнi двi приналежностi тягнуть y ∈ ρ[X].

2) Нехай z ∈ (ρ∥X)[Y ]. Тодi, за означенням повного образу, iснує такий x ∈ Y ,
що (x, y) ∈ ρ∥X. Приналежнiсть (x, y) ∈ ρ∥X за означенням обмеження тягне x ∈
X, тому, за означенням повного образу, z ∈ ρ[X

∩
Y ]. Нехай тепер z ∈ ρ[X

∩
Y ].

Тодi, за означенням повного образу, iснує такий x ∈ X
∩

Y , що (x, z) ∈ ρ, тобто x ∈
X та x ∈ Y . З (x, z) ∈ ρ та x ∈ X за означенням обмеження випливає (x, z) ∈ ρ∥X,
а з (x, z) ∈ ρ∥X та x ∈ Y за означенням повного образу випливає z ∈ (ρ∥X)[Y ]. �

Далi розглянемо деякi iншi властивостi обмеження. Через λ позначимо порож-
нє вiдношення.

Теорема 5 (властивостi обмеження). Виконуються наступнi тверджен-
ня:

1) з ρ1 ⊆ ρ2 та X1 ⊆ X2 випливає ρ1∥X1 ⊆ ρ2∥X2 (монотоннiсть за сукуп-
нiстю аргументiв);

2) ρ∥
∪
i∈I

Xi =
∪
i∈I

(ρ∥Xi),
∪
i∈I

(ρi∥X) = (
∪
i∈I

ρi)∥X (дистрибутивнiсть вiдносно

об’єднання множин та вiдношень);
3) ρ∥

∩
i∈I

Xi =
∩
i∈I

(ρ∥Xi),
∩
i∈I

(ρi∥X) = (
∩
i∈I

ρi)∥X (дистрибутивнiсть вiдносно пе-

ретину множин та вiдношень);
4)(ρ∥X)∥Y = ρ∥(X

∩
Y ) (композицiя обмежень);

5) ρ∥X = λ ⇔ pr1(ρ)
∩

X = ∅ (критерiй порожностi обмеження);
6) ρ∥X = ρ∥(X

∩
pr1(ρ)), ρ = ρ∥pr1(ρ); (взаємозв’язок мiж обмеженням i

першою проекцiєю вiдношення)
Доведення. 1) Нехай (x, y) ∈ ρ1∥X1. Тодi, за означенням обмеження, x ∈ X1 та
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(x, y) ∈ ρ1. З X1 ⊆ X2 випливає x ∈ X2, а з ρ1 ⊆ ρ2 випливає (x, y) ∈ ρ2, тому
(x, y) ∈ ρ1∥X2.

2) Нехай (x, y) ∈ ρ∥
∪
i∈I

Xi. Тодi (x, y) ∈ ρ та x ∈
∪
i∈I

Xi, тому для деякого iн-

дексу i ∈ I виконується x ∈ Xi. За означенням обмеження (x, y) ∈ ρ∥Xi, от-
же, (x, y) ∈

∪
i∈I

(ρ∥Xi), що доводить включення ρ∥
∪
i∈I

Xi ⊆
∪
i∈I

(ρ∥Xi). Нехай тепер

(x, y) ∈
∪
i∈I

(ρ∥Xi). Тодi iснує такий iндекс i ∈ I, для якого виконується (x, y) ∈

ρ∥Xi. У цьому випадку (x, y) ∈ ρ та x ∈ Xi, тому x ∈
∪
i∈I

Xi. За означенням обме-

ження виконується (x, y) ∈ ρ∥
∪
i∈I

Xi, що доводить включення
∪
i∈I

(ρ∥Xi) ⊆ ρ∥
∪
i∈I

Xi

та першу рiвнiсть пункту.
Нехай (x, y) ∈

∪
i∈I

(ρi∥X). Тодi iснує такий iндекс i ∈ I, для якого виконуєть-

ся (x, y) ∈ ρi∥X. У цьому випадку x ∈ X та (x, y) ∈ ρi, тому (x, y) ∈ (
∪
i∈I

ρi). За

означенням обмеження виконується (x, y) ∈ (
∪
i∈I

ρi)∥X, що доводить включення∪
i∈I

(ρi∥X) ⊆ (
∪
i∈I

ρi)∥X. Нехай тепер (x, y) ∈ (
∪
i∈I

ρi)∥X. Тодi x ∈ X та (x, y) ∈
∪
i∈I

ρi,

отже, iснує такий iндекс i ∈ I, для якого виконується (x, y) ∈ ρi. У цьому випад-
ку (x, y) ∈ ρi∥X, отже, (x, y) ∈

∪
i∈I

(ρi∥X), що доводить включення (
∪
i∈I

ρi)∥X ⊆∪
i∈I

(ρi∥X) та другу рiвнiсть пункту.

3) Нехай (x, y) ∈ ρ∥
∩
i∈I

Xi. Тодi (x, y) ∈ ρ та x ∈
∩
i∈I

Xi, тому, для кожного iндексу

i ∈ I виконується x ∈ Xi. За означенням обмеження ∀i ∈ I виконується (x, y) ∈
ρ∥Xi, отже, (x, y) ∈

∩
i∈I

(ρ∥Xi), це доводить включення ρ∥
∩
i∈I

Xi ⊆
∩
i∈I

(ρ∥Xi). Нехай

тепер (x, y) ∈
∩
i∈I

(ρ∥Xi). Тодi для всiх iндексiв i ∈ I виконується (x, y) ∈ ρ∥Xi,

тобто (x, y) ∈ ρ та, крiм того, x ∈ Xi, що тягне x ∈
∩
i∈I

Xi. За означенням обмеження

виконується (x, y) ∈ ρ∥
∩
i∈I

Xi, що доводить включення
∩
i∈I

(ρ∥Xi) ⊆ ρ∥
∩
i∈I

Xi та першу

рiвнiсть пункту.
Нехай (x, y) ∈

∩
i∈I

(ρi∥X). Тодi, для всiх iндексiв i ∈ I, виконується (x, y) ∈

ρi∥X. У цьому випадку x ∈ X та (x, y) ∈ ρi, тому (x, y) ∈ (
∩
i∈I

ρi). За означенням

обмеження виконується (x, y) ∈ (
∩
i∈I

ρi)∥X, що доводить включення
∩
i∈I

(ρi∥X) ⊆

(
∩
i∈I

ρi)∥X. Нехай тепер (x, y) ∈ (
∩
i∈I

ρi)∥X. Тодi x ∈ X та (x, y) ∈
∩
i∈I

ρi), отже, для

всiх iндексiв i ∈ I виконується (x, y) ∈ ρi, тобто (x, y) ∈ ρi∥X, отже, (x, y) ∈∩
i∈I

(ρi∥X); це доводить включення (
∩
i∈I

ρi)∥X ⊆
∩
i∈I

(ρi∥X) та другу рiвнiсть пункту.

4) Нехай (x, y) ∈ (ρ∥X)∥Y . Тодi, за означенням обмеження, x ∈ Y та, крiм
того, (x, y) ∈ ρ∥X, що тягне x ∈ X та (x, y) ∈ ρ, тому x ∈ X

∩
Y . За озна-

ченням обмеження виконується приналежнiсть (x, y) ∈ ρ∥(X
∩

Y ), це доводить
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включення (ρ∥X)∥Y ⊆ ρ∥(X
∩

Y ). Нехай тепер (x, y) ∈ ρ∥(X
∩

Y ). Тодi (x, y) ∈ ρ
та x ∈ X

∩
Y , що тягне x ∈ X та x ∈ Y . За означенням обмеження в цьому ви-

падку виконуються приналежностi (x, y) ∈ ρ∥X та (x, y) ∈ (ρ∥X)∥Y , що доводить
рiвнiсть пункту.

5) Нехай ρ∥X = λ. Вiд супротивного, припустимо, що pr1(ρ)
∩

X ̸= ∅, тодi iс-
нує такий x, що x ∈ pr1(ρ)

∩
X. У цьому випадку x ∈ X та за означенням першої

проекцiї вiдношення iснує такий y, що (x, y) ∈ ρ. З цього за означенням обме-
ження випливає (x, y) ∈ ρ∥X, що суперечить ρ∥X = λ; це доводить iмплiкацiю
ρ∥X = λ ⇐ pr1(ρ)

∩
X = ∅. Нехай тепер X

∩
pr1(ρ) = ∅. Вiд супротивного, припу-

стимо, що ρ∥X = λ, тобто ∃x, y|(x, y) ∈ ρ∥X. За означенням обмеження це тягне
x ∈ X та (x, y) ∈ ρ, звiдки, за означенням першої проекцiї вiдношення, випли-
ває приналежнiсть x ∈ pr1(ρ), тобто x ∈ pr1(ρ)

∩
X; це суперечить припущенню

X
∩

pr1(ρ) = ∅ та доводить еквiвалентнiсть пункту.
6) Нехай (x, y) ∈ ρ∥X. Тодi, за означенням обмеження, x ∈ X та (x, y) ∈ ρ,

звiдки, за означенням першої проекцiї вiдношення, випливає x ∈ pr1(ρ). Тому
x ∈ X

∩
pr1(ρ), отже, (x, y) ∈ ρ∥(X

∩
pr1(ρ)), це доводить включення ρ∥X ⊆

ρ∥(X
∩

pr1(ρ)). Нехай тепер (x, y) ∈ ρ∥(X
∩
pr1(ρ)). Тодi, за означенням обмежен-

ня, (x, y) ∈ ρ та x ∈ X
∩

pr1(ρ), отже, x ∈ X, що за означенням обмеження тягне
(x, y) ∈ ρ∥X та доводить першу рiвнiсть пункту.

Нехай (x, y) ∈ ρ. За означенням першої проекцiї вiдношення виконується x ∈
pr1(ρ), тому (x, y) ∈ ρ∥pr1(ρ), що доводить включення ρ ⊆ ρ∥pr1(ρ). Зворотне
включення справедливо через включення ∀X(ρ∥X ⊆ ρ); це доводить другу рiвнiсть
пункту. �

5. Дослiдження властивостей табличних операцiй за допомогою пов-
ного образу та обмеження.

Перейдемо тепер до зображення операцiй табличних алгебр за допомогою вка-
заних вище конструкцiй.

Операцiї перетину, об’єднання i рiзницi таблиць (схеми R) можуть бути зобра-
женими як бiнарнi параметричнi (в ролi параметра виступає схема) операцiї, отри-
манi обмеженням вiдповiдно теоретико-множинних перетину, об’єднання i рiзницi
на множину таблиць схеми R.

Операцiя проекцiї πX(T ), згiдно її визначення, зображається як обмеження
рядкiв таблицi T за множиною атрибутiв X: πX(T ) = {s∥X|s ∈ T}.

Операцiя з’єднання таблицi T1 схеми R1 та таблицi T2 схеми R2, згiдно до її
визначення, зображається як множина всiляких об’єднань сумiсних рядкiв вихiд-
них таблиць, вiдношення сумiсностi задається через обмеження, тобто T1 ⊗ T2 =
{s1

∪
s2 | s1 ∈ T1 ∧ s2 ∈ T2 ∧ s1∥(R1

∩
R2) = s2∥(R1

∩
R2)}.

Перейдемо тепер до дослiдження властивостей операцiй за допомогою кон-
струкцiй повного образу i обмеження. Властивостi перетину, об’єднання та рiз-
ницi таблиць детально показано в [3], тому в данiй роботi ми їх не розглядаємо.
У наступнiй теоремi розглянемо властивостi проекцiї та з’єднання таблиць, якi
безпосередньо випливають iз зображення цих операцiй за допомогою конструкцiй
повного образу i обмеження.
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Теорема 6 (властивостi проекцiї та з’єднання таблиць). Виконуються
наступнi твердження:

1) З T1 ⊆ T ′
1 и T2 ⊆ T ′

2 випливає πX(T1) ⊆ πX(T ′
1) та T1 ⊗ T2 ⊆ T ′

1 ⊗ T ′
2

(монотоннiсть);
2) πX(

∪
i∈I

Ti) =
∪
i∈I

πX(Ti); якщо схеми таблиць Ti є одинаковими, то T ⊗

(
∪
i∈I

Ti) =
∪
i∈I

(T ⊗ Ti) (дистрибутивнiсть вiдносно об’єднання таблиць);

3) πX(T ) = T∅ ⇔ T = T∅; T ⊗ T∅ = T∅ ⊗ T = T∅ (збереження T∅);
4) πX(

∩
i∈I

Ti) ⊆
∩
i∈I

πX(Ti) (верхня границя проекцiї перетину таблиць);

5) πX(πY (T )) = πX∩Y (T ) (композицiя проекцiй).
6. Висновки.
У роботi дослiджено властивостi повного образу множини вiдносно вiдношен-

ня та обмеження вiдношення за множиною. Також наведено зображення деяких
сигнатурних операцiй табличних алгебр за допомогою повного образу i обмежен-
ня. Такi зображення дозволили отримати деякi властивостi операцiй, якi прямо
випливають з властивостей повного образу i обмеження. У подальшому передба-
чається отримати аналогiчнi зображення iнших сигнатурних операцiй табличних
алгебр, а також видiлити їх властивостi, що випливають з такого зображення.
Одержанi результати можуть бути використанi в теорiї табличних алгебр у якостi
пiдходу до дослiдження властивостей їх сигнатурних операцiй, також результати
можна буде використовувати для оптимiзацiї запитiв в реляцiйних базах даних.
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Використання повного образу та обмеження в табличних операцiях

N.D. Kakhuta, A.S. Senchenko
Using the whole image and restrictions in the research of properties of some signature
operations in Table Algebra.

The features of the whole image relative to many binary relation, and restrictions on a binary relation
on the set for some of the signature operations of Table Algebra are used in the work. Constructions of
the whole image and restrictions are of general interest for Mathematics, and Table Algebra is a modern
analogue of Codd’s well-known Relational Algebra. It forms the theoretical foundation of modern query
language databases. Elements of the carrier of Table Algebra specify relational table data structures,
and signature operations are based on the basic table manipulations in Relational Algebra and SQL-
like languages. The following results in the research of the features of the whole image were obtained:
interconnections between the whole image and restrictions were found; the monotony and distribution
of the whole image and restrictions on unions, a criterion of their emptiness and interconnections with
first and second projection relations were proved; the whole image of the composition of relations
and composition restrictions were found; the distribution of restriction on intersection of sets was set;
the estimates of the distribution of the whole image of intersection and difference of sets were given;
criteria for distribution of the whole image relative to the intersection and differences of sets were
found. In addition, the clues were provided with the help of the whole image and restrictions on some
of the signature operations of Table Algebra: intersection, union, difference, projection and joining.
These representations allowed us to obtain some features of these operations, which derive directly
from the features of the whole image and restrictions. It is supposed to get similar views on other
signature operations of Table Algebras and to allocate their features arising from such representation.
The obtained results can be used in the theory of Table Algebra as an approach to the research of the
features of their signature operations, this can be used in query optimization in relational databases.

Keywords: whole image of set, restriction a relation on set, databases, table algebra.
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