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ПРО СТIЙКIСТЬ ОБЕРТАННЯ ПIД ДIЄЮ ПОСТIЙНОГО
МОМЕНТУ ДЗИҐИ ЛАГРАНЖА З IДЕАЛЬНОЮ РIДИНОЮ
В СЕРЕДОВИЩI, ЩО ЧИНИТЬ ОПIР

Розглянуто обертання навколо нерухомої точки важкого динамiчно симетричного твердого тiла
з довiльною осесиметричною порожниною, цiлком заповненою iдеальною нестисливою рiдиною.
Дослiджено стiйкiсть рiвномiрного обертання дзиґи Лагранжа з рiдиною в середовищi, що чи-
нить опiр, з урахуванням заданого постiйного моменту. Представлено рiвняння обуреного руху
дзиґи Лагранжа з iдеальною рiдиною. Доведено, що для елiпсоїдальної порожнини асимптотич-
на стiйкiсть рiвномiрного обертання має мiсце тiльки для стиснутої елiпсоїдальної порожнини.
Вiдмiчено, що в бiльшостi практично важливих випадках, основний ефект впливу рiдини на рух
твердого тiла можна врахувати, розглядаючи тiльки основний тон коливання рiдини. Отримано
умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрного обертання в середовищi, що чинить опiр, пiд дiєю
постiйного моменту дзиґи Лагранжа з довiльної осесиметричною порожниною, що мiстить iде-
альну рiдину. Цi умови стiйкостi виведенi з урахуванням основного i додаткового тонiв коливань
рiдини. Важке тверде тiло має нерухому точку i знаходиться пiд дiєю постiйного моменту в iнер-
цiальнiй системi координат. Проведено аналiтичнi та чисельнi дослiдження впливу основного i
додаткового тонiв коливань рiдини, перекидального, вiдновлюючого, дисипативного i постiйного
моментiв на умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрного обертання дзиґи Лагранжа з iдеальною
рiдиною. Зазначено, що з урахуванням основного тону коливань рiдини, представленi в роботi
кубiчна i квадратна нерiвностi є умовами асимптотичної стiйкостi. На прикладi елiпсоїдальної
порожнини проведенi чисельнi дослiдження областей стiйкостi. Встановлено, що зi збiльшенням
екваторiального моменту iнерцiї твердого тiла область стiйкостi зменшується, а зi збiльшенням
осьового моменту iнерцiї твердого тiла вони збiльшуються.
MSC: 70E50.
Ключовi слова: aсимптотична стiйкiсть, постiйний момент, дзиґа Лагранжа, iдеальна рi-
дина, середовище, що чинить опiр.

1. Вступ.
В роботi [1] розглянуто задачу про стiйкiсть обертання навколо нерухомої точ-

ки важкого симетричного твердого тiла пiд дiєю дисипативного i постiйного мо-
менту в iнерцiальнiй систем координат. В [2–3] узагальнена ця задача на випадок
рiвномiрного обертання несиметричного твердого тiла навколо третьої головної осi
в припущеннi, що центр мас твердого тiла знаходиться на цiй осi. У роботах [4–
5] були розпочатi дослiдження стiйкостi обертання в середовищi з опором дзиґи
Лагранжа з iдеальною рiдиною. У статтi [6] дослiджується задача, розглянута в
[1], на випадок наявностi iдеальної рiдини в порожнинi твердого тiла. У цiй статтi,
з урахуванням основного тону коливань рiдини, отриманi умови асимптотичної
стiйкостi рiвномiрного обертання дзиґи Лагранжа з рiдиною. У цьому повiдомлен-
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нi узагальнюються результати статтi [6] на випадок урахування додаткових тонiв
коливань iдеальної рiдини в довiльнiй осесиметричнiй порожнинi.

2. Постановка задачi.
Розглянемо обертання навколо нерухомої точки важкого динамiчно симетрич-

ного твердого тiла з довiльною осесиметричною порожниною, цiлком заповненою
iдеальною нестисливою рiдиною. Припустимо, що на нього, крiм сили тяжiння,
дiє дисипативний момент

−→
Md = −D−→ω (D = diag(D1, D1, D3), Di > 0, i = 1, 2), що

моделює опiр середовища, i постiйний в iнерцiальнiй системi координат момент−→
Mp = P−→γ , −→γ – одиничний вектор висхiдної вертикалi, P довiльна стала.

Дослiдимо стiйкiсть рiвномiрного обертання дзиґи Лагранжа iз рiдиною в се-
редовищi з опором з урахуванням заданого постiйного моменту, вважаючи, що в
незбуреному русi тверде тiло i рiдина обертаються навколо вертикалi як одне цiле
з кутовою швидкiстю −→ω .

Рiвняння збуреного руху дзиґи Лагранжа з iдеальною рiдиною мають вигляд [5–
6]

AΩ̇1 + (C −A)ωΩ2 + 2
∞∑
n=1

an(Ṡ1n − ωS2n) = ±Pγ1 −D1Ω1 + Γγ2

AΩ̇1 − (C −A)ωΩ1 + 2

∞∑
n=1

an(Ṡ2n + ωS1n) = ±Pγ2 −D1Ω2 + Γγ1, (1)

N2
n(Ṡ1n − λ̃nS2n) + anΩ̇1 = 0, N2

n(Ṡ2n + λ̃nS1n) + anΩ̇2 = 0,

γ̇1 = ωγ2 − Ω2, γ̇2 = −ωγ1 +Ω1

CΩ̇3 = ±Pδ −D3(Ω3 + ω),

δ̇ = 0. (2)

Тут
−→
Ω = (Ω1,Ω2,Ω3); −→γ = (γ1, γ2, γ3) – одиничний вектор напрямку сили тя-

жiння, γ3 = ±1+ δ; A i C – вiдповiдно головний екваторiальний i осьовий моменти
iнерцiї твердого тiла i рiдини; Γ = gmd, m – маса механiчної системи, d – вiдстань
вiд центру мас системи до нерухомої точки; λ̃n = 2ω/κn, κn – власнi числа, якi
всюди щiльно заповнюють область дiйсної осi |κ| ≥ 1; визначення величин an i N2

n

дано в роботах [5-7].
Система рiвнянь (1)–(2) роздiляється i допускає рiшення

γ1 = γ2 = 0, γ3 = 1, Ω1 = Ω2 = 0, ω = P/D3, S1n = S2n = 0, (3)

γ1 = γ2 = 0, γ3 = −1, Ω1 = Ω2 = 0, ω = −P/D3, S1n = S2n = 0, (4)

якi вiдповiдають рiвномiрним обертанням твердого тiла з кутовою швидкiстю ω
навколо вертикалi. При цьому рiшенню (3) вiдповiдає випадок “сплячої дзиґи“
(центр мас твердого тiла знаходиться вище нерухомої точки, тобто d > 0), на який
дiє перекидаючий момент (Γ > 0), момент

−→
Mp, а рiшенню (4) – випадок статично
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стiйкої “дзиґи” (центр мас знаходиться нижче нерухомої точки (d < 0), на який
дiє вiдновлювальний момент (Γ < 0) i момент −

−→
Mp.

Перше рiвняння в (2) має дiйсний вiд’ємний корiнь Ω3 = −D3/C. Характери-
стичне рiвняння, що вiдповiдає системi (1)–(2), завжди має один нульовий корiнь,
обумовлений наявнiстю геометричного iнтеграла γ21 + γ22 + γ23 = 1.

3. Асимптотична стiйкiсть рiшення (3).
У нових комплексних змiнних Ω = Ω1 − iΩ2, γ = γ1 − iγ2, Sn = S1n − iS2n

система (1) запишеться наступним чином
AΩ̇ + [i(C −A)ω +D1] Ω + 2

∑∞
n=1 an(Ṡn − iωSn) = (iΓ + P )γ,

N2
n(Ṡn − iωλnSn) + anΩ̇ = 0,

γ̇ = i(ωγ − Ω).

(5)

Тут λn = λ̃n/ω.
Характеристичне рiвняння для збуреного руху (5) матиме вигляд

A+
iCω +D1

λ− iω
− Γ− iP

(λ− iω)2
− λ

∞∑
n=1

En

λ− iωλn
= 0, (6)

де En = 2a2n/N
2
n > 0.

З урахуванням основного i додаткового тону коливань рiдини (n = 1, 2) рiв-
няння (6) набуде вигляду

a4λ
4 + (a3 + ib3)λ

3 + (a2 + ib2)λ
2 + (a1 + ib1)λ+ a0 + ib0 = 0. (7)

Тут
a4 = A− E1 − E2 = A∗ > 0,

a3 = D1 > 0, b3 = [C −A(λ1 + λ2)− 2A∗ + E1λ2 + E2λ1]ω,

a2 = [C −A∗ + (C − 2A)(λ1 + λ2)−Aλ1λ2 + 2(E1λ2 +E2λ1)]ω
2 − Γ,

b2 = P − (1 + λ1 + λ2)D1ω, (8)

a1 = [(λ1 + λ2)(P −D1ω)− λ1λ2D1ω]ω,

b1 =
{
(λ1 + λ2)Γ + [(2A− C)λ1λ2 + (A− C)(λ1 + λ2)− (E1λ2 + E2λ1)]ω

2
}
ω

a0 =
[
Γ + (A− C)ω2

]
λ1λ2ω

2, b0 = (D1ω − P )λ1λ2ω
2.

Для iснування асимптотично стiйких рiшень системи (5) необхiдно i достатньо,
щоб матриця сьомого порядку, складена з коефiцiєнтiв многочлена (7)

∆7 =



a4 −b3 −a2 −b1 a0 0 0
0 a4 −b3 −a2 −b1 a0 0
0 0 a4 −b3 −a2 −b1 a0
0 0 0 a3 −b2 −a1 b0
0 0 a3 −b2 −a1 b0 0
0 a3 −b2 −a1 b0 0 0
a3 −b2 −a1 b0 0 0 0
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була iннорно-позитивною [9]. Тобто були позитивно визначенi матрицi ∆1, ∆3, ∆5

i ∆7:
|∆1| = a3 = D1 > 0,

|∆3| =

∣∣∣∣∣∣
a4 −b3 −a2
0 a3 −b2
a3 −b2 −a1

∣∣∣∣∣∣ > 0, |∆5| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a4 −b3 −a2 −b1 a0
0 a4 −b3 −a2 −b1
0 0 a3 −b2 −a1
0 a3 −b2 −a1 b0
a3 −b2 −a1 b0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, |∆7| > 0.

(9)
Пiдставивши (8) в (9), отримаємо з урахуванням A∗ > 0, Γ̃ = Γ/D2

3, x = D1/D3:

−(λ1 − λ2)
2(λ1 − 1)2(λ2 − 1)2E1E2λ1λ2ω

8(Γ71Γ̃ + Γ70) > 0, (10)

−(Γ52Γ̃
2 + Γ51Γ̃ + Γ50)ω

2 > 0, (11)

Γ31Γ̃ + Γ30 > 0, (12)

де
Γ71 = [(λ1 − 1)x+ 1] [(λ2 − 1)x+ 1]x2,

Γ70 = {[(λ2 − 1)x+ 1] (x− 1)E1 + [(λ1 − 1)x+ 1] (x− 1)E2+

[(λ1 − 1)x+ 1] [(λ2 − 1)x+ 1] (A− Cx)}P,

Γ52 = λ1λ2x
4,

Γ51 = x(g1x
2 + g2x+ λ1λ2A

∗)P 2

g1 = λ1(λ1 − 1)3E1 + λ2(λ2 − 1)3E2 + (A∗ − C)λ1λ2,

g2 = λ1(λ1 − 1)3E1 + λ2(λ2 − 1)3E2 − C∗λ1λ2, C
∗ = C − E1 −E2,

Γ50 =
{
λ1λ2f1x

3 + f2x
2P + f3xP

2 + f4A
∗P 3

}
P,

f1 = (C −A) [E1λ1(λ1 − 1) + E2λ2(λ2 − 1)]− (λ1 − 1)(λ2 − 1)(λ1 − λ2)
2E1E2,

f2 =
[
(A− C)λ1λ2 − C(λ1 − 1)3

]
E1λ1 +

[
(A− C)λ1λ2 − C(λ2 − 1)3

]
E2λ2+

+(λ1 + λ2 − 2)(λ1 − λ2)
2λ1λ2E1E2,

f3 = λ1(λ1−1)2E2
1+

{[
(λ1 − 1)2 + (λ2 − 1)2

]
λ1λ2 − λ1(λ1 − 1)3 − λ2(λ2 − 1)3

}
E1E2+

+λ2(λ2 − 1)2E2
2 , f4 = λ1(λ1 − 1)2E1 + λ2(λ2 − 1)2E2,

Γ31 = −x2, Γ30 = [λ1(λ1 − 1)E1 + λ2(λ2 − 1)E2]x
2+

+(C −E1λ1 − E2λ2)xP −A∗P 2.

Таким чином, умови асимптотичної стiйкостi рiшення (3) визначаються трьома
нерiвностями (10)–(12), а рiшення (4) будуть також визначатися трьома нерiв-
ностями (10)–(12), якщо в них замiнити P на −P . Отже, умови асимптотичної
стiйкостi рiвномiрного обертання дзиґи Лагранжа з довiльною осесиметричною
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порожниною, що мiстить iдеальну рiдину, з урахуванням основного i додаткового
тонiв коливання рiдини, зводяться до трьох нерiвностей (10)–(12).

Нерiвнiсть (10) не виконується в разi кратних власних частот (λ1 = λ2) або для
λ1 = 1, або λ2 = 1. Будемо вважати, що ω ̸= 0 (P ̸= 0). В роботах [7-8] показано,
що нестiйкiсть може виникнути тiльки при позитивних значеннях λn. Тому, якщо
припустити, що λ1 ̸= λ2, λn ̸= 1,λn > 0 i ω ̸= 0, то система нерiвностей (10)–(12)
спрощується:

Γ71Γ̃ + Γ70 < 0, (13)

Γ52Γ̃
2 + Γ51Γ̃ + Γ50 < 0, (14)

−x2Γ̃ + Γ30 < 0, (15)

У випадку вiдсутностi вiдносного руху рiдини в порожнинi твердого тiла (E1 =
E2 = 0) характеристичне рiвняння (6) буде квадратним рiвнянням

a2λ
2 + (a1 + ib1)λ+ a0 + ib0 = 0. (16)

Тут
a2 = A > 0, a1 = D1 > 0, b2 = (C − 2A)ω,

a1 = (C −A)ω2 − Γ, b1 = P −D1ω.

Умови асимптотичної стiйкостi рiвняння (16), тобто рiшення (3) (ω = P/D3),
визначаються нерiвностями

|∆1| = a1 = D1/A > 0, |∆3| =

∣∣∣∣∣∣
a2 −b1 −a0
0 a1 −b0
a1 −b0 −a0

∣∣∣∣∣∣ > 0

або нерiвнiстю
(CD1 −AD3)P

2 −D2
1D3Γ > 0 (17)

Умова асимптотичної стiйкостi рiшення (4) (ω = −P/D3) має вигляд

(CD1 +AD3)P
2 +D2

1D3Γ < 0. (18)

Нерiвностi (17)–(18) слiдують також з нерiвностi (15) вiдповiдно при ω = −P/D3

i ω = P/D3, якщо в ньому покласти E1 = E2 = 0 i λ1 = λ2 = 0 i спiвпадають
з нерiвностями роботи [1]. У бiльшостi практично важливих випадках, основний
ефект впливу рiдини на рух твердого тiла можна врахувати, розглядаючи тiльки
основний тон коливання рiдини (n = 1) [6]. Так, наприклад, в разi елiпсоїдаль-
ної порожнини з нескiнченного спектра власних значень λn на рух твердого тiла
впливає тiльки основна гармонiка λ1. Тому окремо розглянемо випадок n = 1. В
цьому випадку характеристичне рiвняння (6) буде кубiчним рiвнянням

a3λ
3 + (a2 + ib2)λ

2 + (a1 + ib1)λ+ a0 + ib0 = 0 (19)
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a3 = A− E1 = A∗ > 0, a2 = D1 > 0, b2 = (C −Aλ1 − 2A∗)ω,

a1 = [C −A∗ + (C − 2A)λ1]ω
2 − Γ, b1 = P − (1 + λ1)D1ω (20)

a0 = (P −D1ω)λ1ω, b0 =
[
Γ− (C −A)ω2

]
λ1ω

Умови асимптотичної стiйкостi рiвняння (19), тобто рiшення (3) (ω = P/D3),
визначаються нерiвностями

|∆1| = a2 = D1 > 0,

|∆3| =

∣∣∣∣∣∣
a3 −b2 −a1
0 a2 −b1
a2 −b1 −a0

∣∣∣∣∣∣ > 0, |∆5| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a3 −b2 −a1 b0 0
0 a3 −b2 −a1 b0
0 0 a2 −b1 a0
0 a2 −b1 −a0 0
a2 −b1 −a0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0. (21)

Пiдставивши (20) в (21), отримаємо

(λ1 − 1)Γ̃x3 +
[
Γ̃− C(λ1 − 1)P 2

]
x2 − (C +A∗ −Aλ1)P

2x+A∗P 2 < 0. (22)

[
Γ̃− λ1(λ1 − 1)E1P

2
]
x2 − (C − E1λ1)xP

2 +A∗P 2 < 0. (23)

Нерiвностi (22)–(23) не залежать вiд знака величини P i тому також є умовами
асимптотичної стiйкостi рiшення (4) (ω = −P/D3).

Слiд зазначити, що коефiцiєнти (19) можна отримати з (8), якщо в них покла-
сти E2 = 0, λ2 = 0 i вважати a3 = a4, a2 = a3, b2 = b3, a1 = a2, b1 = b2, a0 = a1,
b0 = b1. Нерiвностi (22)–(23) також слiдують з (11)–(12), якщо в останнiх покласти
E2 = 0, λ2 = 0.

Таким чином, при врахуваннi основного тону коливань рiдини (n = 1) кубiчна
i квадратна нерiвностi (22)–(23) є умовами асимптотичної стiйкостi.

У разi вiльного обертання дзиґи Лагранжа (Γ = 0) нерiвностi (22)–(23) при
P ̸= 0 приймуть вигляд{

E1λ1(λ1 − 1)x2 + (C − E1λ1)x−A∗ > 0,
C(λ1 − 1)x2 + (A∗ −Aλ1 + C)x−A∗ > 0.

(24)

I якщо при Γ ̸= 0 умови асимптотичної стiйкостi P ̸= 0 не залежали вiд знака
величини P , то при Γ = 0 цi умови вже не залежать вiд величини P (P ̸= 0) i
зводяться до двох квадратних нерiвностей (24) вiдносно змiнної x.

На прикладi елiпсоїдальної порожнини проведемо дослiдження системи нерiв-
ностей (24). Введемо безрозмiрнi змiннi

A = A0 +mL2 +
1

5
(1 + β2), C = C0 +

2

5
β, E1 =

4

5

β2

1 + β2
, λ1 =

2

1 + β2
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m = 4β/3, β = c/a, c i a – напiввiсi елiпсоїдальної порожнини (напiввiсь c на-
правлена по осi обертання). Розмiрнi величини моментiв iнерцiї A, C, E1 вiднесенi
до πρa5, а маса m – до πρa3.

На рис. 1–4 наведенi графiки границь областей стiйкостi (24) (залежностi x =
D1/D3 вiд β) для L = 0, a = 1, I = 1. Областi стiйкостi лежать вище даних кривих.
Значенням A0 = 0 i C0 = 0 (невагоме тверде тiло) на рис. 1,3 вiдповiдає нижнiй
графiк, а на рис. 2,4 — верхнiй. На рис. 1 i 3 C0 = 0, а A0 вiдповiдно дорiвнюють
0, 0.02, 0.04 i 0, 0.01, 0.01, а на рис. 2 i 4 A0 = 0, а C0 вiдповiдно дорiвнюють 0,
0.02, 0.04 i 0, 0.01, 0.01.

Рис. 1. Границя областей
стiйкостi для A0 = 0, 0.02, 0.04

при C0 = 0

Рис. 2. Границя областей
стiйкостi для C0 = 0, 0.02, 0.04

при A0 = 0

Рис. 3. Границя областей
стiйкостi для A0 = 0, 0.01, 0.01

при C0 = 0

Рис. 4. Границя областей
стiйкостi для C0 = 0, 0.01, 0.01

при A0 = 0

З наведених рисункiв випливає, що асимптотична стiйкiсть рiвномiрного обер-
тання буде тiльки в разi пiджатої елiпсоїдальної порожнини β < 1, а також те,
що зi збiльшенням екваторiального моменту iнерцiї твердого тiла область стiй-
костi зменшується, а зi збiльшенням осьового моменту iнерцiї твердого тiла вона
збiльшується.
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На пiдставi проведених аналiтичних i чисельних дослiджень можна зробити
наступнi висновки:

1. З урахуванням основного (n = 1) i додаткового (n = 1, 2) тонiв коливань iде-
альної рiдини асимптотична стiйкiсть рiвномiрного обертання пiд дiєю постiйного
i дисипативного моментiв дзиґи Лагранжа з довiльною осесиметричною порожни-
ною визначається трьома нерiвностями. При подальшому збiльшеннi числа тонiв
коливань рiдини число нерiвностей збiльшується на одиницю.

2. Для елiпсоїдальної порожнини асимптотична стiйкiсть рiвномiрного обер-
тання має мiсце тiльки для пiджатої елiпсоїдальної порожнини.

3. В середовищi з опором умови асимптотичної стiйкостi рiвномiрного обертан-
ня невiльної дзиґи Лагранжа з iдеальною рiдиною (Γ ̸= 0) при n = 1 визначаються
кубiчним i квадратним нерiвностями вiдносно x (x = D1/D3 > 0 i не залежать вiд
знака величини P , а для вiльної дзиґи Лагранжа (Γ = 0) цi умови визначаються
вже двома квадратними нерiвностями i не залежать вiд величини P (P ̸= 0).

4. При n = 1 показано, що зi збiльшенням екваторiального моменту iнерцiї
твердого тiла областi стiйкостi зменшуються, а зi збiльшенням осьового моменту
iнерцiї твердого тiла вони збiльшуються.
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Yu. M. Kononov, V. Yu. Vasylenko
On the Stability of the rotation under the action of constant momentum Lagrangian top
with perfect fluid in a resisting medium.

The rotation around a fixed point of a heavy dynamically symmetric solid body with an arbitrary
asymmetric cavity completely filled with an ideal in-compressible liquid is considered. The stability
of a uniform rotation of a Lagrang’ top with the ideal liquid in a resisting medium under condition
of a given constant moment is investigated. The equation of the perturbed motion of the Lagrang’
top with the ideal liquid is presented. It is proved the follow-ing: the asymptotic stability of uniform
rotation for an ellipsoidal cavity will be only for a compressed ellipsoidal cavity. It has been observed
that most practically important cases consider the main effect of the ideal liquid influence on the
motion of a solid can be researched by means of considering only the fundamental tone of the liquid
oscillation. Conditions of uniform rotation asymptotic stability in a resistive medium under the action
of the Lagrange top’ constant moment with an arbitrary axisymmetric cavity containing an ideal
liquid are obtained. Stability conditions are derived with provisions for the main and additional tones
of liquid oscillations. The heavy solid body with the fixed-point value is ex-posed to the action of a
constant moment in the inertial coordinate system. Analytic and numerical investigations of the main
and additional tones of liquid oscillations influence, over-turning, restoring, dissipative and constant
moments on the conditions of the asymptotic stability of the uniform rotation of the Lagrange top with
an ideal liquid are carried out. It is stated the following: cubic and square inequalities presented in the
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paper are conditions of asymptotic stability if the basic tone of liquid fluctuations will be mentioned.
Stability region numerical studies have been carried out on the example of an ellipsoidal cavity. It is
presented that increasing of the equatorial moment of inertia of the solid body de-creases its stability
region as well as the increasing of the solid body inertia axial moment in-creases the last one.

Keywords: asymptotic stability, constant moment, Lagrange top, ideal liquid, resistive medium.
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