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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДЛЯ РIВНЯННЯ
ФIЛЬТРАЦIЇ З ПАМ’ЯТТЮ

М. Капуто було запропоновано модифiкований закон Дарсi, в якому швидкiсть руху рiдини в
пористому середовищi залежить не тiльки вiд градiєнту тиску, але також вiд його дробової по-
хiдної. Дане явище пов’язане з тим, що в певних середовищах проникнiсть залежить вiд поперед-
нiх значень тиску в рiдинi. У данiй роботi розглянуто вiдповiдну задачу фiльтрацiї з памяттю.
Подiбнi задачi виникають також при моделюваннi руху узагальненної рiдини другого порядку.
За допомогою методу Галеркiна доведено iснування i єдинiсть узагальненного розв’язку першої
початково-крайової задачi. Також вивчено задачу оптимального керування, в якiй функцiонал
вартостi має класичний вигляд i складається iз суми квадратичної норми рiзницi мiж станом
керованої системи i заданим елементом та регуляризуючим iнтегралом Тихонова. Мета роботи
полягає в тому, щоби
(i) отримати умови iснування глобального мiнiмуму функцiонала вартостi,
(ii) отримати необхiднi i достатнi умови iснування єдиного мiнiмайзера,
(iii) скласти конструктивний алгоритм знаходження апроксимацiй оптимального керування.
MSC: 49K20.
Ключовi слова: оптимальне керування, похiдна Капуто, простори Соболева.

Вступ. Фiзична модель.
Класичний закон Дарсi має вигляд

−→v = −k
µ
∇p, (1)

де −→v – швидкiсть фiльтрацiї, k – коєфiцiєнт проникностi, µ – динамiчний коефi-
цiєнт в’язкостi рiдини, p – тиск. В роботах М. Капуто [7–9] запропоновано моделi, в
яких проникнiсть залежить вiд попереднiх за часом значень градiєнту тиску i по-
току. Це явище, яке математично представлено за допомогою формалiзму пам’ятi,
спостерiгається при видобутку нафти в геотермальних районах, а також в лабо-
раторних умовах.

Перейдемо до опису конкретної моделi [9]. Надалi, для скорочення запису, всi
фiзичнi константи дорiвнюють одиницi. Рiдину вважаємо однорiдною, тому рiв-
няння стану i модифiкований закон Дарсi запишемо у виглядi

ρ(x, t) = p(x, t), −→v (x, t) = −∇p(x, t)−Dσ
t ∇p(x, t),

де ρ -густина рiдини i

Dσ
t p(x, t) =

1

Γ(1− σ)

∫ t

0

pτ (x, τ)

(t− τ)σ
d τ (2)

142
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похiдна Капуто порядку σ ∈ (0, 1). Позначимо через q(x, t) масову швидкiсть пе-
ретiкання рiдини в одиницi об’єму породи. З урахуванням рiвняння нерозривностi

ρt + div(ρ−→v ) = q (3)

дiстаємо лiнеарiзовану модель

pt(x, t)− div(∇p(x, t))− div(Dσ
t ∇p(x, t)) = q(x, t). (4)

З цього приводу, див. також роботу [11] i монографiю [2, роздiл 1, §4].
Iз загальними положеннями теорiї диференцiальних i iнтегральних рiвнянь

дробового порядку можна ознайомитися за монографiями [10,13]. Питання розв’яз-
ностi крайових задач для для рiвнянь дробового порядку з частинними похiдними
вивчалося рiзними методами в роботах [1, 3–5, 17, 25]. Задачi оптимального керу-
вання для таких рiвнянь були предметом дослiджень у публiкацiях [12, 14, 18, 26].
Загальну теорiю оптимального керування системами викладено, наприклад, в мо-
нографiях [6, 22].

Структура статтi така. У першому роздiлi сформульовано задачу оптималь-
ного керування. Другiй роздiл мiстить вихiднi положення теорiї рiвнянь з по-
хiдними дробового порядку i основний результат даної роботи – Теорему 1. У
третьому роздiлi доведено iснування узагальненного роз’язку задачi (Pu). Четвер-
тий i п’ятий роздiли присвячено доведенню Теореми 1 – iснування розв’язку та
обґрунтування умови оптимальностi вiдповiдно. У шостому роздiлi показано, що
до задачi, що дослiджується, може бути застосовано результати робiт [23, 24], де
для розв’язання задачi оптимального керування було запропоновано використати
метод спряжених градiєнтiв i отримано деякi результати стосовно його збiжностi.

1. Формулювання задачi.
Нехай Q ⊆ RN , (N ≥ 1) – обмежена область з регулярною межею S. Позначимо

QT = Q× (0, T ), ST = S × (0, T ).
Основним об’єктом даної роботи виступає задача оптимального керування для

рiвняння (див. (3), (4))

yt(x, t)− div(∇y(x, t))− div(Dσ
t ∇y(x, t)) = u(x, t), (5)

за умов
y(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Q, (6)

y(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST . (7)

У подальшому будемо називати задачу (5)-(7) задачею (Pu).
Введемо функцiонал

J(u) =
1

2

∫
Q
|yu(x, t)− zd(x)|2 dx+

α

2

∫∫
QT

|u(x, t)|2 dt dx, (8)

де zd ∈ L2(Q) i α > 0 є заданими, а yu— узагальнений розв’язок задачи (Pu) (див.
пункт 2, Означення 1).
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Розглянемо задачу: знайти керування v ∈ L2(QT ) таке, що

J(v) = inf
u∈L2(QT )

J(u). (9)

2. Основнi позначення та факти.
Позначимо через

(u · v) =
∫
Q
u(x)v(x) dx, (u · v)T =

∫∫
QT

u(x, t)v(x, t) dtdx,

скалярнi добутку у просторах L2(Q) i L2(QT ) вiдповiдно, а згортку за часовою
змiнною через

(u ∗ v)(t) =
∫ t

0
u(t− s)v(s) ds.

Для будь-якого t > 0 позначимо

ωβ(t) =
tβ−1

Γ(α)
, β > 0, (10)

тодi означення похiдної Капуто (2) набуває вигляду

Dσ
t p(t) = (ω1−σ ∗ pt)(t). (11)

Лема 1. Для довiльної абсолютно неперервної функцiї ρ(t) маємо∫ t

0
dτ

∫ τ

0
ωβ(τ − s)ρs(s) ds =

∫ t

0
ωβ(τ − s)ρ(s) ds− ρ(0)ω1+β(t), (12)

ρ(t)Dσ
t ρ(t) ≥

1

2
Dσ

t ρ
2(t), (13)

(ωσ ∗Dσ
t ρ)(t) = ρ(t)− ρ(0). (14)

Доведення. Дiйсно∫ t

0
dτ

∫ τ

0
ωβ(τ − s)ρs(s) ds =

∫ t

0
ρs(s) ds

∫ t

s
ωβ(τ − s) dτ =

=

∫ t

0
ρs(s)ω1+β(t− s) ds = −ρ(0)ω1+ρ(t) +

∫ t

0
ωβ(t− s)ρ(s) ds.

Таким чином, має мiсце тотожнiсть (12). Нерiвнiсть (13) доведено в роботi [1].
Властивiсть (14) є результатом теореми 3.8 монографiї [10]. �

Також нам знадобиться нерiвнiсть∫ t

0
(ω1−β ∗ u)(τ)u(τ) dτ ≥ 0, β ∈ (0, 1), (15)
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справедлива для довiльної функцiї u ∈ L2(0, T ) i будь-якого t > 0 (див. [13, твер-
дження 16.3.1]).

Введемо лiву i праву похiднi Рiмана–Лiувiлля порядку σ ∈ (0, 1) (див. [15,
формули (2.1.8), (2.1.9)])

Dσ
t w(x, t) =

1

Γ(1− σ)

∂

∂t

∫ t

0

w(x, τ)

(t− τ)σ
d τ,

TDσ
t w(x, t) = − 1

Γ(1− σ)

∂

∂t

∫ T

t

w(x, τ)

(τ − t)σ
d τ. (16)

Зазначимо, що замiна змiнної t→ T − s переводить праву похiдну Рiмана–Лiу-
вiлля в лiву, тобто для довiльних w, w̄ таких, що w̄(x, s) = w(x, T − s), s ∈ (0, T )
маємо

TDσ
t w(x, t) = − 1

Γ(1− σ)

∂

∂t

∫ T−t

0

w(x, T − ρ)

(T − t− ρ)σ
d ρ

=
1

Γ(1− σ)

∂

∂s

∫ s

0

w̄(x, ρ)

(s− ρ)σ
d ρ = Dσ

s w̄(x, s). (17)

Для достатньо регулярних функцiй w(x, t), ŵ(x, t) за допомогою iнтегрування ча-
стинами отримаємо∫ T

0
Dσ

t w(x, t)ŵ(x, t)dt =
1

Γ(1− σ)

∫ T

0
ws(x, s)

∫ T

s

ŵ(x, t)

(t− s)σ
dt ds

=

{
w(x, s)

Γ(1− σ)

∫ T

s

ŵ(x, t)

(t− s)σ
dt

}∣∣∣∣∣
T

0

−
∫ T

0

w(x, t)

Γ(1− σ)

∂

∂s

∫ T

s

ŵ(x, t)

(t− s)σ
dt ds,

отже ∫ T

0
Dσ

t w(x, t)ŵ(x, t)dt =

∫ T

0
w(x, t) TDσ

t ŵ(x, t)dt, якщо w(x, 0) = 0. (18)

Через

∥v∥ =

(∫
Q
v2(x) dx

)1/2

, ∥v∥T =

(∫∫
QT

v2(x, t) dt dx

)1/2

позначимо норми в L2(Q) i L2(QT ) вiдповiдно. Також, для скорочення запису,
використовуємо наступнi позначення

∥v∥1 =

(
n∑

l=1

∫
Q
|vxi(x)|2 dx

)1/2

, ∥v∥1,T =

(
n∑

l=1

∫∫
QT

|vxi(x, t)|2 dt dx

)1/2

.

Введемо гiльбертови простори Соболева Hk(Q), (k = 1, 2) функцiй, якi мають
слабкi похiднi порядку k з L2(Q) (див. [20, роздiл I]). Замикання множини C∞

0 (Q)
за нормою простору H1(Q)

∥p∥H1(Q) =
(
∥p∥2 + ∥p∥21

)1/2
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позначимо через H1
0 (Q). Зазначимо, що, внаслiдок нерiвностi Пуанкаре, як норму

у просторi H1
0 (Q) можна взяти ∥ · ∥1. Крiм того, нам знадобиться простiр

W σ(0, T ) = {p ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Q)) : pt ∈ L2(QT ), D

σ
t p ∈ L2(0, T ;H

1
0 (Q))},

з нормою
∥p∥Wσ(0.T ) = sup

t∈(0,T )
∥p(·, t)∥1 + ∥pt∥T + ∥Dσ

t p∥1,T .

Зауваження 1. Зазначимо, що W σ(0, T ) ⊆ C([0, T ];L2(Q)) (див., наприклад,
[20, лема 7.3]) i

∥y∥C([0,T ];L2(Q)) ≤ C∥y∥1,T . (19)

Означення 1. Будемо називати функцiю y ∈ W σ(0, T ) узагальненним розв’яз-
ком задачi (Pu), якщо для довiльної функцiї ȳ ∈ L2(0, T ;H

1
0 (Q)) виконується варiа-

цiйне рiвняння

(yt · ȳ)T + (∇ y · ∇ȳ)T + ((Dσ
t ∇ y) · ∇ȳ)T = (u · ȳ)T

i вiдповiдна початкова умова y(x, 0) = ϕ(x).
Для того, щоб сформулювати необхiдну умову оптимальностi основної задачi

(9) розглянемо “спряжену задачу” до (Pu)

pt(x, t) + div(∇ p(x, t)) + div(TDσ
t ∇ p(x, t)) = 0, (x, t)QT ,

p(x, T ) = y(x, T )− zd(x), x ∈ Q, p(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST . (20)

Введемо простори

V (0, T ) = C([0, T ];L2(Q)) ∩ C([0, T );H2(Q) ∩H1
0 (Q) ∩ L2(0, T ;H

1(Q)),

Wσ(0, T ) = {p̄ ∈ L2(0, T ;H
1
0 (Q)) : p̄t ∈ L2(QT ), D

σ
t p̄ ∈ L2(0, T ;H

1
0 (Q)), p̄(x, 0) = 0}.

Означення 2. Будемо називати функцiю p(x, t) ∈ V (0, T ) узагальненним розв’яз-
ком задачi (20), якщо p ∈ V (0, T ), i для всiх p̄ ∈ W σ(0, T ) виконується варiацiйна
рiвнiсть

((y(·, T )− zd) · p̄(·, T ))− (p · p̄t)T − (∇ · ∇p̄)T + (∇p ·Dσ
t ∇p̄)T = 0. (21)

Враховуючi (17), до задачi (20) можна застосувати результати робiт [4, 5], де
розглядалася задача

pt(x, t)− div(∇ p(x, t))− div(Dσ
t ∇ p(x, t)) = f(x, t), (x, t)QT ,

p(x, 0) = ψ(x), x ∈ Q, p(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST . (22)

Зокрема, теорему iснування та єдиностi розв’язку задачi (20), в сенсi Означення 2
див. [5, Теорема 2.1]. Зазначимо, що при ψ = 0, f ∈ L2(QT ) розв’язок задачi (22)
є бiльш гладким у порiвняннi з випадком ψ ̸= 0, f = 0, а саме (див. [4, §5])

∥pt∥T + ∥∆p∥T + ∥Dσ
t ∆p∥T ≤ C∥f∥T .
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Основний результат даної роботи мiститься в наступнiй теоремi.
Теорема 1. Задача (9) має єдиний розв’язок – оптимальне керування v, яке

характеризується наступним чином

v(x, t) = − 1

α
p(x, t), (x, t) ∈ QT ,

де p – узагальнений розв’язок спряженої задачi (20).
3. Ров’язнiсть задачi (Pu).
Теорема 2. Нехай u ∈ L2(QT ), φ ∈ H1

0 (Q). Тодi задача (Pu) має єдиний уза-
гальнений розв’язок. До того ж справедлива оцiнка

∥y∥Wσ(0,T ) ≤ C (∥φ∥1 + ∥u∥T ) . (23)

Доведення. Нехай {λk, wk}∞k=1 система власних значень i функцiй оператора
Лапласа

−∆wk = λkwk, x ∈ Q,

wk(x) = 0, x ∈ S, (24)

причому

i) 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λm → ∞, якщо k → ∞;

ii) wk ∈ H2(Q) ∩H1
0 (Q) для всiх k ∈ N;

iii) послiдовнiсть {wk}∞k=1 утворює ортонормований базiс в L2(Q).

Зазначимо також, що

(∇wk · ∇wl) = −(wk ·∆wl) = λl(wk · wl) = λlδkl,

(∆wk ·∆wl) = λkλl(wk · wl) = λkλlδkl, (25)

де δkl – символ Кронекера, i, як наслiдок,

λk

∫
Q
w2
k(x) dx =

∫
Q
|∇wk|2 dx = ∥wk∥1, λ2k

∫
Q
w2
k(x) dx =

∫
Q
|∆wk|2 dx. (26)

Шукаємо розв’язок задачi (Pu) у виглядi

y(x, t) =

∞∑
k=1

(y(·, t), wk)wk(x).

Позначимо yk(t) = (y(·, t), wk), uk(t) = (u(·, t), wk), ϕk = (ϕ,wk). Iз (25), (26) бачи-
мо, зокрема, що

∥y(·, t)∥1 =
∞∑
k=1

λky
2
k(t). (27)
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Для невiдомих {yk(t)}∞k=1 одержимо систему

y′k(t) + λkyk(t) + λkD
σ
t yk(y) = uk(t), yk(0) = ϕk. (28)

Iз загальної теорiї (див, наприклад, [20, теорема 1.44]) випливає iснування абсолют-
но неперервного розв’язку задачi (28) в малому за часом. Рiвняння такого вигляду
дослiджувалося, наприклад, в роботах [3,17]. В [3], за допомогою перетворення Ла-
пласа в [3] було побудовано вiдповiднi функцiї Грiна та дослiджено їх властивостi.
Зокрема було доведено, що вони є абсолютно монотонними функцiями.

Помножимо кожне рiвняння (28) вiдповiдно на yk(t):

1

2

d

dt
y2k(t) + λky

2
k(t) + λkD

σ
t yk(t) · yk(t) = uk(t)yk(t), (29)

далi використаємо (13) i проiнтегруємо за змiнною t, тодi

y2k(τ)

2
+ λk

∫ τ

0
y2k(t) dt+

λk
2

∫ τ

0
Dσ

t (y
2
k(t)) dt ≤

ϕ2k
2

+

∫ τ

0
uk(t)yk(t) dt. (30)

Враховуючi (11), у третьому доданку в лiвiй частинi (30) можна використати рiв-
нiсть (12). Отже

y2k(τ)

2
+ λk

∫ τ

0
y2k(t) dt+

λk
2

∫ τ

0
ω1−σ(τ − t)y2k(t) dt

≤
ϕ2k
2

+
λk
2
ϕ2k +

∫ τ

0
uk(t)yk(t) dt. (31)

Далi ми помножимо (30) на w2
k(x). Iнтегрування за змiнною x та додавання за

iндексом k приводять до нерiвностi

∥y(·, τ)∥2 + c1∥y∥21,τ + c2(ω1−σ ∗ ∥y∥21)(τ) ≤ ∥ϕ∥2 + c3∥ϕ∥21 + c4∥u∥2τ . (32)

Якщо (28) помножити на y′k(t), тодi, iз урахуванням (15), (11), одержимо

|y′k(t)|2 +
λk
2

d

dt
[yk(t)]

2 ≤ |uk(t)||yk(t)|.

Знову помножимо на w2
k(x), проiнтегруємо за змiнними t, x. У пiдсумку маємо

∥yt∥2τ + c5∥y(·, τ)∥21 ≤ c6∥ϕ∥21 + c7∥u∥2τ . (33)

На наступному кроцi одержимо оцiнку ∥Dσ
t ∇y∥τ . Iз цiєю метою помножимо

(28) на Dσ
t yk, i, за допомогою (13), одержимо

Dσ
t (y

2
k)(t) + λkD

σ
t (y

2
k)(t) + 2λk|Dσ

t (yk)(t)|2 ≤ 2|uk(t)||Dσ
t (yk)(t)|.

Помножимо обидвi частини цiєї нерiвностi на ωσ(τ − t). Зазначимо, що

ωσ(τ − t) ≥ η∗ ≡
T σ−1

Γ(σ)
при 0 < t < τ ≤ T. (34)

148



Задача оптимального керування для рiвняння фiльтрацiї з пам’яттю

На пiдставi (34) i нерiвностi Кошi–Буняковського, бачимо, що

ωσ(τ − t)Dσ
t (y

2
k)(t) + λkωσ(τ − t)Dσ

t (y
2
k)(t) + 2λkη∗|Dσ

t (yk)(t)|2

≤ 1

ελk
|ωσ(τ − t)uk(t)|2 + ελk|Dσ

t (yk)(t)|.

Нехай ε = η∗. Пiсля iнтегрування одержаної нерiвностi за змiнною t iз застосуван-
ням спiввiдношення (14) до лiвої частини i теореми Янга до першого доданку в
правiй частинi, маємо

y2k(τ) + λky
2
k(τ) + λkη∗

∫ τ

0
|Dσ

t (yk)(t)|2 dt

≤ y2k(0) + λky
2
k(0) + c8

∫ τ

0
ωσ(t) dt

∫ τ

0
|uk(t)|2 dt.

Повторюючи наведенi вище мiркування, маємо

∥y(·, τ)∥2 + ∥y(·, τ)∥21 + η∗∥Dσ
t ∇y∥2τ ≤ ∥ϕ∥2 + ∥ϕ∥21 + c9∥u∥2τ . (35)

З оцiнок (32), (33), (35) випливає

sup
t∈(0,T )

∥y(·, t)∥+ sup
t∈(0,T )

∥y(·, t)∥1 + ∥yt∥T + ∥Dσ
t ∇y∥T ≤ C (∥ϕ∥+ ∥ϕ∥1 + ∥u∥T ) . (36)

Єдинiсть розв’язку задачi (Pu) можна встановити за допомогою нерiвностi
(13). �

4. Iснування розвязку задачi оптимального керування.
З теореми 1.2 роздiлу 3 та леми 2.2 роздiлу 4 монографiї [6] випливає, що для

доведення Теореми необхiдно переконатися у правильностi таких тверджень

1) якщо ∥u∥T → ∞, тодi J(u) → +∞;

2) функцiонал J(u) є строго опуклим;

3) функцiонал J(u) є слабко напiвперервним знизу.

Властивiсть 1) випливає безпосередньо з вигляду функцiоналу J(u).
Для того, щоб переконатися у правильностi 2), достатньо помiтити, що для

довiльних γ ∈ (0, 1), u1, u2 ∈ L2(QT ), для вiдповiдних розв’язкiв задач (P )u1 ,(P )u2 ,
(P )γu1+(1−γ)u2

, маємо yγu1+(1−γ)u2
= γyu1+(1−γ)yu2 , а потiм скористатися строгою

опуклiстю квадратичної функцiї.
Остання властивiсть 3) є наслiдком неперервностi i опуклостi функцiонала J

(див. теорему 2.12 монографiї [22]).
5. Умова оптимальностi першого порядку.
Спочатку виконаємо деякi формальнi обчислення. Нехай u, ū ∈ L2(QT ). По-

значимо
wu⟨ū⟩ (x, t) =

1

λ
(yu+λū(x, t)− yu(x, t)), λ ̸= 0.
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Функцiя wu⟨ū⟩ є, очевидно, розв’язком задачi

wt(x, t)− div(∇w(x, t))− div(Dσ
t ∇w(x, t)) = ū(x, t),

w(x, 0) = 0, x ∈ Q, w(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST . (37)

Для вiдповiдних значень функцiоналу J маємо

1

λ
(J(u+ λū)− J(u)) =

∫
Q
wu⟨ū⟩

(
yu+λū(x, T ) + yu(x, T )

2
− zd(x)

)
dx

+α

∫∫
QT

(
u(x, t) +

λ

2
ū(x, t)

)
ū(x, t) dtdx. (38)

Позначимо через δJu⟨ū⟩ похiдну Гато функцiоналу J в точцi u в напрямку ū.
Внаслiдок оцiнок (19), (36) фiнальне значення yu(x, T ) розв’язку задачi (Pu) непе-
рервно в L2(Q) залежить вiд u ∈ L2(QT ), тому

δJu⟨ū⟩ =
∫
Q
wu⟨ū⟩(x, T )(yu(x, T )− zd(x)) dx+ α

∫∫
QT

u(x, t)ū(x, t) dtdx. (39)

Якщо v ∈ L2(QT ) є точкою мiнiмуму функцiоналу J , тодi для довiльних функцiй
ū ∈ L2(QT ) i λ > 0 виконується нерiвнiсть

1

λ
(J(v + λū)− J(v)) ≥ 0.

При λ → 0 бачимо, що δJv⟨ū⟩ ≥ 0, i, так само, δJv⟨−ū⟩ ≥ 0, тобто якщо v є
мiнiмайзером J , тодi для всiх ū ∈ L2(QT ) маємо δJv⟨ū⟩ = 0. З урахуванням (39),
остання умова набуває вигляду

δJv⟨ū⟩ =
∫
Q
wv⟨ū⟩(x, T )(yv(x, T )− zd(x)) dx+ α

∫∫
QT

v(x, t)ū(x, t) dtdx = 0. (40)

Зауваження 2. Зазначимо, що необхiдна умова оптимальностi (40) є i достат-
ньою, внаслiдок опуклостi функцiоналу J . Дiйсно, для довiльних v, v̄ ∈ L2(QT ),
λ ∈ (0, 1) маємо

J((1− λ)v + λv̄) ≤ (1− λ)J(v) + λJ(v̄),

1

λ
(J(v + λ(v̄ − v)− J(v))) ≤ J(v̄)− J(v). (41)

Отже, якщо δvJ⟨ū⟩ = 0 для всiх ū ∈ L2(QT ), тодi, очевидно, δvJ⟨v̄ − v⟩ = 0 для
всiх v̄ ∈ L2(QT ). При λ → 0 в нерiвностi (41) маємо J(v̄) − J(v) ≥ 0 = δvJ⟨v̄ −
v⟩. Таким чином, функцiя v, яка задовольняє необхiдну умову оптимальностi, є
точкою мiнiмуму функцiоналу J .
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Для довiльного p ∈ L2(0, T ;H
1
0 (Q)) одержимо∫∫

QT

ū(x, t)p(x, t) dtdx =

∫∫
QT

∂wv⟨ū⟩
∂t

(x, t)p(x, t) dxdt

+

∫∫
QT

(∇wv⟨ū⟩(x, t) · ∇p(x, t) + (Dσ
t ∇wv⟨ū⟩(x, t)) · ∇p(x, t)) dtdx.

Якщо p є розв’язком задачi (20), тодi∫∫
QT

ū(x, t)p(x, t) dtdx =

∫
Q
wu⟨ū⟩(x, T )(yu(x, T )− zd(x)) dx. (42)

Отже з (39), (42) випливає, що для всiх ū ∈ L2(QT )∫∫
QT

(p(x, t) + αv(x, t))ū(x, t) dtdx = 0. (43)

Це означає, що

v(x, t) = − 1

α
p(x, t) майже всюди в QT . (44)

Пiдсумовуючи наведенi вище мiркування, робимо висновок, що для того, щоб
функцiя v ∈ L2(QT ) була розв’язком задачи оптимального керування необхiдно i
достатньо виконання (44) та наступних умов

(yt · ȳ)T + (∇ y · ∇ȳ)T + ((Dσ
t ∇ y) · ∇ȳ)T = − 1

α
(p · ȳ)T , y(x, 0) = ϕ(x), (45)

((y(·, T )− zd) · p̄(·, T ))− (p · p̄t)T − (∇p · ∇p̄)T + (∇p ·Dσ
t ∇p̄)T = 0, (46)

де ȳ ∈ L2(0, T ;H
1
0 (Q)), p̄ ∈ Wσ(0, T ).

6. Метод спряжених градiєнтiв.
Надалi використовуємо методи роботи [23].
По-перше, для довiльного ĥ ∈ L2(Q) розглянемо допомiжну систему

(ŷt · ȳ)T + (∇ ŷ · ∇ȳ)T + ((Dσ
t ∇ ŷ) · ∇ȳ)T =

1

α
(p̂ · ȳ)T , ŷ(x, 0) = 0, (47)

(ĥ · p̄(·, T ))− (p̂ · p̄t)T − (∇p̂ · ∇p̄)T + (∇p̂ ·Dσ
t ∇p̄)T = 0, (48)

де ȳ ∈ L2(0, T ;H
1
0 (Q)), p̄ ∈ Wσ(0, T ).

З Теорем 1, 2 випливає, що (47) має єдиний розв’язок ŷ ∈W σ(0, T ), p̂ ∈ V (0, T ).
Таким чином, визначено оператор R : h → ŷ(·, T ), що неперервно дiє з L2(Q) в
L2(Q). Треба довести, що ŷ ∈ C([0, T ];H1

0 (Q)).
Лема 2. Нехай q ∈ L2(0, T ;H

1(Q)) i r – узагальнений розв’язок задачi

rt(x, t)− div(∇r(x, t))− div(Dσ∇r(x, t)) = q(x, t), (x, t) ∈ QT ,

r(x, 0) = 0, x ∈ Q, r(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST , (49)
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тодi r ∈ C((0, T ];H1(Q)).
Доведення. Знову шукаємо розв’язок r у виглядi r(x, t) =

∑∞
k=1 rk(t)wk(x). Для

знаходження rk отримаємо систему

r′k(t) + λkrk(t) + λkD
σ
t rk(t) = qk(t), rk(0) = 0.

За допомогою перетворення Лапласу

r̃k(s) =

∫ ∞

0
exp(−st)rk(t)dt

спочатку виводимо, що

r̃k(s) = Ũk(s)q̃k(s), Ũk(s) =
1

s+ λk + λksσ
,

а потiм
rk(t) = (Uk ∗ qk)(t). (50)

Властивостi функцiй Uk дослiджувалися в роботi [5] (див. Теорему 2.2 вказаної
роботи), де доведено, що справедливi наступнi оцiнки

0 < Uk(t) ≤ 1, t ≥ 0, (51)

i тому

λk|r2k(t)| ≤ λk

∫ t

0
U2
k (τ)dτ

∫ t

0
q2k(τ)dτ ≤ T

∫ t

0
λkq

2
k(τ)dτ. (52)

Очевидно, що rk(t)wk(x) ∈ C([0, T ];H1
0 (Q)) для всiх натуральних k. З оцiнки (52)

бачимо, що ряд
∑∞

k=1 rk(t)wk(x) збiгається в H1
0 (Q) рiвномiрно по t на вiдрiзку

[0, T ], якщо q ∈ L2(0, T ;H
1(Q)). З теореми про неперервнiсть ряду, що рiвномiрно

збiгається, випливає, що r ∈ C([0, T ];H1
0 (Q)). Лему доведено. �

Бiльше того, оператор R є позитивним i самоспряженим, тобто

(Rĥ · h′) = (Rh′ · ĥ) для довiльних h′, ĥ ∈ L2(Q), (53)

(Rĥ · ĥ) ≥ 0 для всiх ĥ ∈ L2(Q). (54)

Насправдi, нехай h′, ĥ вiдповiдають розв’язки системи (47)позначенi через (u′, p′)
та (û, p̂), тодi

(ŷt · p′)T + (∇ ŷ · ∇p′)T + ((Dσ
t ∇ ŷ) · ∇p′)T =

1

α
(p̂ · p′)T ,

(h′ · ŷ(·, T ))− (p′ · ŷt)T − (∇p′ · ∇ŷ)T − (∇p′ ·Dσ
t ∇ŷ)T = 0. (55)

Якщо до першого рiвняння додати друге, отримаємо

(h′ · ŷ(·, T )) = 1

α
(p̂ · p′)T , де за означенням ŷ(·, T ) = Rĥ. (56)
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За аналогiєю маємо

(ĥ · y′(·, T )) = 1

α
(p̂ · p′)T , де за означенням y′(·, T ) = Rh′. (57)

Властивостi (53), (54) випливають безпосередньо з (56), (57).
На другому кроцi ми переформулюємо спiввiдношення (45) в термiнах опера-

тора R.
Нехай пара функцiй (y, p) є розв’язком системи. Позначимо h∗ = p(·, T ). Пред-

ставимо y у виглядi y(x, t) = η(x, t)− y∗(x, t), де функцiя η знаходиться iз розв’я-
зання наступної задачi наступних задач

(ηt · ȳ)T + (∇ η · ∇ȳ)T + ((Dσ
t ∇ y) · ∇ȳ)T = 0, η(x, 0) = ϕ(x),

а для знаходження y∗ розглядається система типу (47)

(y∗t · ȳ)T + (∇ y∗ · ∇ȳ)T + ((Dσ
t ∇ y∗) · ∇ȳ)T =

1

α
(p∗ · ȳ)T , y∗(x, 0) = 0, (58)

(h∗ · p̄(·, T ))− (p∗ · p̄t)T − (∇p∗ · ∇p̄)T + (∇p∗ ·Dσ
t ∇p̄)T = 0, (59)

де ȳ ∈ L2(0, T ;H
1
0 (Q)), p̄ ∈ Wσ(0, T ). З отриманих спiввiдношень бачимо, що з

одного боку
u(x, T )− zd(x) = p(x, T ) ≡ h∗(x)

i з iншого
u(x, T ) = η(x, T )− u∗(x, T ) ≡ η(x, T )−Rh∗(x).

Таким чином
h∗(x) + zd(x) = η(x, T )−Rh∗(x). (60)

Якщо ж позначити f(x) = η(x, T ) − zd(x), тодi (60) (а значить i систему (47))
можна записати у виглядi операторного рiвняння

(I +R)h∗ = f. (61)

Наслiдуючи роботу [23], використаємо метод спряжених градiєнтiв до рiвняння
(61). Позначимо

en = h∗ − hn, rn = (I +R)en = f − (I +R)hn,

hn+1 = hn + αnsn, αn = ∥hn∥2/(hn, (I +R)sn), (62)
sn+1 = rn+1 + βnsn, s0 = r0, βn = ∥rn+1∥2/∥rn∥2.

Безпосередньо з Теореми 4.1 роботи [23] випливає (суперлiнiйна) оцiнка збiж-
ностi iтерацiйного процесу (62):

∥en∥ ≤ (cn)
n∥e0∥, (63)

де послiдовнiсть {cn}∞n=1 така, що lim
n→∞

cn = 0.
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M.V. Krasnoshchok
Optimal control problem for an equation of filtration with memory.

Fractional diffusion models are generalization to the diffusion models with integer derivatives. There
has been great interest in the study of this models because of their appearance in modeling various
applications in the physical sciences, medicine and biology. We consider a filtration model with
nonclassical Darcy’s constitutive equation. Resulting equation states that the flux of fluid is proportional
to not only gradient pressure but it’s Riemann–Liouville fractional derivative also. This model was
proposed by M. Caputo and allows the permeability varies with time depending on the previous
pressure gradient. These phenomena, which we will represent mathematically with memory formalisms,
have often been observed qualitatively in oil extraction, in geothermal areas and in the laboratory
Similar problems arises in the study of flow of generalized second grade fluid. Existence results of
initial and boundary value problems for partial fractional differential equations have been studied
by E. Bazhlekova, K. Diethelm, J. Janno, A.N. Kochubei, G.P. Lopushans’ka, R. Zacher and others.
Fractional optimal control problems have attracted for example R.Dorville, G.M. Mophou, V.S. Valmo-
rin, Y. Zhou, L. Peng and many techniques have been developed for solving such problems. We
consider the problem of minimization of the standard cost functional J(u) which is determined in the
terms of generalized solution of initial-boundary problem of time-fractional differential equation under
considerations. We consider a control via right hand term u and an observation on the whole domain
in L2 norm with a Tikhonov regularizer term. First we introduce functional spaces and establish some
auxiliary properties of fractional integrals and fractional derivatives. Second we prove an existence and
uniqueness result for the state problem. We remind that we deals with an equation of filtration with
memory. Our objectives are: a) to prove that there exists a minimizer u of the cost functional J ; b) to
obtain necessary and sufficient conditions for u to be an extremum; c) to obtain constructive algorithm
amenable to computations for approximations of the optimal control. An unique solvability of state and
conjugate problem is established by the help of Galerkin method and corresponding a priori estimates.
Then we prove that the cost functional is coercive, convex and weakly lower semicontinuous. We show
the existence of the optimal solution by proving the existence of the weakly convergent minimization
sequence satisfying the state equation. The uniqueness follows directly from the strong convexity of
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the cost functional. This gives us the item a). The item b) is obtained from the first order optimality
condition. We justify also the conjugated gradient method to search the optimal control function. On
this way we use some results of R. Winther, which allows us to use the conjugate gradient method in
our situation and prove its superlinear convergence.

Keywords: optimal control, Caputo derivative, Sobolev spaces.
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