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ПРО ПОВЕДIНКУ ОБЕРНЕНИХ ГОМЕОМОРФIЗМIВ
В ТЕРМIНАХ ПРОСТИХ КIНЦIВ

В данiй роботi доведено результати стосовно неперервного межового продовження одного класу
вiдображень в термiнах так званих простих кiнцiв. Як вiдомо, навiть конформнi вiдображення
не мають неперервного евклiдового продовження на межу довiльної однозв’язної областi, проте,
простi кiнцi в сенсi Каратеодорi є одним з можливих пiдходiв при розглядi даного питання.
Аналогiчна ситуацiя i з вiдображеннями бiльш загальної природи, що вивчаються в текстi даної
статтi. Тут розглянуто клас гомеоморфiзмiв областей евклiдового простору, оберненi до яких
спотворюють модуль сiмей кривих по типу нерiвностi Полецького з iнтегровною мажорантою.
Для областей, що не є локально зв’язними на своїх межах, отримано теореми про одностайну
неперервнiсть вказаних класiв в замиканнi областi, яке слiд розумiти в термiнах простих кiнцiв.
MSC: 30C65, 30D40, 31A15.
Ключовi слова: квазiконформнi вiдображення, модулi сiмей кривих.

1. Вступ.
У нещодавнiх роботах [1–2] отриманi результати, що стосуються межової по-

ведiнки класiв Орлiча–Соболєва i гомеоморфiзмiв, визначених шляхом спотворен-
ня модуля сiмей кривих (поверхонь). Тут розглядалася ситуацiя, коли вiдображен-
ня визначенi в областях зi складною межею. Серед iншого, у вказаних роботах
було встановлено можливiсть неперервного продовження вiдповiдних обернених
вiдображень в межовi точки, якщо мажоранта, що вiдповiдає за оцiнки модуля,
iнтегровна (див. [1, теорема 6.1], [2, теорема 1]). Пiд «межовими точками» слiд
розумiти простi кiнцi, оскiльки в областях складної структури навiть конформнi
вiдображення можуть виявитись розривними на межi в звичайному сенсi. У цiй
статтi ми покажемо, що вказаний клас обернених гомеоморфiзмiв є одностайно
неперервним в замиканнi заданої областi, яке визначається додаванням до неї усiх
її простих кiнцiв. Зауважимо, що в [3] були опублiкованi деякi частиннi випадки
наведених нижче тверджень, проте, в данiй роботi ми розглядаємо значно бiльш
загальний випадок. Означення i позначення, що присутнi далi, але не наведенi в
текстi, можна знайти, напр., в монографiї [4].

Нагадаємо деякi означення (див., напр., [2]). Нехай ω – вiдкрита множина в
Rk, k = 1, . . . , n− 1. Неперервне вiдображення σ : ω → Rn називається k-вимiрною
поверхнею в Rn. Поверхнею будемо називати довiльну (n−1)-вимiрну поверхню σ в
Rn. Поверхня σ називається жордановою поверхнею, якщо σ(x) ̸= σ(y) при x ̸= y.
Далi ми iнодi будемо використовувати σ для позначення всього образу σ(ω) ⊂ Rn

при вiдображеннi σ, σ замiсть σ(ω) в Rn i ∂σ замiсть σ(ω) \ σ(ω). Жорданова
поверхня σ : ω → D в областi D називається розрiзом областi D, якщо σ роздiляє
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Мал. 1. Простий кiнець в областi

D, тобто D \ σ має бiльше однiєї компоненти, ∂σ ∩D = ∅ i ∂σ ∩ ∂D ̸= ∅.
Послiдовнiсть σ1, σ2, . . . , σm, . . . розрiзiв областi D називається ланцюгом, як-

що:
(i) множина σm+1 мiститься в точностi в однiй компонентi dm множини D \σm,

при цьому, σm−1 ⊂ D \ (σm ∪ dm); (ii)
∞∩

m=1
dm = ∅.

Два ланцюги розрiзiв {σm} i {σ ′
k} називаються еквiвалентними, якщо для кож-

ного m = 1, 2, . . . область dm мiстить всi областi d ′
k за виключенням скiнченної

кiлькостi, i для кожного k = 1, 2, . . . область d ′
k також мiстить всi областi dm за

виключенням скiнченної кiлькостi.
Кiнець областi D – це клас еквiвалентних ланцюгiв розрiзiв областi D. Нехай K

– кiнець областi D в Rn, тодi множина I(K) =
∞∩

m=1
dm називається тiлом кiнця K.

Скрiзь далi, як зазвичай, Γ(E,F,D) позначає сiм’ю всiх таких кривих γ : [a, b] → D,
що γ(a) ∈ E i γ(b) ∈ F, крiм того, M(Γ) позначає модуль сiм’ї кривих Γ в Rn, а
запис ρ ∈ admΓ означає, що функцiя ρ борелева, невiд’ємна i має довжину, не
меншу нiж одиницю, в метрицi ρ (див. [5–7]). Слiдуючи [5], будемо говорити, що
кiнець K є простим кiнцем, якщо K мiстить ланцюг розрiзiв {σm}, такий, що
M(Γ(σm, σm+1, D)) < ∞ при всiх m ∈ N i lim

m→∞
M(Γ(C, σm, D)) = 0 для деякого

континууму C в D (див. малюнок 1). Далi використовуються наступнi позначення:
множина простих кiнцiв, що вiдповiдають областi D, позначається символом ED,
а поповнення областi D її простими кiнцями позначається DP .

Будемо говорити, що межа областi D в Rn є локально квазiконформною, якщо
кожна точка x0 ∈ ∂D має окiл U в Rn, який може бути вiдображений квазiкон-
формним вiдображенням φ на одиничну кулю Bn ⊂ Rn так, що φ(∂D ∩ U) є пере-
тином Bn з координатною гiперплощиною. Розглянемо також наступне означення
(див. [2]). Для множин E ⊂ Rn i A,B ⊂ Rn покладемо

d(E) := sup
x,y∈E

|x− y| , d(A,B) := inf
x∈A,y∈B

|x− y| .
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Будемо називати ланцюг розрiзiв {σm} регулярним, якщо σm∩σm+1 = ∅ при кож-
ному m ∈ N i, крiм того, d(σm) → 0 при m → ∞. Якщо кiнець K мiстить принаймнi
один регулярний ланцюг, то K будемо називати регулярним. Говоримо, що обме-
жена область D в Rn регулярна, якщо D може бути квазiконформно вiдображена
на область з локально квазiконформною межею, замикання якої є компактом в
Rn. Зауважимо, що у просторi Rn кожний простий кiнець регулярної областi мi-
стить ланцюг розрiзiв з властивiстю d(σm) → 0 при m → ∞, i навпаки, якщо у
кiнця є вказана властивiсть, то вiн – простий (див. [5, теорема 5.1]). Крiм того,
замикання DP регулярної областi D є метризовним, при цьому, якщо g : D0 → D
– квазiконформне вiдображення областi D0 з локально квазiконформною межею
на область D, то для x, y ∈ DP покладемо:

ρ(x, y) := |g−1(x)− g−1(y)| , (1)

де для x ∈ ED елемент g−1(x) розумiється як деяка (єдина) точка межi D0, ко-
ректно визначена з огляду на [5, теорема 4.1]. Зокрема, будемо говорити, що послi-
довнiсть xm ∈ D, m = 1, 2, . . . , збiгається до простого кiнця P ∈ ED при m → ∞,
якщо для будь-якого натурального k ∈ N всi елементи послiдовностi xm, крiм скiн-
ченної кiлькостi, належать областi dk (де dk, k = 1, 2, . . . – послiдовнiсть вкладених
областей з означення простого кiнця P ). Якщо f – гомеоморфiзм областi D на D ′,
то не важко переконатись, що мiж кiнцями областей D i D ′ = f(D) є взаємно
однозначна вiдповiднiсть (див. малюнок 2).
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Мал. 2. Вiдповiднiсть простих кiнцiв при вiдображеннi

Вiдображення f : D → Rn будемо називати Q-вiдображенням, якщо f задо-
вольняє спiввiдношення

M(f(Γ)) 6
∫
D

Q(x) · ρn(x) dm(x) (2)
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для будь-якої сiм’ї кривих Γ в областi D i кожної допустимої функцiї ρ ∈ admΓ.

Нехай (X, d) i (X ′, d ′) – метричнi простори з метриками d i d ′, вiдповiдно. Сiм’я
F вiдображень f : X → X ′ називається одностайно неперервною в точцi x0 ∈ X,
якщо для будь-якого ε > 0 знайдеться δ > 0, таке, що d ′ (f(x), f(x0)) < ε для
всiх f ∈ F i для всiх x ∈ X таких, що d(x, x0) < δ. Кажуть, що F одностайно
неперервна, якщо F є одностайно неперервною в кожнiй точцi з x0 ∈ X. Скрiзь
далi, якщо не сказано протилежне, d – одна з метрик в DP , згаданих вище, а d ′ –
одна з метрик в D ′

P .

Для числа δ > 0, областей D,D ′ ⊂ Rn, n > 2, континууму A ⊂ D i довiльної
вимiрної за Лебегом функцiї Q : Rn → [1,∞], Q(x) ≡ 0 при x ̸∈ D, позначимо
через Sδ,A,Q(D,D ′) сiм’ю всiх вiдображень h : D ′ → D таких, що f = h−1 –
гомеоморфiзм областi D на D ′ з умовою (2), при цьому, d(f(A)) > δ. Виконується
наступне твердження.

Теорема 1.1. Нехай областi D i D ′ ⊂ Rn, n > 2, регулярнi i будь-яка компо-
нента зв’язностi ∂D ′ є невиродженим континуумом. Якщо Q ∈ L1(D), то кож-
не вiдображення h ∈Sδ,A,Q(D,D′) продовжується за неперервнiстю до вiдобра-
ження h : D′

P → DP , h|D ′ = h, при цьому, h(D ′
P ) = DP i сiм’я Sδ,A,Q(DP ,D ′

P ),
що складається iз всiх продовжених вiдображень h : D ′

P → DP , є одностайно
неперервною в D ′

P .

2. Допомiжнi твердження.
Нехай I – вiдкритий, замкнений, або напiввiдкритий iнтервал в R. Як зазвичай,

для кривої γ : I → Rn покладемо:

|γ| = {x ∈ Rn : ∃ t ∈ [a, b] : γ(t) = x} ,

при цьому, |γ| називається носiєм (образом) γ. Будемо говорити, що крива γ ле-
жить в областi D, якщо |γ| ⊂ D, крiм того, будемо говорити, що кривi γ1 i γ2 не
перетинаються, якщо не перетинаються їх носiї.

За означенням, простому кiнцю P ∈ ED вiдповiдає послiдовнiсть вкладених
одна в одну областей dm, m > 1, при цьому, якщо P ∈ D, то будемо вважати, що
P вiдповiдає послiдовнiсть куль B(P, rm) з радiусами rm → 0, m → ∞, rm > 0,
що лежать в областi D разом iз своїм замиканням. (Взагалi кажучи, така послi-
довнiсть куль не вiдповiдає деякому простому кiнцю в тому сенсi слова, що ми
використовуємо).

Наступне твердження було встановлене в статтi [6, пропозицiя 1].

Пропозицiя 2.1. Нехай D – область в Rn, n > 2, локально зв’язна на своїй
межi. Тодi будь-якi двi пари точок a ∈ D, b ∈ D, i c ∈ D, d ∈ D можна з’єднати
непересiчними кривими γ1 : [0, 1] → D i γ2 : [0, 1] → D, такими, що γi(t) ∈ D при
всiх t ∈ (0, 1), i = 1, 2, γ1(0) = a, γ1(1) = b, γ2(0) = c, γ2(1) = d.

Межа областi D називається слабко плоскою в точцi x0 ∈ ∂D, якщо для кож-
ного P > 0 i для будь-якого околу U точки x0 знайдеться окiл V ⊂ U цiєї ж
точки такий, що M(Γ(E,F,D)) > P для довiльних континуумiв E,F ⊂ D, що
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перетинають ∂U i ∂V. Межа областi D називається слабко плоскою, якщо вiд-
повiдна властивiсть виконується в кожнiй точцi межi D. Доведення наступного
твердження дослiвно повторює доведення [7, теорема 17.10], i тому не наводиться.

Пропозицiя 2.2. Нехай D ⊂ Rn – область з локально квазiконформною межею,
тодi межа цiєї областi є слабко плоскою. Крiм того, окiл U в означеннi локально
квазiконформної межi може бути взятий як завгодно малим, при цьому, в озна-
ченнi можна вважати φ(x0) = 0.

Наступне твердження вказує на можливiсть «зручного» з’єднання кривими
точок регулярної областi.

Лема 2.1. Нехай область D ⊂ Rn, n > 2, регулярна, i нехай послiдовностi
xm, ym ∈ D, m = 1, 2, . . . , збiгаються при m → ∞ до рiзних елементiв P1, P2 ∈
DP . Припустимо, що dm, gm, m = 1, 2, . . . , – послiдовностi спадних областей,
що вiдповiдають P1 i P2, d1 ∩ g1 = ∅ i x0, y0 ∈ D \ (d1 ∪ g1). Тодi iснують k0 i
M0 ∈ N, такi що при всiх m > M0 виконується наступна умова: знайдуться
непересiчнi кривi γi,m : [0, 1] → D, i = 1, 2, γ1,m(0) = x0, γ1,m(1) = xm, γ2,m(0) = y0,
γ2,m(1) = ym, такi що |γ1,m| ∩ gk0 = ∅ = |γ2,m| ∩ dk0 (див. малюнок 3).
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Мал. 3. До твердження леми 2.1

Доведення. Оскiльки за умовою D – регулярна область, вона може бути вiдо-
бражена на деяку область D0 з локально квазiконформною межею за допомогою
(деякого) квазiконформного вiдображення h : D → D0. Зауважимо, що область D0

локально зв’язна на своїй межi, що випливає безпосередньо з означення локальної
квазiконформностi. Крiм того, якщо P1 i P2 – рiзнi простi кiнцi в D, то h(P1) i
h(P2) – простi кiнцi в D0, при цьому, тiлами цих кiнцiв I(h(P1)) i I(h(P2)) є деякi
рiзнi точки a i b межi D0 (див. [5, теорема 4.1]). Якщо ж P1 (або P2) – внутрiшнi
точки D, то h(P1) (або h(P2)) – внутрiшнi точки областi D0, якi позначимо через a
i b, вiдповiдно. Оскiльки за умовою x0, y0 ∈ D\ (d1∪g1), то, зокрема, P1 ̸= x0 ̸= P2,
P1 ̸= y0 ̸= P2. Звiдси випливає, що a, b, h(x0), h(y0) – чотири рiзнi точки в D0, iз
яких не менше двох є внутрiшнiми вiдносно D0. Див. iлюстрацiю до проведених
тут мiркувань на малюнку 4. За твердженням 2.1 можна з’єднати точки a i h(x0)
i точки b i h(y0) непересiчними кривими α : [0, 1] → D0 i β : [0, 1] → D0 так, що

192



Про поведiнку обернених гомеоморфiзмiв в термiнах простих кiнцiв

y
0

x
0

D

1,m

2,m

x
1

x
2 d

1

d
2

dk
0x

m

y
1

y
2y

mg
k

0

g
1

g
2

n

0

1

1/2
k

h

h
-1

1,m
*

h(y )
0

D
0

a

b

V

h(y )
m

h( )g
k

0

h(d )k
0

U

2,m

2,m
*

h(x )
0

U
0

h(x )
m

Us
0

Мал. 4. До доведення леми 2.1

|α| ∩ |β| = ∅, α(t), β(t) ∈ D при всiх t ∈ (0, 1), α(0) = h(x0), α(1) = a, β(0) = h(y0) i
β(1) = b. Так як Rn є нормальним топологiчним простором, образи |α| i |β| кривих
α i β мають непересiчнi вiдкритi околи

U ⊃ |α|, V ⊃ |β| . (3)

Можливi два випадки: або h(P1) – простий кiнець в ED0 , або точка в D0. Нехай
h(P1) – простий кiнець в ED0 . Оскiльки I(h(P1)) = a, то знайдеться номер k1 ∈ N
такий, що h(dk) ⊂ U при k > k1. Якщо ж h(P1) – точка областi D, то також
знайдеться номер k1 ∈ N такий, що h(dk) ⊂ U при всiх k > k1, де dk := B(P1, rk),
rk → 0, k → ∞, rk > 0. В обох випадках h(dk) ⊂ U при k > k1. Аналогiчно,
знайдеться номер k2 ∈ N такий, що h(gk) ⊂ V при всiх k > k2. Тодi при k0 :=
max{k1, k2} маємо:

h(dk) ⊂ U , h(gk) ⊂ V , U ∩ V = ∅ , k > k0 . (4)

Оскiльки послiдовнiсть xm збiгається до P1, то послiдовнiсть h(xm) збiгається
до a, отже, знайдеться номер m1 ∈ N такий, що h(xm) ∈ h(dk0), m > m1. Ана-
логiчно, оскiльки послiдовнiсть ym збiгається до кiнця P2, то послiдовнiсть h(ym)
збiгається до b, отже, знайдеться номер m2 ∈ N такий, що h(ym) ∈ h(gk0), m > m2.
Покладемо M0 := max{m1,m2}. Покажемо, що

|α| ∩ h(dk0) ̸= ∅, |β| ∩ h(gk0) ̸= ∅ . (5)

Досить встановити перше iз цих спiввiдношень, оскiльки друге спiввiдношення
можна довести аналогiчно. Якщо a = h(P1) – внутрiшня точка D0, то дане вклю-
чення очевидне. Нехай тепер h(P1) – простий кiнець в ED0 . Оскiльки область
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D0 має локально квазiконформну межу, знайдеться послiдовнiсть сфер S(0, 1/2k),
k = 0, 1, 2, . . . , спадна послiдовнiсть околiв Uk точки a i деяке квазiконформне вi-
дображення φ : U0 → Bn, для яких φ(Uk) = B(0, 1/2k), φ(∂Uk ∩D0) = S(0, 1/2k) ∩
Bn
+ = {x = (x1, . . . , xn) : |x| < 1, xn > 0} (див. роздуми при доведеннi [5, ле-

ма 3.5]). Зауважимо, що Uk ∩ D0 є областю, так як Uk ∩ D0 = φ−1(B+(0, 1/2
k)),

B+(0, 1/2
k) = {x = (x1, . . . , xn) : |x| < 1/2k, xn > 0}, i φ – гомеоморфiзм. Крiм того,

послiдовнiсть областей Uk ∩D0 вiдповiдає деякому простому кiнцю, тiлом якого є
точка a, а вiдповiдними розрiзами є множини σk := ∂Uk ∩D0. За [5, теорема 4.1]
точка a ∈ D0 вiдповiдає лише одному простому кiнцю, отже, будь-яка область
h(dm) мiстить всi областi Uk∩D0, за виключенням скiнченної кiлькостi, i навпаки.
Зокрема, знайдеться s0 ∈ N : Uk ∩D0 ⊂ h(dk0) при всiх k > s0. Оскiльки a ∈ |α|,
знайдеться t0 ∈ (0, 1) таке, що p := α(t0) ∈ Us0 ∩ D0. Але тодi також p ∈ h(dk0),
так як Us0 ∩D0 ⊂ h(dk0). Перше iз спiввiдношень в (5) встановлене.

Отже, нехай p := α(t0) ∈ |α| ∩h(dk0). Зафiксуємо m > M0 i з’єднаємо точку p з
точкою h(xm) кривою αm : [t0, 1] → h(dk0) так, що αm(t0) = p, αm(1) = h(xm), що
можливо, тому що h(dk0) – область. Покладемо

γ ∗
1,m(t) =

{
α(t), t ∈ [0, t0],

αm(t), t ∈ [t0, 1]
. (6)

Зауважимо, що крива γ ∗
1,m повнiстю лежить в U.

Аналогiчно мiркуючи, маємо точку t1 ∈ (0, 1) i точку q := β(t1) ∈ |β| ∩ h(gk0).
Зафiксуємо m > M0 i з’єднаємо точку q з точкою h(ym) кривою βm : [t1, 1] →
h(gk0) так, що βm(t0) = q, βm(1) = h(ym), що можливо, тому що h(gk0) – область.
Покладемо

γ ∗
2,m(t) =

{
β(t), t ∈ [0, t1],

βm(t), t ∈ [t1, 1]
. (7)

Зауважимо, що крива γ ∗
2,m повнiстю лежить в V. Покладемо

γ1,m := h−1(γ ∗
1,m) , γ2,m := h−1(γ ∗

2,m) . (8)

Зауважимо, що кривi γ1,m i γ2,m задовольняють всi умови, перерахованi в вис-
новку леми 2.1, m > M0. Справдi, цi кривi за означенням з’єднують точки xm
i x0, ym i y0, вiдповiдно. Кривi γ1,m i γ2,m не перетинаються, оскiльки їх образи
при вiдображеннi h належать непересiчним околам U i V, вiдповiдно. Зауважи-
мо також, що |γ1,m| ∩ gk0 = ∅ при m > M0. Справдi, якщо x ∈ |γ1,m| ∩ gk0 , то
h(x) ∈ |γ ∗

1,m| ∩ h(gk0) ⊂ U ∩ h(gk0), що неможливо з огляду на спiввiдношення (4).
Якщо ж x ∈ |γ1,m| ∩ ∂gk0 , то h(x) ∈ h(gk0) ∩ |γ∗1,m|, що також суперечить (4).

Аналогiчно, |γ2,m| ∩ gk0 = ∅ при m > M0. Лема доведена. �
Розглянемо сiм’ю кривих, що з’єднують образи кривих γ1,m i γ2,m з попередньої

леми. Наступне твердження мiстить в собi верхню оцiнку модуля перетвореної сiм’ї
кривих при вiдображеннi f з нерiвнiстю (2).

Лема 2.2. Нехай D ⊂ Rn, n > 2, – регулярна область в Rn i f : D → Rn –
неперервне вiдображення, що задовольняє оцiнку (2) з деякою Q ∈ L1(D). Тодi в
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умовах i позначеннях леми 2.1 знайдеться стала 0 < N < ∞, що не залежить
вiд параметру m i вiдображення f, така що M(f(Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D))) 6 N при
всiх m > M0, де M0 – номер iз формулювання леми 2.1.

Доведення. Нехай l(γ) означає довжину кривої γ, а |γ| – носiй (образ) кривої
γ. Покладемо Γm := Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D). Покажемо, що знайдеться L0 > 0 такий,
що l(γ) > L0 для всiх γ ∈ Γm i всiх m > M0. Зафiксуємо таке m i криву γ ∈
Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D). Нехай γ : [0, 1] → D, γ(0) ∈ |γ1,m|, γ(1) ∈ |γ2,m| i γ(t) ∈ D
при t ∈ (0, 1). Можливi двi ситуацiї: 1) γ(0) ∈ h−1(|α|); 2) γ(0) ∈ h−1(|αm|), див.
спiввiдношення (6) i (8).

Розглянемо ситуацiю 1). Нехай γ(0) ∈ h−1(|α|). Можливi два пiдвипадки: 1.1)
γ(0) ∈ h−1(|α|), γ(1) ∈ h−1(|β|); 1.2) γ(0) ∈ h−1(|α|), γ(1) ∈ h−1(|βm|).

Нехай виконується 1.1), тобто, γ(1) ∈ h−1(|β|). Тодi, очевидно, що

l(γ) > d(h−1(|α|), h−1(|β|)) > 0 , (9)

оскiльки h – гомеоморфiзм, кривi α i β не перетинаються за побудовою, а крива
γ з’єднує |α| i |β|. Нехай тепер виконується 1.2), тобто, γ(1) ∈ h−1(|βm|). Тодi
|γ| ∩ |gk0 | ̸= ∅ ̸= |γ| ∩ (D \ |gk0 |), оскiльки γ(0) ∈ h−1(|α|) ⊂ D \ gk0 i γ(1) ∈
h−1(|βm|) ⊂ h−1(gk0). В такому випадку, з огляду на [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46]
маємо: |γ| ∩ ∂gk0 ̸= ∅. Зауважимо, що ∂gk0 ∩ h−1(|α|) = ∅ з огляду на (3)–(4).
Таким чином, оскiльки γ з’єднує точки множин ∂gk0 i h−1(|α|), то її довжина не
менша нiж вiдстань мiж ними, тобто,

l(γ) > d(∂gk0 , h
−1(|α|)) > 0 . (10)

Розглянемо ситуацiю 2). Нехай γ(0) ∈ h−1(|αm|). Як вище, можливi два пiдвипад-
ки: 2.1) γ(0) ∈ h−1(|αm|), γ(1) ∈ h−1(|β|); 2.2) γ(0) ∈ h−1(|αm|), γ(1) ∈ h−1(|βm|).

Випадок 2.1) зводиться до випадку 1.2) замiною αm 7→ βm, α 7→ β i перепара-
метризацiєю кривої γ у виглядi γ(t) := γ(1− t). У цьому випадку ми маємо:

l(γ) > d(∂dk0 , h
−1(|β|)) > 0 . (11)

Нехай виконується 2.2), тодi, оскiльки |βm| ⊂ h(gk0) i |αm| ⊂ h(dk0) за побудовою,
то |γ| ∩ ∂gk0 ̸= ∅ ̸= |γ| ∩ ∂dk0 з огляду на [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46]. За (3)–(4)
маємо: d(∂gk0 ∩D, ∂dk0 ∩D) > 0. Таким чином,

l(γ) > d(∂gk0 ∩D, ∂dk0 ∩D) > 0 . (12)

Виходячи з розглянутих ситуацiй 1) i 2), на основi (9), (10), (11) i (12), маємо:

l(γ) > S0 , (13)

S0 := min{d(h−1(|α|), h−1(|β|)), d(∂gk0 , h−1(|α|)),

d(∂dk0 , h
−1(|β|)), d(∂gk0 ∩D, ∂dk0 ∩D)} .
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З (13) випливає, що функцiя ρ(x) = 1/S0 при x ∈ D i ρ(x) = 0 при x ̸∈ D допустима
для Γm при m > M0. Отже, за означенням вiдображень f в (2), маємо:

M(f(Γm)) 6 1

Sn
0

∫
D

Q(x) dm(x) = N = N(S0, Q,D) < ∞ ,

оскiльки за умовою Q ∈ L1(D). Лема доведена. �
Наступне твердження вказує на те, що для деякого широкого класу вiдобра-

жень, що фiксують по дiаметру деякий невироджений континуум, образ цього
континууму при цих вiдображеннях не може наближатись до межi вiдповiдної
областi.

Лема 2.3. Припустимо, що область D регулярна, D ′ – компакт в Rn, n >
2, D ′ має локально квазiконформну межу i Q ∈ L1(D). Якщо fm : D → D ′ –
послiдовнiсть Q-гомеоморфiзмiв областi D на область D ′, що задовольняють
для деякого (фiксованого) континууму A ⊂ D умову d(fm(A)) > δ > 0 при всiх
m = 1, 2, . . . , то знайдеться δ1 > 0 таке, що d(fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0 для всiх
m ∈ N.

Доведення. Пiдемо вiд супротивного, тобто, припустимо, що для кожного k ∈ N
iснує m = mk : d(fmk

(A), ∂D ′) < 1/k, де mk, k = 1, 2, . . . – деяка зростаю-
ча послiдовнiсть номерiв. За умовою D ′ – компакт, тому i ∂D ′ також компакт
як замкнута пiдмножина компакту D ′. Крiм того, fmk

(A) компакт як непере-
рвний образ компакту A. Тодi знайдуться xk ∈ fmk

(A) i yk ∈ ∂D ′ такi, що
d(fmk

(A), ∂D ′) = |xk − yk| < 1/k. Так як ∂D ′ – компакт, можна вважати, що
yk → y0 ∈ ∂D ′, k → ∞; тодi також

xk → y0 ∈ ∂D ′, k → ∞ . (14)

Нехай K0 – зв’язна компонента ∂D ′, що мiстить точку y0 (див. малюнок 5). )
Оскiльки D ′ має локально квазiконформну межу, то K0 – невироджений конти-
нуум в Rn. Зауважимо що, при кожному k ∈ N вiдображення gmk

:= f −1
mk

продо-
вжується до неперервного вiдображення gmk

: D ′
P → DP , де D ′

P i DP – вiдпо-
вiднi замикання у просторi простих кiнцiв (див. [1, теорема 6.1] i [3, теорема 2]).
З огляду на [5, теорема 4.1] простi кiнцi областi D ′ можна ототожнювати з точ-
ками D ′, при цьому, для двох простих кiнцiв P1, P2 ∈ ED ′ за означенням маємо:
ρ∗(P1, P2) := |p1 − p2|, де pi := I(Pi), i = 1, 2. Таким чином, далi ми можемо
вважати, що D ′

P = D ′. Зауважимо, що gmk
рiвномiрно неперервне на D ′, як вiдо-

браження простору D ′ на DP , неперервне на компактi D ′. Нехай ρ – одна з метрик
в ED, визначена в (1). Тодi для будь-якого ε > 0 знайдеться δk = δk(ε) < 1/k таке,
що

ρ(gmk
(x), gmk

(x0)) < ε ∀ x, x0 ∈ D ′, |x− x0| < δk , δk < 1/k , (15)

Нехай далi ε > 0 – довiльне число з умовою

ε < (1/2) · d(∂D0, g
−1(A)) , (16)
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Мал. 5. До доведення леми 2.3

де A – континуум з умов леми, а g : D0 → D – квазiконформне вiдображення
областi D0 з локально квазiконформною межею на область D, що вiдповiдає озна-
ченню метрики ρ в (1). При кожному фiксованому k ∈ N розглянемо множину

Bk :=
∪

x0∈K0

B(x0, δk) , k ∈ N .

Зауважимо, що Bk – вiдкрита множина, що мiстить K0, iншими словами, Bk – де-
який окiл континууму K0. З огляду на [9, лема 2.2] iснує окiл Uk ⊂ Bk континууму
K0, такий, що Uk∩D ′ зв’язний. Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що Uk

– вiдкрита множина, тодi Uk∩D ′ також лiнiйно зв’язна (див. [4, пропозицiя 13.1]).
Нехай d(K0) = m0, тодi знайдуться z0, w0 ∈ K0 такi, що d(K0) = |z0 − w0|. Отже,
можна вибрати послiдовностi yk ∈ Uk ∩ D ′, zk ∈ Uk ∩ D ′ i wk ∈ Uk ∩ D ′ так, що
zk → z0, yk → y0 i wk → w0 при k → ∞. Можна вважати, що

|zk − wk| > m0/2, ∀ k ∈ N . (17)

З’єднаємо послiдовно точки zk, yk i wk кривою γk в Uk ∩D ′ (це можливо, оскiльки
Uk∩D ′ лiнiйно зв’язна). Нехай |γk| – як зазвичай, носiй (образ) кривої γk в D ′. Тодi
gmk

(|γk|) – компакт в D. Нехай x ∈ |γk|, тодi знайдеться x0 ∈ K0 : x ∈ B(x0, δk).
Зафiксуємо ω ∈ A ⊂ D. З (15) i (16), з огляду на нерiвнiсть трикутника, маємо:

ρ(gmk
(x), ω) > ρ(ω, gmk

(x0))− ρ(gmk
(x0), gmk

(x)) >

> d(∂D0, g
−1(A))− (1/2) · d(∂D0, g

−1(A)) = (1/2) · d(∂D0, g
−1(A)) > ε . (18)
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Переходячи до inf по всiх x ∈ |γk| i ω ∈ A, з (18) отримуємо, що

ρ(gmk
(|γk|), A) > ε , k = 1, 2, . . . , (19)

де, як зазвичай, ρ(A,B) := inf
x∈A,y∈B

ρ(x, y) – вiдстань мiж множинами A,B ⊂ Rn в

метрицi ρ. Покажемо тепер, що знайдеться ε1 > 0 таке, що

d(gmk
(|γk|), A) > ε1, ∀ k = 1, 2, . . . , (20)

де d(A,B), як зазвичай, позначає евклiдову вiдстань мiж множинами A,B ⊂ Rn.
Справдi, нехай (20) порушується, тодi для числа εl = 1/l, l = 1, 2, . . . знайдуться
ξl ∈ |γkl | i ζl ∈ A такi, що

|gmkl
(ξl)− ζl| < 1/l , l = 1, 2, . . . . (21)

Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що послiдовнiсть номерiв kl, l =
1, 2, . . . , зростаюча. Оскiльки A – компакт, то можна вважати, що послiдовнiсть ζl
збiгається до ζ0 ∈ A при l → ∞. За нерiвнiстю трикутника i з (21) випливає, що

|gmkl
(ξl)− ζ0| → 0 , l → ∞ . (22)

З iншого боку, нагадаємо, що ρ(gmk
(x), ω) = |g−1(gmk

(x))− g−1(ω)|, де g : D0 → D
– деяке квазiконформне вiдображення областi D0 з локально квазiконформною
межею на D (див. (1)). Зокрема, g−1 – неперервне вiдображення в D, тому за
нерiвнiстю трикутника i з (22) маємо:

|g−1(gmkl
(ξl))− g−1(ζl)| 6

6 |g−1(gmkl
(ξl))− g−1(ζ0)|+ |g−1(ζ0)− g−1(ζl)| → 0, l → ∞ . (23)

Однак, за означенням ρ i з (23) випливає, що

ρ(gmkl
(|γkl |), A) 6 ρ(gmkl

(ξl), ζl) = |g−1(gmkl
(ξl))− g−1(ζl)| → 0, l → ∞ ,

що суперечить (19). Отримане протирiччя вказує на вiрнiсть (20).
У такому випадку, довжина довiльної кривої, що з’єднує компакти gmk

(|γk|) i A
в D, не менша нiж ε1. Покладемо Γk := Γ(gmk

(|γk|), A,D), тодi функцiя ρ(x) = 1/l
при x ∈ D, ρ(x) = 0 при x ̸∈ D, допустима для Γk. За означенням вiдображень fmk

в (2) маємо:

M(fmk
(Γk)) 6

1

εn1

∫
D

Q(x) dm(x) = c = c(ε1, Q) < ∞ , (24)

оскiльки за умовою Q ∈ L1(D).
Покажемо тепер, що ми отримали протирiччя з (24) з огляду на локальну

квазiконформнiсть межi ∂D ′. Перш за все, зауважимо, що ∂D ′ – слабко плоска
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за твердженням 2.2. Виберемо в точцi y0 ∈ ∂D ′ кулю U := B(y0, r0), 0 < r0 <
min{δ/4,m0/4}, де δ – число з умов леми, а d(K0) = m0. Зауважимо, що |γk| ∩U ̸=
∅ ̸= |γk| ∩ (D ′ \ U) при досить великих k ∈ N, оскiльки d(|γk|) > m0/2 > m0/4 i
yk ∈ |γk|, yk → y0 при k → ∞. Мiркуючи аналогiчно, ми отримаємо, що fmk

(A) ∩
U ̸= ∅ ̸= fmk

(A) ∩ (D ′ \ U). Так як |γk| i fmk
(A) – континууми, то

fmk
(A) ∩ ∂U ̸= ∅, |γk| ∩ ∂U ̸= ∅ , (25)

див. [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46]. Для фiксованого P > 0, нехай далi V ⊂ U – окiл
точки y0, що вiдповiдає означенню слабко плоскої межi, тобто такий, що для будь-
яких континуумiв E,F ⊂ D ′ з умовою E∩∂U ̸= ∅ ̸= E∩∂V i F ∩∂U ̸= ∅ ̸= F ∩∂V
виконується нерiвнiсть

M(Γ(E,F,D ′)) > P . (26)

Зауважимо, що при досить великих k ∈ N

fmk
(A) ∩ ∂V ̸= ∅, |γk| ∩ ∂V ̸= ∅ . (27)

Справдi, yk ∈ |γk|, xk ∈ fmk
(A), де xk, yk → y0 ∈ V при k → ∞, тому |γk|∩V ̸= ∅ ̸=

fmk
(A) ∩ V при великих k ∈ N. Крiм того, d(V ) 6 d(U) = 2r0 < m0/2 i, оскiльки

d(|γk|) > m0/2 з огляду на (17), то |γk| ∩ (D ′ \ V ) ̸= ∅. Тодi |γk| ∩ ∂V ̸= ∅ (див. [8,
теорема 1.I, розд. 5, § 46]). Аналогiчно, d(V ) 6 d(U) = 2r0 < δ/2 i, оскiльки
d(fmk

(A)) > δ за умовою леми, то fmk
(A) ∩ (D ′ \ V ) ̸= ∅. Оскiльки, згiдно з

встановленим вище fmk
(A) ∩ V ̸= ∅, то за [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46] маємо:

fmk
(A) ∩ ∂V ̸= ∅. Отже, спiввiдношення в (27) встановленi.
Таким чином, згiдно з (26) ми маємо, з огляду на (25) i (27), що

M(Γ(fmk
(A), |γk|, D ′)) > P . (28)

Зауважимо, що Γ(fmk
(A), |γk|, D ′) = fmk

(Γ(A, gmk
(|γk|), D)) = fmk

(Γk), так що
нерiвнiсть (28) може бути переписана у виглядi

M(fmk
(Γ(A, gmk

(|γk|), D))) = M(fmk
(Γk)) > P ,

що суперечить нерiвностi (24). Отримане протирiччя вказує на хибнiсть початко-
вого припущення d(fmk

(A), ∂D ′) < 1/k. Лема доведена. �
3. Доведення теореми 1.1.
Неперервне продовження вiдображення h ∈ Sδ,A,Q(D,D ′) на межу областi D ′

встановлене в [1, теорема 6.1] при n = 2 i [3, теорема 2] при n > 3. Одностай-
на неперервнiсть сiм’ї вiдображень Sδ,A,Q(D,D ′) у внутрiшнiх точках областi D ′

доведена в [10, теорема 1.1]. Рiвнiсть h(D ′
P ) = DP для h ∈ Sδ,A,Q(D,D ′) вста-

новлюється так, як i при доведеннi [1, теорема 6.1], тому докладнi мiркування,
пов’язанi з цим фактом, не наводяться.

Покажемо одностайну неперервнiсть Sδ,A,Q(D,D ′) на ED ′ . Можна вважати, що
D ′ має локально квазiконформну межу. З огляду на [5, теорема 4.1] ми можемо
вважати, що D ′ = D ′

P , зокрема, можна вважати, що ED ′ = ∂D ′.

199



Є.О. Севостьянов, С.О. Скворцов, Н.С. Iлькевич

Здiйснимо доведення вiд супротивного. Нехай, знайдеться точка z0 ∈ ∂D ′,
число ε0 > 0 i послiдовностi zm ∈ D ′, zm → z0 при m → ∞ i hm ∈ Sδ,A,Q(D,D ′)
такi, що

ρ(hm(zm), hm(z0)) > ε0, m = 1, 2, . . . , (29)

де ρ – одна з метрик в DP , визначена формулою (1). Так як hm за неперервнiстю
продовжується на межу D ′, можна вважати, що zm ∈ D i, крiм того, знайдеться ще
одна послiдовнiсть z ′

m ∈ D ′, z ′
m → z0 при m → ∞, така, що ρ(hm(zm), hm(z0)) → 0

при m → ∞, де hm = hm|D ′ . Тодi з (29) випливає, що

ρ(hm(zm), hm(z ′
m)) > ε0/2, m > m0 . (30)

Так як область D регулярна, то простiр DP є компактом. Отже, ми можемо вважа-
ти, що послiдовностi hm(zm) i hm(z0) є збiжними при m → ∞ до деяких елементiв
P1, P2 ∈ DP , P1 ̸= P2. Нехай dm, gm – послiдовностi спадних областей, що вiдповi-
дають простим кiнцям P1, P2, вiдповiдно. Виберемо x0, y0 ∈ A так, щоб x0 ̸= y0 i
P1 ̸= x0 ̸= P2, P1 ̸= y0 ̸= P2, де континуум A ⊂ D – з умов теореми 1.1. Не обмежу-
ючи загальностi можна вважати, що d1∩g1 = ∅ i x0, y0 ̸∈ d1∪g1. За лемою 2.1 iсну-
ють k0 i M0 ∈ N, такi що при всiх m > M0 виконується наступна умова: знайдуть-
ся непересiчнi кривi γi,m(t) : [0, 1] → D, i = 1, 2, γ1,m(0) = x0, γ1,m(1) = hm(zm),
γ2,m(0) = y0, γ2,m(0) = hm(z ′

m), такi що |γ1,m| ∩ gk0 = ∅ = |γ2,m| ∩ dk0 . Крiм того,
за лемою 2.2 знайдеться стала 0 < N < ∞, що не залежить вiд параметру m, така
що

M(fm(Γm)) 6 N ,m > M0 , (31)

де fm := h−1
m , Γm := Γ(|γ1,m|, |γ2,m|, D). З iншого боку, за лемою 2.3 знайдеться

число δ1 > 0 таке, що d(fm(A), ∂D ′) > δ1 > 0, m = 1, 2, . . . . Звiдси отримаємо, що

d(fm(|γ1,m|)) > |zm − fm(x0)| > (1/2) · d(fm(A), ∂D ′) > δ1/2 ,

d(fm(|γ2,m|)) > |z ′
m − fm(y0)| > (1/2) · d(fm(A), ∂D ′) > δ1/2 (32)

при великих m = 1, 2, . . . . Виберемо в точцi z0 ∈ ∂D ′ кулю U := B(z0, r0), де r0 > 0
i r0 < δ1/4, де δ1 – число зi спiввiдношень в (32). Зауважимо, що fm(|γ1,m|) ∩ U ̸=
∅ ̸= fm(|γ1,m|)∩ (D ′ \U) при досить великих m ∈ N, оскiльки d(fm(|γ1,m|)) > δ1/2
i zm ∈ fm(|γ1,m|), zm → z0 при m → ∞. Аналогiчно мiркуючи, fm(|γ2,m|) ∩ U ̸=
∅ ̸= fm(|γ2,m|) ∩ (D ′ \ U). Так як fm(|γ1,m|) и fm(|γ2,m|) – континууми, то

fm(|γ1,m|) ∩ ∂U ̸= ∅, fm(|γ2,m|) ∩ ∂U ̸= ∅ , (33)

див. [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46]. Для фiксованого P > 0, нехай далi V ⊂ U – окiл
точки z0, що вiдповiдає означенню слабко плоскої межi, тобто такий, що для будь-
яких континуумiв E,F ⊂ D ′ з умовою E∩∂U ̸= ∅ ̸= E∩∂V i F ∩∂U ̸= ∅ ̸= F ∩∂V
виконується нерiвнiсть

M(Γ(E,F,D ′)) > P . (34)
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Зауважимо, що при досить великих m ∈ N

fm(|γ1,m|) ∩ ∂V ̸= ∅, fm(|γ2,m|) ∩ ∂V ̸= ∅ . (35)

Справдi, zm ∈ fm(|γ1,m|), z ′
m ∈ fm(|γ2,m|), де zm, z ′

m → z0 ∈ V при m → ∞,
тому fm(|γ1,m|) ∩ V ̸= ∅ ̸= fm(|γ2,m|) ∩ V при великих m ∈ N. Крiм того, d(V ) 6
d(U) = 2r0 < δ1/2 i, оскiльки d(fm(|γ1,m|)) > δ1/2 з огляду на (32), то fm(|γ1,m|) ∩
(D ′ \ V ) ̸= ∅. Тодi fm(|γ1,m|) ∩ ∂V ̸= ∅ (див. [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46]).
Аналогiчно, d(V ) 6 d(U) = 2r0 < δ1/2 i, оскiльки d(fm(|γ2,m|)) > δ1/2 з огляду
на (32), то fm(|γ2,m|) ∩ (D ′ \ V ) ̸= ∅. Тодi за [8, теорема 1.I, розд. 5, § 46] маємо:
fm(|γ1,m|) ∩ ∂V ̸= ∅. Таким чином, спiввiдношення (35) доведенi.

Згiдно з (34) i враховуючи (33) i (35), ми отримаємо, що

M(fm(Γm)) = M(Γ(fm(|γ1,m|), fm(|γ2,m|), D ′)) > P ,

що суперечить нерiвностi (31). Отримане протирiччя вказує на хибнiсть початко-
вого припущення, зробленого в (29). Теорема доведена. 2

Зауваження 3.1. Зауважимо, що означення простого кiнця по Няккi (див.
роздiл 4 в [5] дещо вiдрiзняється вiд означення, запропонованого вище. Проте, для
областей з локально квазiконформними межами (а, отже, i регулярних областей)
цi класи спiвпадають, див., напр., теорему 4.1 в [5] i теорему 2.1 в [11]).
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E.A. Sevost’yanov, S.A. Skvortsov, N.S. Ilkevych
On behavior of inverse homeomorphisms in terms of prime ends.

As is known, even conformal mappings of plane simply connected domains do not, generally speaking,
have continuous boundary extension in the Euclidean sense. One of the minimum requirements necessary
for such an extension is the local connectedness of the definition domain of the corresponding map
on its boundary. Of course, quite a lot of simply connected domains do not have this property. For
example, the unit disk with a cut along the positive part of the real axis is not locally connected at the
boundary. In the same way, the mapped domain must also satisfy certain conditions necessary for the
continuous extension of a mapping. The situation changes significantly if we are not talking about the
Euclidean boundary behavior of mappings, but about extension in terms of the so-called prime ends.
In this case, the domain of definition of mappings should be only regular, that is, this domain should be
the image of a domain with a locally quasiconformal boundary under some quasiconformal mapping.
A similar requirement also applies to the mapped domain. In this article, we study the equicontinuous
families of maps at inner and boundary points in the case where the prime ends of the domain serve as
boundary points. Relatively speaking, the paper consists of two parts, one of which contains a number
of auxiliary statements, and the second, the final part of the work, contains the formulation of the main
theorem and its proof. We consider a class of homeomorphisms of Euclidean space, inverse of which
distort moduli of families of paths by the Poletsky type inequality. Note that these classes include most
well-known mappings, such as conformal mappings, quasiconformal mappings, mappings with finite
length and area distortion, and so on. It should be noted that under conformal mappings, distortion
of the modulus of families of paths does not occur, therefore, when passing to inverse mappings, we
remain in the class under study. A similar situation is in the case of quasiconformal mappings, since, as
is known, the inverse mapping to a quasiconformal is also quasiconformal. In more general situations,
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the studied configurations can turn out to be much more complicated, in particular, the transition
to inverse mappings can significantly change their properties (this is confirmed by specific examples
of mappings, which are rather easy to construct in this case). This article is actually devoted to the
study of this particular case, that is, when we are dealing with a certain family of homeomorphisms
with an unbounded characteristic, in addition, mappings inverse to them are studied. In more detail,
we consider mappings whose inverse satisfy the upper distortion estimate of the modulus of families of
paths with integrable majorant. In the article, we proved that the families of the indicated mappings
are equicontinuous both at the inner and boundary points of the domain, provided that the majorant
responsible for the distortion of the modulus of the families of paths is integrable, besides that, the
definition and mapped domains are regular, and the boundary points are prime ends of the definition
domain. The results obtained in the paper are applicable to well-known classes of mappings, such as
mappings with bounded and finite distortion, as well as to the Sobolev and Orlicz–Sobolev classes.

Keywords: quasiconformal mappings, moduli of families of paths.

Житомирський державний унiверситет iменi Iвана Франка
Iнститут прикладної математики i механiки НАН України,
Слов’янськ
esevostyanov2009@gmail.com, serezha.skv@gmail.com,
ilkevych@list.ru

Отримано 22.10.19

203


	Cover_IAMM_V33_2019.pdf
	Page 1
	Page 2


