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ПРО РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ВИРОДЖЕНОЇ НЕТЕРОВОЇ
РIЗНИЦЕВО-АЛГЕБРАЇЧНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

У статтi запропоновано оригiнальнi умови розв’язностi, а також схему знаходження розв’язкiв
лiнiйної нетерової рiзницево-алгебраїчної крайової задачi, при цьому iстотно використовується
технiка псевдообернення матриць за Муром-Пенроузом. Поставлена в статтi задача продовжує
дослiдження умов розв’язностi лiнiйних нетерових крайових задач, наведених у монографiях
А.М. Самойленка, М.В. Азбелева, В.П. Максимова, Л.Ф. Рахматуллiної i О.А. Бойчука. До-
слiдження диференцiально-алгебраїчних крайових задач тiсно пов’язане з дослiдженням крайо-
вих задач для рiзницевих рiвнянь, започаткованим у роботах А.А. Маркова, С.Н. Бернштейна,
Я.С. Безиковича, О.О. Гельфонда, С.Л. Соболєва, В.С. Рябенького, В.Б. Демiдовича, А. Хала-
ная, Г.I. Марчука, О.А. Самарського, Ю.О. Митропольського, Д.I. Мартинюка, Г.М. Вайнiко,
А.М. Самойленка та О.А. Бойчука. З iншого боку, дослiдження крайових задач для рiзнице-
вих рiвнянь пов’язане з вивченням диференцiально-алгебраїчних крайових задач, започаткова-
ним у роботах К. Вейєрштрасса, М.М. Лузiна та Ф.Р. Гантмахера. Систематичному вивченню
диференцiально-алгебраїчних крайових задач присвяченi роботи С. Кемпбелла, Ю.Є. Бояринце-
ва, В.Ф. Чистякова, А.М. Самойленка, М.О. Перестюка, В.П. Яковця, О.А. Бойчука, А. Iлчманна
та Т. Рейса. Вивчення диференцiально-алгебраїчних крайових задач пов’язане також iз числен-
ними застосуваннями таких задач у теорiї нелiнiйних коливань, у механiцi, бiологiї, радiотехнiцi,
теорiї керування, теорiї стiйкостi руху. Дослiджено загальний випадок, коли лiнiйний обмежений
оператор, вiдповiдний до однорiдної частини лiнiйної нетерової рiзницево-алгебраїчної крайової
задачi, не має оберненого. У статтi побудовано узагальнений оператор Грiна лiнiйної рiзницево-
алгебраїчної крайової задачi. Актуальнiсть дослiдження умов розв’язностi, а також знаходження
розв’язкiв лiнiйних нетерових рiзницево-алгебраїчних крайових задач пов’язана з широким ви-
користанням рiзницево-алгебраїчних крайових задач, одержуваних при лiнеаризацiї нелiнiйних
нетерових крайових задач для систем звичайних диференцiальних i рiзницевих рiвнянь. Запропо-
нованi умови розв’язностi, а також схема знаходження розв’язкiв лiнiйних нетерових рiзницево-
алгебраїчних крайових задач детально проiлюстрованi на прикладах.
MSC: 34B15.
Ключовi слова: лiнiйна нетерова крайова задача, системи рiзницевих рiвнянь, псевдообернен-
ня матриць по Муру–Пенроузу.

1. Постановка задачi.
Дослiджуємо задачу про знаходження обмежених

розв’язкiв
z(k) ∈ Rn, k ∈ Ω := {0, 1, 2, ... , ω}

лiнiйної нетерової (n ̸= υ) крайової задачi для системи рiзницево-алгебраїчних
рiвнянь [1, 2]

A(k)z(k + 1) = B(k)z(k) + f(k), ℓz(·) = α, α ∈ Rυ; (1)

Робота виконана за фiнансової пiдтримки Мiнiстерства освiти i науки України, р/н
0118U003390.
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тут A(k), B(k) ∈ Rm×n – прямокутнi матрицi i f(k) – дiйснi вектор-стовпцi,
ℓz(·) : Rn → Rυ – лiнiйний обмежений векторний функцiонал, визначений на
просторi обмежених функцiй [1]. Поставлена рiзницево-алгебраїчна задача (1) є
узагальненням задачi, розв’язаної О.А. Бойчуком [1]. За умови обмеженостi мат-
риць A+(k)B(k), A+(k)f(k), а також

PA∗(k) = 0, k ∈ Ω (2)

система (1) приводиться до традицiйної системи лiнiйних рiзницевих рiвнянь

z(k + 1) = A+(k)B(k)z(k) + F0(k, ν0(k)). (3)

Тут

F0(k, ν0(k)) := A+(k)f(k) + PAρ0
(k)ν0(k), rank A(k) := σ0 = m < n,

A+(k) – псевдообернена (за Муром–Пенроузом) матриця, PA∗(k) – матриця-орто-
проектор:

PA∗(k) : Rm → N(A∗(k)),

PAρ0
(k) – (n× ρ0)− матриця, складена iз ρ0 лiнiйно-незалежних стовпцiв (n×n)−

матрицi-ортопроектора
PA(k) : Rn → N(A(k)),

ν0(k) ∈ Rρ0 – довiльна обмежена вектор-функцiя. Загальний розв’язок задачi Кошi
z(0) = c ∈ Rn для однорiдної частини системи рiзницевих рiвнянь (3)

z(k) = X0(k) c, c ∈ Rn;

визначає нормальна фундаментальна матриця:

X0(k + 1) = A+(k)B(k)X0(k), X0(0) = In.

За умови (2) нормальна фундаментальна матриця X0(k) однорiдної частини си-
стеми рiзницевих рiвнянь (3) є, взагалi кажучи, виродженою:

detX0(k) = 0,

отже, для побудови загального розв’язку задачi Кошi z(0) = c ∈ Rn для неоднорiд-
ної виродженої системи рiзницевих рiвнянь (3) схема [1] не може бути застосована.
У той же час оператор Грiна задачi Кошi для виродженої системи рiзницевих рiв-
нянь (3) може бути знайдений в такий спосiб:

K[F0(j, ν0(j))](0) := 0, K[F0(j, ν0(j))](1) := F0(1, ν0(1)), ... ,

K[F0(j, ν0(j))](k + 1) := A+(k)B(k)K[F0(j, ν0(j))](k) + F0(k, ν0(k)), ... .

За аналогiєю з класифiкацiєю диференцiйно-алгебраїчних рiвнянь [3] за умови (2),
у разi обмеженостi матриць A+(k)B(k), A+(k)f(k), будемо казати, що система
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лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (1) є невиродженою. Зауважимо, що, на
вiдмiну вiд традицiйної системи лiнiйних рiзницевих рiвнянь, розв’язок системи
лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (1) за умови (2) залежить вiд довiльної
обмеженої вектор-функцiї.

Дослiджуємо далi задачу про знаходження обмежених розв’язкiв системи лiнiй-
них рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (1) за умови PA∗(k) ̸= 0. Припустимо, що мат-
риця A(k) має постiйний ранг, а саме:

1 ≤ rank A(k) = σ0, k ∈ Ω.

Як вiдомо, будь-яка (m× n)− матриця A(k) може бути зображена у виглядi роз-
винення

A(k) = R0(k) · Jσ · S0(k);

тут R0(k) и S0(k) — невиродженi матрицi. Невироджена замiна змiнної [3]

y(k + 1) = S0(k)z(k + 1)

приводить систему (1) до вигляду

Jσ0y(k + 1) = C0(k)y(k) +R−1
0 (k)f(k), k ∈ Ω; (4)

тут

C0(k) := R−1
0 (k)B(k)S−1

0 (k − 1) :=

(
C

(0)
11 (k) C

(0)
12 (k)

C
(0)
21 (k) C

(0)
22 (k)

)
.

Замiна змiнної

y(k) = col (u(k), v(k)) ∈ Rn, u(k) ∈ Rσ0 , v(k) ∈ Rn−σ0

приводить систему (4) до вигляду

u(k + 1) = C
(0)
11 (k)u(t) + C

(0)
12 (k)v(k) + g

(0)
1 (k), (5)

C
(0)
21 (k)u(k) + C

(0)
22 (t)v(k) + g

(0)
2 (k) = 0; (6)

тут
R−1

0 (k)f(k) := col
(
g
(0)
1 (k), g

(0)
2 (k)

)
.

Крiм того PD∗
0
(k) – матриця-ортопроектор:

PD∗
0
(k) : Rm−σ0 → N(D∗

0(k)).

Рiвняння (6) розв’язне тодi й тiльки тодi, коли [4]

PD∗
0
(k)g

(0)
2 (k) = 0;
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при цьому загальний розв’язок рiвняння (6)

y(k) = PDρ0
φ(k)−D+

0 (k)g
(0)
2 (k), D0(k) :=

[
C

(0)
21 (k);C

(0)
22 (k)

]
∈ R(m−σ0)×n, φ(k) ∈ Rρ0

визначає PDρ0
(k) – (n × ρ0)-матриця, складена iз ρ0 лiнiйно-незалежних стовпцiв

PD0(k)-матрицi-ортопроектора:

PD0(k) : Rn → N(D0(k)).

Позначаючи блоки матрицi PDρ0
(k) i добутки D+

0 (k)g
(0)
2 (k)

PDρ0
(k) := col (P

(0)
1 (k), P

(0)
2 (k)), D+

0 (k)g
(0)
2 (k) = − col

(
f
(1)
1 (t), f

(1)
2 (t)

)
,

приходимо до задачi про побудову розв’язкiв φ(k) ∈ Rρ0 лiнiйної рiзницево-алге-
браїчної системи

A1(k)φ(k + 1) = B1(k)φ(k) + f1(k); (7)

тут
A1(k) := P

(0)
1 (k) ∈ Rσ0×ρ0 , σ1 = σ0 ≤ ρ0,

B1(k) := C
(0)
11 (k)P

(0)
1 (k) + C

(0)
12 (k)P

(0)
2 (k), rank A1(k) := σ1,

крiм того

f1(k) := C
(0)
11 (k)f

(1)
1 (k) + C

(0)
12 (k)f

(1)
2 (k) + g

(0)
1 (k)− f

(1)
1 (k + 1).

За умови [3] обмеженостi матриць A+
1 (k)B1(k) i вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S−1

0 (k − 1)D+
0 (k)g

(0)
2 (k),

а також
PA∗(k) ̸= 0, PA∗

1
(k) ≡ 0, PD∗

0
(k)g

(0)
2 (k) = 0, (8)

система (7) приводить до традицiйної системи лiнiйних рiзницевих рiвнянь

φ(k + 1) = A+
1 (k)B1(k)φ(k) + F1(k, ν1(k)), ν1(k) ∈ Rρ1 ; (9)

тут
F1(k, ν1(k)) := A+

1 (k)f1(k) + PAϱ1
(k)ν1(k),

ν1(k) ∈ Rρ1 – довiльна обмежена вектор-функцiя. Крiм того PA∗
1(k)

– матриця-
ортопроектор [4]:

PA∗
1
(k) : Rσ0 → N(A∗

1(k)),

PAρ1
(k) – (ρ0×ρ1)− матриця, утворена з ρ1 лiнiйно-незалежних стовпцiв (ρ0×ρ0)−

матрицi-ортопроектора: PA1(k) : Rρ0 → N(A1(k)). Позначимо U1(t) нормальну
фундаментальну матрицю

U1(k + 1) = A+
1 (k)B1(k)U1(k), U1(0) = Iρ0
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отриманої традицiйної системи лiнiйних рiзницевих рiвнянь (9). Використовуючи
рiвняння

z(k) = S−1
0 (k − 1)

[
PDρ0

φ(k)−D+
0 (k)g

(0)
2 (k)

]
,

робимо висновок, що за умови (8) система (1) має розв’язок вигляду

z(k, cρ1) = S−1
0 (k − 1)PDρ0

U1(k)cρ0 + S−1
0 (k − 1)PDρ0

K

[
F1(s, ν1(s))

]
(k)−

−S−1
0 (k − 1)D+

0 (k)g
(0)
2 (k), cρ0 ∈ Rρ0 ,

де
K[F1(j, ν1(j))](0) := 0, K[F1(j, ν1(j))](1) := F1(0, ν1(0)), ... ,

K[F1(j, ν1(j))](k + 1) := A+
1 (k)B1(k)K[F1(j, ν1(j))](k) + F1(k, ν1(k)), ... .

За аналогiєю з класифiкацiєю iмпульсних крайових задач [4,6,7] у випадку (8), за
умови обмеженостi матриць A+

1 (k)B1(k) i вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S−1

0 (k)D+
0 (k)g

(0)
2 (k)

будемо говорити, що для лiнiйної рiзницево-алгебраїчної системы (1) має мiсце
виродження першого порядку. Таким чином, доведена наступна лема.

Лема. У разi виродження першого порядку, за умови (8), у разi обмеженостi
матрицi A+

1 (k)B1(k) i вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S−1

0 (k − 1)D+
0 (k)g

(0)
2 (k)

лiнiйна рiзницево-алгебраїчна система (1) має розв’язок вигляду

z(k, cρ0) = X1(k) cρ0 +K[f(j), ν1(j)](k), cρ0 ∈ Rρ0 ;

тут
X1(k) := S−1

0 (k − 1)PDρ0
U1(k)

– фундаментальна матриця, ν1(k) ∈ Rρ1 – довiльна обмежена вектор-функцiя,

K[f(j), ν1(j)](k) := S−1
0 (k − 1)PDρ0

K

[
F1(s, ν1(j))

]
(k)− S−1

0 (k − 1)D+
0 (k)g

(0)
2 (k)

– узагальнений оператор Грiна задачi Кошi для виродженої рiзницево-алгебраїчної
системи (1).

За умови
PA∗(k) ̸= 0, PA∗

1
(k) = 0, PD∗

0
g
(0)
2 (k) = 0,

у разi необмеженiсть матриць A+
1 (k)B1(k), або вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S−1

0 (k)D+
0 (k)g

(0)
2 (k)
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система (1) розв’язна, але розв’язок не є обмеженим.
Приклад 1. Знайдемо розв’язок системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь пер-

шого порядку
Az(k + 1) = B(k) z(k) + f(k), k = 0, 1, 2, 3,

де

A :=

 0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , B :=

 0 0 1 0
0 0 0 0
0 k + 1 0 0

 , f(k) :=

 1
k
1

 .

Оскiльки умову PA∗(k) = 0 не виконано, остiльки дана система рiзницево-
алгебраїчних рiвнянь вироджена, при цьому матриця A(k) має постiйний ранг,
а саме: rank A(k) := σ0 = 2. Матриця A(k) може бути представлена у виглядi
стандартного розвинення:

A(k) = R(k) · Jσ · S(k), R(k) =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 , S(k) =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 ,

тут R(k) и S(k) – невиродженi матрицi, крiм того

Jσ :=

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 .

У даному випадку матриця

A1(k) =

(
1 0 0
0 1 0

)
– матриця повного рангу, при цьому PA1(k) ̸= 0, PAρ1

(k) ̸= 0, тому шуканий
розв’язок

z(k, c3) = X1(k)c3 +K

[
f(j), ν1(j)

]
(k), c3 ∈ R3

залежить вiд довiльної неперервної функцiї ν1(k); тут

X1(0) =


0 0 1
0 0 0
0 1 0
1 0 0

 , X1(1) = X1(2) = X1(3) =


0 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Покладемо ν1(k) := 0, при цьому

K

[
f(j), ν1(j)

]
(0) = −


0
1
0
0

 , K

[
f(j), ν1(j)

]
(1) =

1

2


0
−1
2
0

 ,
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K

[
f(j), ν1(j)

]
(2) =

1

3


0
−1
6
3

 , K

[
f(j), ν1(j)

]
(0) =

1

4


0
−1
12
8

 .

2. Крайовi задачi для систем лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiв-
нянь.

Дослiджуємо далi задачу про знаходження обмежених розв’язкiв лiнiйної нете-
рової (n ̸= υ) крайової задачi для системи лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь
(1). Зауважимо, що, на вiдмiну вiд традицiйної системи лiнiйних рiзницевих рiв-
нянь, розв’язок системи лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (1), взагалi ка-
жучи, залежить вiд довiльної обмеженої вектор-функцiї ν1(k) ∈ Rρ1 , при цьому
розв’язнiсть лiнiйної нетерової крайової задачi для системи лiнiйних рiзницево-ал-
гебраїчних рiвнянь (1) також залежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладемо

ν1(k) := Ψ1(k)γ, γ ∈ Rθ;

тут
Ψ1(k) ∈ Rρ1×θ

– довiльна обмежена матриця повного рангу. Узагальнений оператор Грiна задачi
Кошi для системи лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (1) зобразимо у виглядi

K

[
f(j), ν1(j)

]
(k) = K

[
f(j)

]
(k) +K

[
Ψ1(j)

]
(k) γ;

тут

K

[
Ψ1(j)

]
(k) := S−1

0 (k − 1)PDρ0
K
[
Ψ1(s))

]
(k),

де

K
[
Ψ1(j)

]
(0) := 0, K

[
Ψ1(j)

]
(1) := PAρ1

(0)Ψ1(0),

K
[
Ψ1(j)

]
(2) := A+

1 (1)B1(1)K
[
Ψ1(j)

]
(1) + PAρ1

(1)Ψ1(1), ... ,

K
[
Ψ1(j)

]
(k + 1) := A+

1 (k)B1(k)K
[
Ψ1(j)

]
(k) + PAρ1

(k)Ψ1(k).

Позначимо матрицю

D1 :=

{
Q1 ; ℓK

[
Ψ1(j)

]
(·)
}

∈ Rυ×(ρ0+θ).

Пiдставляючи загальний розв’язок

z(k, cρ0) = X1(k) cρ0 +K[f(j), ν1(j)](k), cρ0 ∈ Rρ0 ;
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системи лiнiйних рiзницево-агебраїчних рiвнянь (1) у крайову умову (1), приходи-
мо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

D1 č = α− ℓK

[
A+(j)f(j)

]
(·), č := col (cρ0 , γ) ∈ Rρ0+θ. (10)

Рiвняння (10) розв’язне тодi й тiльки тодi, коли

PD∗
1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}

= 0. (11)

Тут PD∗
1

– ортопроектор:
Rυ → N(D∗

1).

За умови (11) i тiльки за неї загальний розв’язок рiвняння (10)

č = D1
+

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}
+ PD1 δ, δ ∈ Rρ0+θ

визначає загальний розв’язок крайової задачi (1)

z(k, δ) =

{
X1(k);K

[
Ψ1(j)

]
(k)

}
D+

1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}
+

+K

[
f(j)

]
(k) +

{
X1(k);K

[
Ψ1(j)

]
(k)

}
PD1 δ, δ ∈ Rρ0+θ.

Тут PD1 – матриця-ортопроектор: Rρ0+θ → N(D1). Таким чином, доведена наступ-
на теорема.

Теорема. Задача про знаходження обмежених розв’язкiв системи лiнiйних
рiзницево-агебраїчних рiвнянь (1) у разi виродження першого порядку, за умови
(8), у разi обмеженостi матрицi A+

1 (k)B1(k) i вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S−1

0 (k − 1)D+
0 (k)g

(0)
2 (k)

для фiксованої обмеженої матрицi Ψ1(k) повного рангу має розв’язок вигляду

z(k, cρ0) = X1(k) cρ0 +K[f(j), ν1(j)](k), cρ0 ∈ Rρ0 .

За умови (11) i тiльки за неї загальний розв’язок рiзницево-агебраїчної крайової
задачi (1)

z(k, cr) = Xr(k)cr +G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(k), cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна лiнiйної рiзницево-алгебраїчної крайової за-
дачi (1)

G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(k) := K

[
f(j)

]
(k)+
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+

{
X1(k);K

[
Ψ1(j)

]
(k)

}
D+

1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}
.

Матриця Xr(k) утворена з r лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi{
X1(k);K

[
Ψ1(j)

]
(k)

}
PD1 .

За умови PD∗
1
̸= 0 будемо говорити, що рiзницево-агебраїчна крайова задача(1)

в разi виродження першого порядку представляє критичний випадок.
Приклад 2. Знайдемо розв’язок лiнiйної крайової задачi для системи рiзни-

цево-агебраїчних рiвнянь першого порядку

Az(k + 1) = B(k) z(k) + f(k), ℓz(·) = α, k = 0, 1, 2, 3, (12)

де матрицi A,B i вектор-функцiя f(k) визначенi в прикладi 1, крiм того

ℓz(·) := M z(3), M :=

(
1 0 0 0
0 0 1 0

)
, α :=

(
1
0

)
.

Оскiльки умову (2) не виконано, остiльки система рiзницево-агебраїчних рiв-
нянь (12) вироджена, при цьому має мiсце виродження першого порядку. Покла-
демо

ν1(k) := Ψ1(k)γ, Ψ1(k) :=
(
1 k k2

)
, γ ∈ R3,

при цьому для матрицi

Q1 = M X1(3) =

(
0 0 0
0 1 0

)
мають мiсце нерiвностi

PQ∗
1
=

(
1 0
0 0

)
̸= 0, PQ∗

1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}

̸= 0,

отже для фiксованої функцiї ν1(k) := 0 рiзницево-агебраїчна крайова задача (12)
не розв’язна. Оскiльки виконана умова

PQ∗
1
̸= 0, PD∗

1
= 0,

остiльки рiзницево-агебраїчна крайова задача (12) приведена до некритичного ви-
падку, отже, згiдно з доведеною теоремою крайова задача (12) розв’язна; тут

D1 =

(
0 0 0 1 2 4
0 1 0 0 0 0

)
, D+

1 =
1

21



0 0
0 21
0 0
1 0
2 0
4 0

 .
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Розв’язок крайової задачi (12)

z(k, cr) = Xr(k)cr +G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(k), cr ∈ R2

визначає

Xr(0) =


0 1
0 0
0 0
1 0

 , Xr(1) = Xr(2) = Xr(3) = 0

– фундаментальна матриця розв’язкiв однорiдної частини крайової задачi (12), а
також

G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(0) =


0
−1
−3
0

 , G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(1) =

1

42


2

−21
−84
0

 ,

G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(2) =

1

3


1
−1
−3
3

 , G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(3) =

1

4


4
−1
0
8


– оператор Грiна крайової задачi (12).

За умови
PQ∗

1
̸= 0, PD∗

1
= 0

будемо говорити, що рiзницево-агебраїчна крайова задача (1) приведена до некри-
тичного вмпадку. У некритичному випадку умова (11) виконується для будь-яких
неоднорiдностей лiнiйної рiзницево-агебраїчної крайової задачi (1).

Наслiдок. Задача про знаходження обмежених розв’язкiв системи лiнiйних
рiзницево-агебраїчних рiвнянь (1) у разi виродження першого порядку, за умови
(8), у разi обмеженостi матрицi A+

1 (k)B1(k) i вектор-стовпцiв

A+
1 (k)f1(k), S−1

0 (k − 1)D+
0 (k)g

(0)
2 (k)

для фiксованої обмеженою матрицi Ψ1(k) повного рангу має розв’язок вигляду

z(k, cρ0) = X1(k) cρ0 +K[f(j), ν1(j)](k), cρ0 ∈ Rρ0 .

У некритичному випадку загальний розв’язок лiнiйної рiзницево-агебраїчної край-
ової задачi (1)

z(k, cr) = Xr(k)cr +G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(k), cr ∈ Rr
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визначає узагальнений оператор Грiна лiнiйної рiзницево-агебраїчної крайової за-
дачi (1)

G

[
f(j);Ψ1(j);α

]
(k) := K

[
f(j)

]
(k)+

+

{
X1(k);K

[
Ψ1(j)

]
(k)

}
D+

1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}
.

Приклад 3. Знайдемо розв’язок лiнiйної крайової задачi для системи рiзни-
цево-агебраїчних рiвнянь першого порядку (12), де матрицi A,B i вектор-функцiя
f(k) визначенi в прикладi 1, крiм того

ℓz(·) := z(0)− z(3) = α, α :=
1

4

(
0 3 12 8

)∗
.

Оскiльки умову (2) не виконано, остiльки система рiзницево-агебраїчних рiв-
нянь (12) вироджена, при цьому має мiсце виродження першого порядку. Покла-
демо

Ψ1(k) :=
(
1 k k2

)
, γ ∈ R3,

при цьому для матрицi

Q1 = ℓX1(·) =


0 0 1
0 0 0
0 0 0
1 0 0


має мiсце рiвнiсть

PQ∗
1
=


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 ̸= 0, PQ∗
1

{
α− ℓK

[
f(j)

]
(·)
}

= 0,

отже рiзницево-агебраїчна крайова задача (12) представляє критичний випадок.
Крiм того, для фiксованої функцiї ν1(k) := 0 має мiсце рiвнiсть, отже рiзницево-
агебраїчна крайова задача (12) розв’язна. Розв’язок крайової задачi (12)

z(k, cr) = Xr(k)cr +G

[
f(j); 0;α

]
(k), cr ∈ R2

визначае

G

[
f(j); 0;α

]
(k) = K

[
f(j)

]
(k), k = 0, 1, 2, 3

– оператор Грiна крайової задачi (12).
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Запропонована в статтi схема дослiдження рiзницево-агебраїчних крайових за-
дач аналогiчно [13,14] може бути перенесена на дифференцiально-алгебраїчнi край-
овi задачi в частинних похiдних. З iншого боку, запропонована в статтi схема до-
слiдження рiзницево-агебраїчних крайових задач аналогiчно [15, 16] може бути
перенесена на матричнi рiзницево-агебраїчнi крайовi задачi.
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S.M. Chuiko, Ya.V. Kalinichenko, N.V. Popov
On the solvability of the degenerate Noetherian difference-algebraic boundary value
problem.

The original conditions of solvability and the scheme of finding solutions of a linear Noetherian
difference-algebraic boundary-value problem are proposed in the article, while the technique of pseudo-
inversion of matrices by Moore–Penrose is substantially used. The problem posed in the article
continues to study the conditions for solvability of linear Noetherian boundary value problems given in
the monographs of A.M. Samoilenko, A.V. Azbelev, V.P. Maximov, L.F. Rakhmatullina and A.A. Boi-
chuk. The study of differential-algebraic boundary-value problems is closely related to the investi-
gation of boundary-value problems for difference equations, initiated in the works of A.A. Markov,
S.N. Bernstein, Y.S. Bezikovych, O.O. Gelfond, S.L. Sobolev, V.S. Ryabenkyi, V.B. Demidovych,
A. Halanai, G.I. Marchuk, A.A. Samarskyi, Yu.A. Mytropolskyi, D.I. Martyniuk, G.M. Vainiko,
A.M. Samoilenko and A.A. Boichuk. On the other hand, the study of boundary-value problems for
difference equations is related to the study of differential-algebraic boundary-value problems initiated
in the papers of K. Weierstrass, N.N. Lusin and F.R. Gantmacher. Systematic study of differential-
algebraic boundary value problems is devoted to the works of S. Campbell, Yu.E. Boyarintsev, V.F. Chis-
tyakov, A.M. Samoilenko, N.A. Perestiyk, V.P. Yakovets, A.A. Boichuk, A. Ilchmann and T. Reis. The
study of differential-algebraic boundary value problems is also associated with numerous applications
of such problems in the theory of nonlinear oscillations, in mechanics, biology, radio engineering,
control theory, motion stability theory. The general case of a linear bounded operator corresponding
to the homogeneous part of a linear Noetherian difference-algebraic boundary value problem has no
inverse is investigated. The generalized Green operator of a linear difference-algebraic boundary value
problem is constructed in the article. The relevance of the study of solvability conditions, as well as
finding solutions of linear Noetherian difference-algebraic boundary-value problems, is associated with
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the widespread use of difference-algebraic boundary-value problems obtained by linearizing nonlinear
Noetherian boundary-value problems for systems of ordinary differential and difference equations.
Solvability conditions are proposed, as well as the scheme of finding solutions of linear Noetherian
difference-algebraic boundary value problems are illustrated in detail in the examples.

Keywords: linear Noether boundary value problem, systems of difference equations, pseudoinversion
of matrices by Moore–Penrose.
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