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ПРО ПОЛОЖЕННЯ РIВНОВАГИ МАТРИЧНОЇ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-АГЛЕБРАЇЧНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

У статтi знайдено умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора Грiна лiнiй-
ної нетерової матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi. Отримано достатнi умови
приведення матричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння до традицiйного диференцiаль-
но-алгебраїчного рiвняння з невiдомою у виглядi вектор-стовпця. Поставлена в статтi задача
продовжує дослiдження умов розв’язностi лiнiйних нетерових крайових задач, наведених у мо-
нографiях М.В. Азбелева, В.П. Максимова, Л.Ф. Рахматуллiної, А.М. Самойленка та О.А. Бой-
чука. Дослiджено загальний випадок, коли лiнiйний обмежений оператор, що вiдповiдає одно-
рiднiй частинi лiнiйної задачi Кошi для матричної диференцiально-алгебраїчної системи, не має
оберненого. Для розв’язання матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi введено
визначення положень рiвноваги матричної диференцiально-алгебраїчної системи та матричної
диференцiально-алгебраїчної крайової задачi. Запропоновано достатнi умови iснування та кон-
структивнi схеми знаходження положень рiвноваги матричної диференцiально-алгебраїчної си-
стеми та матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi. Окремо розглянуто випадки
положень рiвноваги матричної диференцiально-алгебраїчної системи, якi представляють собою
сталi матрицi, та положення рiвноваги, що залежать вiд незалежної змiнної. Для розв’язання мат-
ричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi використанi оригiнальнi умови розв’язностi,
а також конструкцiя загального розв’язку матричного рiвняння типу Сильвестра, при цьому
iстотно використано технiку псевдообернення матриць за Муром–Пенроузом. У статтi побудовано
узагальнений оператор Грiна лiнiйної нетерової матричної диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi. Запропонованi умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора Грiна
лiнiйної нетерової матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi детально проiлюстро-
вано на прикладах.
MSC: 34B15.
Ключовi слова: положення рiвноваги, матрична диференцiально-алгебраїчна крайова задача,
узагальнений оператор Грiна.

1. Постановка задачi.
Дослiджуємо задачу про побудову розв’язкiв [1–3]

Z(t) =

(
z(i,j)(t)

)
, Z(α,β)(·) ∈ C1[a; b], i = 1, 2, . . . , β, j = 1, 2, . . . , γ

матричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння

DZ(t) = AZ(t) + F (t), (1)

пiдпорядкованих крайовiй умовi

LZ(·) = A, A ∈ Rµ×ν . (2)

Робота виконана за фiнансової пiдтримки Мiнiстерства освiти i науки України, р/н
0118U003390.
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Тут

DZ(t) :=

p∑
i=1

Si(t)Z
′(t)Ri(t), AZ(t) :=

q∑
j=1

Φj(t)Z(t)Ψj(t),

– лiнiйнi матричнi оператори, Si(t),Φi(t) ∈ Rα×β , Ri(t),Ψj(t) ∈ Rγ×δ i F (t) – непе-
рервнi матрицi; LZ(·) – лiнiйний обмежений матричний функцiонал:

LZ(·) : C1[a; b] → Rµ×ν .

Взагалi кажучi, припускаємо α ̸= β ̸= γ ̸= δ ̸= µ ̸= ν – довiльнi натуральнi
числа. Матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) узагальнює традицiй-
нi постановки задач, як для матричних диференцiальних рiвнянь [1–3], так i для
диференцiально-алгебраїчних рiвнянь [4–7]. З iншого боку, матрична диференцiально-
алгебраїчна крайоваа задача (1), (2) узагальнює традицiйнi постановки нетерових
крайових задач для систем звичайних диференцiальних рiвнянь [8–10,12].

Позначимо Ξ(j) ∈ Rβ×γ , j = 1, 2, ... , β ·γ – базис простору Rβ×γ , при цьому за-
дача про знаходження розв’язкiв рiвняння (1) приводить до задачi про знаходжен-
ня вектора y(t) ∈ Rβγ , компоненти якого yj(t) ∈ C1[a; b] визначають розвинення
матрицi

Z(t) =

βγ∑
j=1

Ξ(j)yj(t), yj(t) ∈ R1, j = 1, 2, ... , β · γ

по векторах Ξ(j) ∈ Rβ×γ базиса простору Rβ×γ . Визначимо оператор [14,15]

M[B] : Rβ×γ → Rβ·γ ,

як оператор, який ставить у вiдповiднiсть матрицi B ∈ Rβ×γ – вектор-стовпець
M[B] ∈ Rβ·γ , складений з γ стовпцiв матрицi B, а також обернений оператор

M−1

{
M[B]

}
: Rβ·γ → Rβ×γ ,

який ставить у вiдповiднiсть вектору M[B] ∈ Rβ·γ матрицю B ∈ Rβ×γ . У нових
позначеннях лiнiйний матричний оператор DZ(t) набуває вигляду

DZ(t) :=

p∑
i=1

Si(t)Z
′(t)Ri(t) =

βγ∑
j=1

p∑
i=1

Si(t)Ξ
(j)Ri(t)y

′
j(t),

при цьому

M
[
DZ(t)

]
= Q(t) · y′(t), Q(t) :=

[
Qi(t)

]β·γ
i=1

∈ Rαδ×β·γ ,

де

Qj(t) = M

[
p∑

i=1

Si(t)Ξ
(j)Ri(t)

]
, j = 1, 2, ... , β · γ.
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Аналогiчно

M
[
AZ(t)

]
= Ω(t) · y(t), Ω(t) :=

[
Ωi(t)

]β·γ
i=1

∈ Rαδ×β·γ ,

де

Ωj(t) = M

[
q∑

i=1

Φi(t)Ξ
(j)Ψi(t)

]
, j = 1, 2, ... , β · γ.

Таким чином, задача про побудову розв’язкiв матричного диференцiально-алгебраїчного
рiвняння (1) приведена до задачi про знаходження розв’язкiв

y(t) = col

(
yi(t)

)
∈ Rβ·γ , yi(·) ∈ C1[a; b], i = 1, 2, . . . , β · γ

традицiйного диференцiально-алгебраїичного рiвняння [4–7]

Q(t) · y′(t) = Ω(t) · y(t) + F(t), F(t) := M
[
F (t)

]
. (3)

2. Стацiонарнi положення рiвноваги.
За умови

DZ(t) = 0, AZ(t) + F (t) = 0

будемо казати, що матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) має поло-
ження рiвноваги Z(t) ∈ C1[a; b]. Якщо ж положення рiвноваги матричного диферен-
цiально-алгебраїчного рiвняння (1) задовольняє крайову умову (2), будемо каза-
ти, що диференцiально-алгебраїчна крайова задача (1), (2) має положення рiв-
новаги Z(t) ∈ C1[a; b]. Зокрема, матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння
(1) може мати стацiонарнi положения рiвноваги Z(t) ≡ C ∈ Rβ×γ , для яких
DZ(t) ≡ 0. Оскiльки задача про побудову розв’язкiв матричного диференцiально-
алгебраїчного рiвняння (1) приведена до задачi про знаходження розв’язкiв тра-
дицiйного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (3), то для знаходження ста-
цiонарних положень рiвноваги Z(t) ≡ C ∈ Rβ×γ , для яких DZ(t) ≡ 0, достатньо
знайти вектор y(t) ≡ c ∈ Rβγ , для якого

Ω(t) · y(t) + F(t) = 0.

Остання рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли

PΩ∗(t)F(t) = 0. (4)

За умови (4) знаходимо вектор

y(t) = PΩr(t)cr − Ω+(t)F(t), cr ∈ Rr.

Тут Ω+(t) ∈ Rβ·γ×αδ – псевдообернена (по Муру–Пенроузу) матриця, PΩ∗(t)−
(αδ×αδ)− матриця-ортопроектор PΩ∗(t) : Rαδ → N(Ω∗(t)); матриця PΩr складена з
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r лiнiйно-незалежних столвпцiв (β ·γ×β ·γ)− ортопроектора PΩ : Rβ·γ → N(Ω), якi
представляють iз себе константи. В тому випадку, коли Ω+(t)F(t) – вектор, скла-
дений iз констант, за умови (4) узагальнене матричне диференцiально-алгебраїчне
рiвняння (1) має положення рiвноваги

Z(t) = W (t, cr) +K

[
F (t)

]
, W (t, cr) := M−1

[
PΩrcr

]
, cr ∈ Rr,

де

K

[
F (t)

]
:= M−1

[
Ω+(t)F(t)

]
– узагальнений оператор Грiна матричної задачi Коши Z(a) = 0 для диференцiаль-
но-алгебраїчної системи (1). Таким чином, доведена наступна достатня умова роз-
в’язностi задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи (1).

Лема. За умови (4), у випадку, коли Ω+(t)F(t) – вектор, складений iз кон-
стант, матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) має положення рiв-
новаги

Z(t) = W (t, cr) +K

[
F (t)

]
, W (t, cr) := M−1

[
PΩrcr

]
, cr ∈ Rr,

де

K

[
F (t)

]
:= −M−1

[
Ω+(t)F(t)

]
– узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для диферен-
цiально-алгебраїчної системи (1).

Позначимо Θ(j) ∈ Rr, j = 1, 2, ... , r – базис простору Rr. Пiдставляючи
розв’язок матричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (1) в крайову умову
(2), приходимо до задачi про знаходження розв’язкiв

cr =

r∑
j=1

Θ(j)ξj ∈ Rr, ξj ∈ R1, j = 1, 2, ... , r

матричного рiвняння типу Сильвестра [14]

LW (·, cr) + LK
[
F (·)

]
= A ∈ Rµ×ν . (5)

У критичному випадку (PQ∗ ̸= 0) за умови (4), у випадку, коли

PQ∗
d
M

{
A− LK

[
F (·)

]}
= 0, (6)
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i Ω+(t)F(t) — вектор, складений iз констант, розв’язок матричного рiвняння (5)
визначає вектор [14,15]

cr = Q+M
{
A− LK

[
F (·)

]}
+ PQρcρ, cρ ∈ Rρ.

Тут PQ∗− (µ · ν × µ · ν)− матриця-ортопроектор PQ∗ : Rµ·ν → N(Q∗), де

Q :=

[
Qi

]r
i=1

∈ Rµ·ν×r, Qi := M

{
LM−1

[
PΩrΘi

]}
, i = 1, 2, ... , r;

матриця PQρ складена iз ρ лiнiйно-незалежних стовпцiв (r×r)− матрицi-ортопро-
ектора PQ : Rr → N(Q). Матрица PQ∗

d
складена з d лiнiйно-незалежних рядкiв

матрицi-ортопроектора PQ∗ . Таким чином, у критичному випадку, за умови (4) i
(6), коли Ω+(t)F(t) – вектор, складений iз констант, розв’язок узагальненого мат-
ричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (1), який задовольняє крайову
умову(2)

Z(t, cρ) = W (t, cρ) +G

[
F (t);A

]
, W (t, cρ) := M−1

[
PΩrcρ

]
, cρ ∈ Rρ

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
F (t);A

]
= M−1

{
Q+M

{
A− LK

[
F (·)

]}}
+K

[
F (t)

]
матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (2). Таким чином, до-
ведена наступна достатня умова розв’язностi матричної диференцiально-алгебраїч-
ної крайової задачi (1), (2).

Теорема 1. У критичному випадку (PQ∗ ̸= 0), за умови (4) i (6), коли
Ω+(t)F(t) – вектор, складений iз констант, положення рiвноваги матричного
диференциально-алгебраїчного рiвняння (1), яке задовольняє крайову умову (2)

Z(t, cρ) = W (t, cρ) +G

[
F (t);A

]
, W (t, cρ) := M−1

[
PΩrcρ

]
, cρ ∈ Rρ

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
F (t);A

]
= M−1

{
Q+M

{
A− LK

[
F (·)

]}}
+K

[
F (s)

]
матричної диференцiально-алгебраїчнної крайової задачi (1), (2), де

K

[
F (t)

]
:= M−1

[
Ω+(t)F(t)

]
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узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (1).

Приклад 1. Вимогам теореми 1 задовольняє задача про побудову 2π-перiодичних
розв’язкiв матричної диференцiально-алгебраїчної системи

DZ(t) = AZ(t) + F (t), (7)

де

S1 :=


0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , S2 :=


0 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , R1 :=

(
1 0 0
0 0 0

)
, R2 :=

(
0 0 0
0 1 0

)
,

Φ1 := Φ2 :=


0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , F (t) :=


0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,Ψ1 := R2, Ψ2 :=

(
0 1 0
0 1 0

)
.

Позначимо

Ξ1 :=

 1 0
0 0
0 0

 , Ξ2 :=

 0 0
1 0
0 0

 , ... Ξ6 :=

 0 0
0 0
0 1


природний базис простору R3×2, при цьому

Q =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



, Ω :=



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



.

Отже умову (4) виконано i

Ω+(t)F(t) =
1

5

(
0 0 1 0 0 2

)
– вектор, складений iз констант, отже матричне диференцiально-алгебраїчне рiв-
нянн (7) має положення рiвноваги

Z(t) = W (t, cr) +K

[
F (t)

]
, W (t, cr) =

 c1 c4
c2 c5
2c3 −c3

 ,
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де

K

[
F (t)

]
:= −1

5

 0 0
0 0
1 2


– узагальнений оператор Грiна матричної задачi Кошi Z(a) = 0 для диферен-
цiально-алгебраїчної системи (7); тут

PΩ∗(t) =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



, PΩr(t) =



5 0 0 0 0
0 5 0 0 0
0 0 4 0 0
0 0 0 5 0
0 0 0 0 5
0 0 −2 0 0

 .

Для матричної крайової задачi (7) має мiсце критичний випадок (PQ∗ ̸= 0), при
цьому

A = 0, LK
[
F (·)

]
= 0,

вiдповiдно, умову (6) виконано; таким чином, положення рiвноваги матричної
крайової задачi (7)

Z(t, cρ) = W (t, cρ) +G

[
F (t);A

]
, W (t, cρ) = W (t, cr), cr ∈ R5

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
F (t);A

]
= K

[
F (t)

]
матричної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (7).

3. Нестацiонарнi положення рiвноваги.
Зокрема, матричне диференцiально-алгебраїчне рiвняння (1) може мати неста-

цiонарнi положення рiвноваги

Z(t) ∈ C1[a; b],

для яких DZ(t) ≡ 0. Оскiльки задача про побудову розв’язкiв матричного дифе-
ренцiально-алгебраїчного рiвняння (1) приведена до задачi про знаходження роз-
в’язкiв традицiйного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (3), отже для зна-
ходження нестацiонарних положень рiвноваги, для яких DZ(t) ≡ 0, достатньо
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знайти вектор y(t) ∈ C1[a; b], для якого

Q(t) · y′(t) ≡ 0, Ω(t) · y(t) + F(t) = 0.

Перша рiвнiсть має мiсце за умови PQ(t) ̸= 0, наприклад, для вектора

y(t) = PQr(t)x(t), x(t) ∈ C1[a; b].

Позначимо матрицю B(t) := Ω(t) · PQr(t); за умови

PQ(t) ̸= 0, PB∗(t)F(t) = 0, B+(t)F(t) ∈ C1[a; b]. (8)

для знаходження нестацiонарних положень рiвноваги достатньо знайти вектор

x(t) = −B+(t)F(t) + PBρ(t)φρ(t), φρ(t) ∈ Rρ,

при цьому
y(t) = PQr(t)PBρ(t)φρ(t)− PQr(t)B+(t)F(t).

За умови (8) i

LW(·, φρ(·)) + LK
[
F (·)

]
= A (9)

знайдене нестацiонарне положення рiвноваги

Z(t, φρ(t)) = W(t, φρ(t)) + G
[
F (t)

]
, W(t, φρ(t)) = M−1

[
PQr(t)PBρ(t)φρ(t)

]
матричного диференцiально-алгебраїчного рiвняння (1) задовольняє крайову умо-
ву (2) i залежить вiд довiльної вектор-функцiї φρ(t) ∈ C1[a; b]; тут

G
[
F (t)

]
:= K

[
F (t)

]
:= −M−1

[
PQr(t)B+(t)F(t)

]
.

Таким чином, доведено наступну достатню умову розв’язностi матричної дифе-
ренцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (2).

Теорема 2. За умов (8) i (9) нестацiонарне положення рiвноваги

Z(t, φρ(t)) = W(t, φρ(t)) + G
[
F (t)

]
, W(t, φρ(t)) = M−1

[
PQr(t)PBρ(t)φρ(t)

]
матричного диференцiально-алгебраїчого рiвняння (1) задовольняє крайову умову
(2) i залежить вiд довiльної вектор-функцiї φρ(t) ∈ C1[a; b]; тут

G
[
F (t)

]
:= −M−1

[
PQr(t)B+(t)F(t)

]
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– узагальнений оператор Грiна матричної крайової задачi (1), (2).

Вiдмiтимо, що рiвняння (7), дослiджене в прикладi 1, не має нестацiонарних
положень рiвноваги, отже не виконано умову (8), а саме: PB∗(t)F(t) = F(t), вiдпо-
вiдно B(t) ≡ 0.

Приклад 2. Вимогам доведеної теореми 2 задовольняє задача про побудову
розв’язкiв матричної диференцiально-алгебраїчної системи

DZ(t) = AZ(t) + F (t), (10)

якi задовольняють крайову умову

LZ(·) :=
∫ 2π

0
Λ(t)Z(t)Π(t)dt = 0. (11)

де

S1 :=


0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 1 0

 , S2 :=


0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , R1 :=

(
0 0 0
0 1 0

)
, R2 :=

(
1 0 0
0 0 0

)
,

Φ1 :=


0 0 0
0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , Φ2 :=


1 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , F (t) :=


0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , Ψ1 :=

(
0 1 0
0 1 0

)
,

Ψ2 :=

(
0 1 0
0 0 0

)
, Λ(t) :=


0 1 0
0 0 0
1 0 0
0 0 1

 , Π(t) :=

(
1 0 1
0 1 0

)
.

Використовуючи природний базис

Ξ1 :=

 1 0
0 0
0 0

 , Ξ2 :=

 0 0
1 0
0 0

 , ... , Ξ6 :=

 0 0
0 0
0 1
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простору R3×2 знаходимо

Q =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



, Ω :=



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 1
0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



.

Ортопроектори

PB∗(t) =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



, PB(t) =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



матрицi

B(t) =



0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
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гарантують виконання умови (8), при цьому

W(t, φρ(t)) =

 0 0
φ(t) 0
0 0

 , G
[
F (t)

]
= K

[
F (t)

]
=

 − sin t sin t− cos t
0 0
0 0

 .

Оскiльки умову (9) виконано, тодi знайдене нестацiонарне положення рiвноваги

Z(t, φρ(t)) = W(t, φρ(t)) + G
[
F (t)

]
, W(t, φρ(t)) = M−1

[
PQr(t)PBρ(t)φρ(t)

]
диференцiально-алгебраїчного рiвняння (10) задовольняє крайову умову (11) i за-
лежить вiд довiльної непрерервної скалярної функцiї φρ(t).

Припустимо далi, що матрична диференцiально-алгебраїчна задача (1), (2) за-
довольняє вимогам i теореми 1 i теореми 2 i, отже, має i стацiонарнi

Z(t, cρ) = W (t, cρ) +G

[
F (t);A

]
, cρ ∈ Rρ

i нестацiонарнi положення рiвноваги

Z(t, φρ(t)) = W(t, φρ(t)) + G
[
F (t)

]
.

В цьому випадку однорiдна частина диференцiально-алгебраїчної задачi (1), (2)
має розв’язок

Z(t, cρ, φρ(t)) = W (t, cρ) +W(t, φρ(t)), cρ ∈ Rρ,

який залежить вiд довiльної непрервної функцiї φρ(t); при цьому частинний роз-
в’язок неоднорiдної диференцiально-алгебраїчної задачi (1), (2) визначає довiль-
ний: G[F (t);A], або G[F (t)] – узагальнений оператор Грiна матричної крайової
задачi (1), (2).

Приклад 3. Вимогам i теореми 1 i теореми 2 задовольняє задача про побудо-
ву розв’язкiв матричної диференцiально-алгебраїчної системи (10), якi задоволь-
няють крайову умову (11), дослiджену в прикладi 2.

У прикладi 2 показано, що задача про побудову розв’язкiв матричної диферен-
цiально-алгебраїчної задачi (10), (11), задовольняє вимогам теореми 2. Для мат-
ричної диференцiально-алгебраїчної системи (10) виконується вимога (4), при цьо-
му

Ω+(t)F(t) =
(
sin t 0 0 cos t− sin t 0 0

)∗
– вектор, складений iз констант, отже матричне диференцiально-алгебраїчне рiв-
няння (10) має положення рiвноваги

Z(t) = W (t, cr) +K

[
F (t)

]
, W (t, cr) :=

 0 0
c1 c3
c2 −2c2

 ,
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де

K

[
F (t)

]
=

 − sin t sin t− cos t
0 0
0 0

 .

Оскiльки вимоги i теореми 1 i теореми 2 виконанi, то знайдене положення рiвно-
ваги

Z(t, φρ(t)) = W(t, φρ(t)) + G
[
F (t)

]
, G

[
F (t)

]
= K

[
F (t)

]
диференцiально-алгебраїчного рiвняння (10) задовольняє крайову умову (11) i за-
лежить вiд довiльної непрервної скалярної функцiї φρ(t).

Запропонована в статтi схема дослiдження матричних диференцiйно-алгебраїчних
задач аналогiчно [8,17] може бути перенесена на нелiнiйнi матричнi диференцiально-
алгебраїчнi крайовi задачi, в тому числi, в частинних похiдних [18–20].
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S.М. Chuiko, O.V. Nesmelova
About the equilibrium positions of a matrix differential-algebraic boundary value pro-
blem.

In the article we found the solvability conditions and the construction of the generalized Green
operator of the linear Noetherian matrix differential-algebraic boundary value problem. We obtained
sufficient conditions of transformationsof the matrix differential-algebraic equation to a traditional
differential-algebraic equation with an unknown in the form of a column vector. The problem that
reviewed in the article continues the study of solvability conditions for the linear Noetherian boundary
value problems given in the monographs of M.V. Azbelev, V.P. Maksimov, L.F. Rakhmatullina,
A.M. Samoilenko and A.A. Boichuk. We investigated the general case when the linear bounded operator
corresponding to the homogeneous part of the linear Cauchy problem for the matrix differential-
algebraic system does not have the reverse operator. We introduced the definition of the equilibrium
positions of the matrix differential-algebraic system and the matrix differential-algebraic boundary-
value problem to solve the matrix differential-algebraic boundary-value problem. We proposed sufficient
conditions of existence and constructive schemes for finding the equilibrium positions of the mat-
rix differential-algebraic system and the matrix differential-algebraic boundary value problem. The
cases of equilibrium positions of the matrix differential-algebraic system, which are constant matrices,
and equilibrium positions depending on an independent variable are considered separately. To solve
the matrix differential-algebraic boundary-value problem, we used the original solvability conditions
and the construction of the general solution of the Sylvester-type matrix equation, while the Moore–
Penrose matrix pseudoinverse technique was essentially used. In the article we constructed the ge-
neralized Green operator of the linear Noetherian matrix differential-algebraic boundary value problem.
The proposed solvability conditions and the construction of the generalized Green operator of the
linear Noetherian matrix differential-algebraic boundary value problem, were illustrated in detail with
examples.

Keywords: equilibrium position, matrix differential-algebraic boundary value problem, generalized
Green operator.
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