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ЗАДАЧА ПРО ДОБУТОК ВНУТРIШНIХ РАДIУСIВ ЧОТИРЬОХ
НЕПЕРЕТИННИХ ОБЛАСТЕЙ, ДЕЯКI З ЯКИХ СИМЕТРИЧНI
ВIДНОСНО ОДИНИЧНОГО КОЛА

В роботi розглядається достатньо загальна проблема геометричної теорiї функцiй про екстре-
мальне розбиття комплексної площини, а саме задача про знаходження максимуму добутку
внутрiшнiх радiусiв неперетинних областей {Bk}nk=1, симетричних вiдносно одиничного кола, i
степеня γ внутрiшнього радiуса областi {B0}, яка мiстить точку нуль. Дана задача розглядалася
в роботах В.М. Дубiнiна, Л.В. Ковальова, Г.П. Бахтiної та iнших, у 1994 роцi була виставлена
В.М. Дубiнiним в списку нерозв’язаних проблем. В 2000 р. для γ = 1 i для всiх n > 2 цю проблему
розв’язав Л.В Ковальов. У данiй роботi розглядається випадок трьох симетричних неперетинних
областей, причому степiнь внутрiшнього радiуса областi {B0} знаходиться в межах 0 < γ ≤ 1.233
i для даного випадку знайдено повний розв’язок без додаткових обмежень.
MSC: 30C75.
Ключовi слова: внутрiшнiй радiус областi, неперетиннi областi, роздiляюче перетворення,
квадратичний диференцiал.

Задачi про екстремальне розбиття комплексної площини складають вiдомий
класичний напрям геометричної теорiї функцiй комплексної змiнної. Ця тематика
бере початок вiд статтi М.О. Лаврентьева 1934 року [1] i потiм развивалася в
работах багатьох авторiв [2–9].

Нехай N и R – множини натуральних i дiйсних чисел вiдповiдно, C – комплекс-
на площина, i нехай C = C

∪
{∞} – розширена комплексна площина, R+ = (0,∞).

На розширенiй комплекснiй площинi розглянемо систему довiльних неперетинних
многозвязних областей {Bk}nk=0, причому n областей {Bk}nk=1 симетричнi вiдносно
одиничного кола i нехай r(B, a) – внутрiшнiй радiус областi B ⊂ C вiдносно точки
a ∈ B.

Розглянемо наступну екстремальну проблему.
Проблема 1. Знайти точну верхню оцiнку для функцiоналу

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak), (1)

де γ ∈ R+, a0 = 0, |a1| = . . . = |an| = 1, ak ∈ Bk ∈ C, де Bi
∩

Bj = ∅ при 0 ≤ i, j ≤ n
i i ̸= j – неперетиннi областi, и B1, . . . , Bn симетричнi вiдносно одиничного кола.

Вперше в 1984 р. аналогiчну задачу зi вiльними полюсами для симетричних
однозвязних областей розглянула Г. Бахтiна в роботi [5]. В 1994 р. дану задачу
поставив В. Дубiнiн в роботi [7] як нерозв’язану проблему. В 2000 р. для γ = 1
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i для всiх n > 2 цю проблему розв’язав Л. Ковальов [8, 9]. Одному з частинних
випадкiв даної проблеми i присвячена дана робота.

Нехай для конкретностi

0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π.

Позначимо

α1 :=
1
π (arg a2 − arg a1),α2 :=

1
π (arg a3 − arg a2)... αn := 1

π (2π − arg an).

Нехай α0 = max
k

αk, k = 1, n.
Правильна наступна теорема.
Теорема 1. Для довiльного набору точок ak, таких, що a0 = 0, |ak| = 1,

a1 = 1, k = 1, 3, i довiльного набору взаємно неперетинних областей Bk, a0 =
0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, 3, причому областi Bk, k = 1, 3, симетричнi
вiдносно одиничного кола |w| = 1, i довiльного дiйсного γ, такого, що 0 < γ ≤ 1.233
правильна нерiвнiсть

rγ (B0, 0)

3∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

3

)3

· (2γ)
γ
3

27 (9− 2γ)
3
2
+ γ

3

·
(
3−

√
2γ

3 +
√
2γ

)√
2γ

. (2)

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, зокрема, у випадку, якщо ak = a
(0)
k ,

Bk = B
(0)
k , k = 0, 3, де a

(0)
k i B

(0)
k , k = 0, 3, є, вiдповiдно, полюсами i круговими

областями квадратичного диференцiалу

Q(w)dw2 = −γw6 + 2(9− γ)w3 + γ

w2(w3 − 1)2
dw2. (3)

Доведення. Зауважимо, що випадок 0 < γ < 1 був розглянутий в роботi [10],
випадок γ = 1 – в роботi [8], а випадок α0 ≤ 2√

2γ
– в роботi [11]. Таким чином, нам

достатньо розглянути випадок 1 < γ < 1.233 i α0 >
2√
2γ
.

Доведення теореми грунтується на методах i iдеях робiт [4, 7, 8].
Покажемо, що при умовi α0 > 2√

2γ
, значення функцiонала (1) задовольняє

спiввiдношення (2).
Нехай

Pk := {w : arg ak < argw < arg ak+1},

k = 1, 3, arg a4 = 2π, P0 := P3, P4 := P1 α1 + α2 + α3 = 2.
При кожному k = 1, 3 позначимо через zk(w) ту вiтку многозначної аналiтич-

ної функцiї z = −i(e−i arg akw)
1
αk , z0 := z3, z4 := z1, яка конформно i однолисно

вiдображає областi Pk, k = 1, 3 на праву пiвплощину Rez > 0.

Тодi для областей Bk, k = 1, 3, таких, як i в Задачi 1, позначимо через D
(1)
k

об’єднання зв’язної компоненти множини zk(Bk
∩

Pk), що мiстить точку zk(ak) з її
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вiдображенням вiдносно уявної осi, а через D
(1)
k – об’єднання зв’язної компоненти

множини zk−1(Bk
∩

Pk−1), що мiстить точку zk−1(ak) з її вiдображенням вiдносно
уявної осi, D

(2)
0 := D

(2)
2 . Сiм’ю двох симетричних вiдносно уявної осi областей

{D(1)
k ;D

(2)
k−1}, будемо називати результатом роздiляючого перетворення областi Bk.

Для утворених областей, згiдно з теоремою 2 роботи [6], правильна нерiвнiсть:

3∏
k=1

r(Bk, ak) ≤
3∏

k=1

αk · (r(D
(i)
k+1, i)r(D

(2)
k ,−i))

1
2 .

Аналогiчно проводиться роздiляюче перетворення областi B0 i отримаємо нерiв-
нiсть

r(B0, 0) ≤
3∏

k=1

(r(D
(k)
0 ; 0)

α2
k
2 .

Використовуючи результати робiт [6,7] i властивостi роздiляючого перетворен-
ня, отримаєм

I03 (γ) = rγ
(
B

(0)
0 , 0

) 3∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
=

=

(
4

3

)3

· (2γ)
γ
3

27 (9− 2γ)
3
2
+ γ

3

·
(
3−

√
2γ

3 +
√
2γ

)√
2γ

,

де B
(0)
k , a(0)k , k = 0, 3, a(0)0 = 0, вiдповiдно, круговi областi i полюси квадратичного

диференцiала (3).
Правильна наступна лема.
Лема 1. Нехай B0, B1, B2,...,Bn, (n ≥ 2) – попарно неперетинi областi в C,

a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, (aj ∈ Bj), j = 0, n i q > 0, q ∈ R, r(Bj , aj) - внутрiшнiй
радiус областi Bj в точцi aj i 0 < γ < n. Тодi при умовi, що

r(B0, a0) ≥ q
1

γ−n

виконується нерiвнiсть:

rγ(B0, a0) ·
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ q.

Доведення. Нехай
r(B0, a0) = p ≥ q

1
γ−n .

Застосуємо теорему Лаврентьєва [1] для областей B0 i B1, отримаємо, що

r(B0, 0) · r(B1, a1) ≤| a1 |= 1.

Оскiльки r(B0, 0) = p, то

r(B1, a1) ≤
1

p
.
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Аналогiчно
r(Bk, ak) ≤

1

p

для
k = 1, n.

Тодi

rγ(B0, a0) ·
n∏

k=1

r(Bk, ak) ≤ pγ · 1
pn = pγ−n ≤ (q

1
γ−n )γ−n = q.

Лему доведено. �
Взявши в Лемi 1 q = I0n(γ), отримаємо, що для r(B0, a0) ≥

(
I0n(γ)

) 1
γ−n пра-

вильна нерiвнiсть (2). Тому нам достатньо розглядати тiльки випадок r(B0, a0) <(
I0n(γ)

) 1
γ−n .

Зауважимо, що:

rγ (B0, 0)
3∏

k=1

r (Bk, ak) =
3∏

k=0

r (Bk, ak) r
γ−1 (B0, 0) . (4)

За теоремою 1 роботи [12], а також, враховуючи, що α0 > 2√
2γ
, правильна

нерiвнiсть
3∏

k=0

r (Bk, ak) ≤
9

4
8
3

(|a1 − a2| · |a1 − a3| · |a2 − a3|)
2
3 <

<
9

4
8
3

·
(
8 sin2

π

2

(
1− 1√

2γ

)
sinπ

(
1− 1√

2γ

)) 2
3

.

Таким чином, в (4) отримаємо:

rγ (B0, 0)
3∏

k=1

r (Bk, ak) <
9

4
5
3

·
(
sin2

π

2

(
1− 1√

2γ

)
sinπ

(
1− 1√

2γ

)) 2
3 (

I0n(γ)
) γ−1

γ−3 .

(5)
Далi, нехай

Jn(γ) =
In(γ)

I0n(γ)
=

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(B
(0)
0 , 0)

n∏
k=1

r(B
(0)
k , a

(0)
k )

.

Використовуючи (5), отримаємо наступну нерiвнiсть:

Jn(γ) 6
9

4
5
3

·
(
sin2

π

2

(
1− 1√

2γ

)
sinπ

(
1− 1√

2γ

)) 2
3 (

I0n(γ)
) 2

γ−3 . (6)
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Зауважимо, що Jn(1.233) < 1, таким чином для γ = 1.233 i довiльного набору
областей Bk i точок ak, k = 0, 3, якi задовольняють умови Теореми 1, правильна
нерiвнiсть In(γ) < I0n(γ), а значить для даного випадку теорема доведена. Пра-
вильнiсть теореми для 1 < γ < 1.233 випливає з монотонного зростання по γ
виразу, записаного в правiй частинi нерiвностi (6).

Теорема доведена.�
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A.K. Bakhtin, Ya.V. Zabolotnii
The problem of the product of inner radii of four nonoverlapping domains, some of there
are symmetric about unit circle.

Considered in the paper is one quite general problem of geometric function theory on extremal
decomposition of the complex plane, namely to determine the maximum of product of the inner radii
of n non-overlapping domains {Bk}nk=1,, symmetric with respect to the unit circle, and the power γ of
the inner radius of a domain {B0}, which contains the origin. Starting point of the theory of extremal
problems on non-overlapping domains is the result of Lavrent’ev [1] who in 1934 solved the problem of
a product of conformal radii of two mutually nonoverlapping simply connected domains. It was the first
result of this direction. Goluzin [2] generalized this problem in the case of an arbitrary finite number of
mutually disjoint domains and obtained an accurate evaluation for the case of three domains. Further,
Kuzmina [12] showed that the problem of the evaluation for the case of four domains is reduced to
the smallest capacity problems in a certain continuum family and received the exact inequality for
n = 4. For n ≥ 5 full solution of the problem is not obtained at this time. The problem, considered
in this paper, stated in [7] by V.N. Dubinin and earlier in different form by G.P. Bakhtina [5]. Let
a0 = 0, |a1| = . . . = |an| = 1, ak ∈ Bk ∈ C, where B0, . . . , Bn are disjoint domains, and B1, . . . , Bn

are symmetric about the unit circle. Find the exact upper bound for rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak), where

r(Bk, ak) is the inner radius of Bk with respect to ak. For γ = 1 and n ≥ 2 this problem was
solved by L.V. Kovalev [8, 9] and for γn = 0, 38n2 and n ≥ 2 under the additional assumption that
the maximum α0 of the angles between neighbouring line segments [0, ak] do not exceed 2π/

√
2γ it

was solved in [11]. In the present paper this problem is solved for three non-overlapping symmetric
domains and for 0 < γ ≤ 1.233 without additional restrictions, moreover, for the first time such 1 < γ

are considered for this case. Was proved the lemma, by which it was obtained the estimate of the inner
radius of a domain {B0}, which contains the origin. Using this lemma and the result of paper [11], it
was proved that for α0 > 2π/

√
2γ consided product does not exceed some expression.

Keywords: inner radius of domain, non-overlapping domains, separating transformation, quadratic
differential.
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