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НЕПЕРЕРВНIСТЬ СЛАБКИХ РОЗВ’ЯЗКIВ НЕЛIНIЙНИХ
РIВНЯНЬ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКУ З ПIДСИЛЕНОЮ
ЕЛIПТИЧНIСТЮ ЧЕРЕЗ ПОТЕНЦIАЛИ ВОЛЬФА

Розглядаються нелiнiйнi дивергентнi рiвняння четвертого порядку з L1 правими частинами i
умовою пiдсиленої елiптичностi на коефiцiєнти. Основним результатом статтi є теорема про оцiн-
ку коливання в кулi узагальнених розв’язкiв розглянутих рiвнянь через потенцiали Вольфа їх
правих частин. Як наслiдок одержано новий результат про внутрiшню неперервнiсть розв’язкiв
рiвнянь з правими частинами з класу Като, який характеризується рiвномiрною збiжнiстю до ну-
ля вiдповiдних потенцiалiв Вольфа. Розглянуто окремi важливi випадки виконання цiєї умови:
права частина рiвняння належить до простору Морi з показником бiльше певного гранично-
го значення, тодi розв’язки є локально неперервними за Гельдером; права частина належить
до граничних класiв Лоренца–Зiгмунда, розв’язки є локально неперервними, але не Гельдер-
неперервними, всерединi областi. У разi, коли сумовнiсть правих частин розглянутих рiвнянь
характеризується показниками, меншими зазначених граничних значень, iснують приклади необ-
межених розривних розв’язкiв. Встановленi факти є точними аналогами вiдповiдних результатiв
в теорiї елiптичних рiвнянь другого порядку.
MSC: 31C15, 35B45, 35D30, 35J30, 35J62.
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1. Вступ.
Нехай n ∈ N, n > 3, Ω – обмежена вiдкрита множина в Rn, i нехай f ∈ L1(Ω).

Розглядається нелiнiйне диференцiальне рiвняння з частинними похiдними чет-
вертого порядку у дивергентному виглядi:∑

α∈Λ2

(−1)|α|DαAα(x,∇2u) = f(x), x = (x1, . . . xn) ∈ Ω. (1)

Тут i надалi ми використовуємо такi позначення: α = (α1, . . . , αn) — n-вимiрний
мультиiндекс з невiд’ємними цiлими компонентами αi, i = 1, . . . , n, |α| = α1 +
· · · + αn; Λ2 — множина всiх n-вимiрних мультиiндексiв, таких, що |α| = 1 або
|α| = 2; Rn,2 — простiр, який складається з усiх векторiв ξ = {ξα ∈ R : α ∈ Λ2};
Dα = ∂|α|/∂xα1

1 · · · ∂xαn
n i ∇2u = {Dαu : |α| = 1, 2}.

Стосовно коефiцiєнтiв {Aα}α∈Λ2 рiвняння (1) робимо такi припущення:

(H1) Для будь-якого α ∈ Λ2, Aα : Ω×Rn,2 → R є функцiєю Каратеодорi, тобто для
кожного ξ ∈ Rn,2 функцiя Aα(·, ξ) є вимiрною на Ω, i для майже всiх x ∈ Ω
функцiя Aα(x, ·) є неперервною в Rn,2.

(H2) Нехай 1 < p < n/2 i 2p < q 6 n. Iснують додатнi сталi c1, c2 i невiд’ємнi
функцiї f1, f2 ∈ L1(Ω), такi, що для майже всiх x ∈ Ω i кожного ξ ∈ Rn,2
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виконуються нерiвностi:∑
|α|=1,2

Aα(x, ξ)ξα > c1

{ ∑
|α|=1

|ξα|q +
∑
|α|=2

|ξα|p
}
− f1(x), (2)

∑
|α|=1

|Aα(x, ξ)|q/(q−1)+
∑
|α|=2

|Aα(x, ξ)|p/(p−1) 6 c2

{ ∑
|α|=1

|ξα|q+
∑
|α|=2

|ξα|p
}
+f2(x).

(3)

Через W 1,q
2,p (Ω) позначаємо банахiв простiр W 1,q(Ω) ∩W 2,p(Ω) з нормою

∥u∥ = ∥u∥W 1,q(Ω) +
∑
|α|=2

∥Dαu∥Lp(Ω), u ∈W 1,q
2,p (Ω).

Тут W 1,q(Ω) i W 2,p(Ω) — класичнi простори Соболєва [11, гл. 7]. Замикання мно-
жини C∞

0 (Ω) у просторах W 1,q(Ω) i W 1,q
2,p (Ω) позначаємо через W 1,q

0 (Ω) i W̊ 1,q
2,p (Ω)

вiдповiдно.
Означення. Слабким (або узагальненим) розв’язком рiвняння (1) називається

функцiя u ∈ W 1,q
2,p (Ω), така, що для будь-якої функцiї v ∈ W̊ 1,q

2,p (Ω) ∩ L∞(Ω) з
компактним носiєм в Ω виконується iнтегральна рiвнiсть∫

Ω

{ ∑
α∈Λ2

Aα(x,∇2u)D
αv

}
dx =

∫
Ω
fv dx. (4)

Iснування узагальнених розв’язкiв рiвняння (1) можна довести методом мо-
нотонних операторiв, якщо, додатково до припущень (H1) i (H2), коефiцiєнти
{Aα}α∈Λ2 задовольняють умову монотонностi, а права частина рiвняння f має
пiдвищену сумовнiсть, так, що права частина рiвностi (4) є неперервним лiнiй-
ним функцiоналом, визначеним у просторi W 1,q

2,p (Ω). З точки зору нелiнiйної теорiї
потенцiалу, якої ми дотримуємося в цiй статтi, остання умова виконується, якщо∫

Ω
|f(x)|Wf

1,q(x;R) dx < +∞

для деякого R > 0 (див. [12, Теорема 1]). Тут функцiю f продовжено нулем на
Rn \ Ω, i

Wf
a,b(y;R) =

∫ R

0

(
1

rn−ab

∫
Br(y)

|f(x)| dx
)1/(b−1)dr

r
, b > 1, n > ab

є рiзновид нелiнiйного потенцiалу [25], так званий потенцiал Вольфа [1,12]. Запис
Br(y), як завжди, позначає множину {x ∈ Rn : |x − y| < r} – вiдкриту кулю з
центром у точцi y ∈ Rn i радiусом r > 0. У разi, коли функцiя f належить тiльки
до L1(Ω) i не має кращої сумовностi, ми посилаємося на [16, 20] для доведення
розв’язностi рiвняння (1) в припущеннях (H1) i (H2).
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Квазiлiнiйнi дивергентнi рiвняння високого порядку (2m, m > 2), зокрема чет-
вертого, зi структурними умовами на коефiцiєнти на зразок нерiвностей (2), (3)
вперше з’явились в роботi I.В. Скрипника [34] в контекстi проблеми регулярностi
розв’язкiв елiптичних рiвнянь з частинними похiдними у багатовимiрних областях
евклiдового простору Rn (19-а проблема Гiльберта). Для рiвнянь другого порядку
(m = 1) цю проблему спочатку розв’язали Е. Де Джорджi, Дж. Неш, Ю. Мозер
для лiнiйних рiвнянь, i згодом Дж. Серрiн, О.А. Ладиженська i Н.М. Уральцева
у загальному випадку квазiлiнiйних рiвнянь. В результатi цих дослiджень, з яки-
ми можна ознайомитись, наприклад, за монографiями [7, 11, 22], сформувалися
природнi (стандартнi) припущення на коефiцiєнти квазiлiнiйних елiптичних рiв-
нянь другого порядку, що забезпечили коректне означення, iснування, а згодом, i
регулярнiсть їх слабких розв’язкiв з просторiв Соболєва W 1,p(Ω), коли n > p > 1.

Для рiвнянь вищих порядкiв аналогiчнi, стандартнi для простору Wm,p(Ω),
умови вже не гарантують регулярностi розв’язкiв, якщо n > mp. Вiдповiднi контр-
приклади необмежених, розривних розв’язкiв навели В.Г. Мазья [24], Е. Де Джор-
джi [7], I.В. Скрипник [33, 34] та iн. Саме з метою уникнення розгляду таких
прикладiв в роботi [34] було видiлено пiдклас дивергентних рiвнянь порядку 2m,
m > 2, у яких всi узагальненi розв’язки локально неперервнi за Гельдером i якi
характеризуються пiдсиленою умовою елiптичностi (коерцитивностi у просторi
Wm,p(Ω) ∩W 1,q(Ω), n > q > mp) i вiдповiдною умовою зростання на коефiцiєн-
ти. У новiй роботi [38] ми використовуємо термiн "m-(p, q) умови"для позначення
цього факту. Для m = 2 цi умови збiгаються з нерiвностями (2), (3), а при m = 1
перетворюються на так званi нестандартнi (p, q)-умови зростання для коефiцiєн-
тiв рiвнянь другого порядку (для бiльш докладної iнформацiї дивись, наприклад,
публiкацiї [26, 36,38] i посилання в них).

Структурнi m-(p, q) умови надiляють рiвняння високого порядку якiсними вла-
стивостями, притаманними рiвнянню q-Лапласа:

−div(|∇u|q−2∇u) = f в Ω, (5)

на зразок теорiї Де Джорджi-Неша-Мозера (див. [4, 17–19,29,30,34,37]).
Особливо добре це видно на прикладi роботи [38], в якiй на рiвняння з m-

(p, q) структурними умовами поширено знаменитий результат T. Кiлпелайнена i
Я. Мали [15] про поточковi оцiнки для розв’язкiв u ∈ W 1,q(Ω) рiвняння (5), що
мають вигляд:

|u(x0)| 6 C

(
R−n

∫
BR(x0)

|u|(q−1)(1+λ) dx

) 1
(q−1)(1+λ)

+ CWf
1,q(x0; 2R), (6)

C ′Wf
1,q(x0;R) 6 u(x0) 6 C ′′ inf

BR(x0)
u+ C ′′Wf

1,q(x0; 2R) (u, f > 0 в Ω), (7)

де λ ∈ (0, q−1
n−q+1), C, C ′, C ′′ – додатнi сталi, залежнi тiльки вiд n, q i λ, x0 ∈ Ω –

довiльна лебегова точка функцiї u i B3R(x0) ⊂ Ω. Цi оцiнки цiкавi тим, що дозволя-
ють вивчати локальнi властивостi розв’язкiв рiвняння (5) (i бiльш загальних ква-
зiлiнiйних рiвнянь), аналiзуючи вiдповiднi потенцiали [15, 20, 21, 23]. Прообразом
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такого пiдходу є класична теорiя потенцiалу Ньютона i рiвняння Пуассона [5, 13].
Метод Кiлпелайнена-Мали можна розглядати як узагальнення методу Де Джор-
джi, перед яким вiн має вiдомi переваги. Зокрема, вiн не вимагає стандартної для
методу Де Джорджi умови f ∈ Lτ (Ω) з τ > n/q на сумовнiсть правої частини рiв-
няння (5). Фактично для реалiзацiї методу Кiлпелайнена–Мали достатньо тiльки
припущення f ∈ L1(Ω). З цiєї точки зору вiн є унiверсальним, а завдяки наявностi
двобiчних оцiнок в (7) для значення u(x0), i оптимальним в певному розумiннi.
До того ж, використання методу Кiлпелайнена-Мали в граничних точках областi
Ω вирiшує питання про необхiдну умову регулярностi за Вiнером цих точок для
нелiнiйних рiвнянь другого порядку [15, 23]. Для рiвнянь порядку 2m (m > 2) з
m-(p, q) структурними умовами ця проблема все ще є актуальною (про вiдповiдну
достатню умову див. [35]). Наразi її розв’язання стає цiлком можливим завдяки
цiй роботi i [38].

Для довiльного розв’язку u ∈W 1,q
2,p (Ω) рiвняння (1) за умов (H1) i (H2) аналог

оцiнки (6) має вигляд (див. [38, Теорема 3.2])

|u(x0)| 6 C1

(
R−n

∫
BR(x0)

|u|(q−1)(1+λ) dx

) 1
(q−1)(1+λ)

+ C1

(
Wf

1,q(x0; 2R) +Wf1+f2
q

q+1
,q+1

(x0; 2R) +R
q−2p
q−p

)
,

(8)

де стала C1 > 0 залежить тiльки вiд n, p, q i сталих c1 i c2 в умовах (2), (3). З цiєї
оцiнки випливає локальна обмеженiсть розв’язку u (див. [38, Теорема 3.6]): якщо
O – вiдкрита пiдмножина Ω, яка компактно входить до Ω (O ⊂ Ω),

0 < ϱ < min
{
1,

1

2
dist(O, ∂Ω)

}
i sup

x′∈O
Wf

1,q(x
′; 2ϱ) + sup

x′∈O
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(x′; 2ϱ) < +∞,

то ess sup
O

|u| < +∞.

Доведення внутрiшньої неперервностi розв’язку u в термiнах потенцiалiв Wf
1,q

i Wf1+f2
q

q+1
,q+1

вимагає додаткових дослiджень, якi призводять до умови

lim
ρ→0

(
sup
x∈Ω

Wf
1,q(x; ρ) + sup

x∈Ω
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(x; ρ)

)
= 0. (9)

Такi дослiдження в роботi [38] вiдсутнi, їм присвячено цю статтю.
Умову (9) можна подати в термiнах так званих Като-класiв функцiй наступним

чином:
f ∈ K1,q(Ω), f1, f2 ∈ K q

q+1
,q+1(Ω),

де за означенням Ka,b(Ω) = {g ∈ L1(Ω) : lim
ρ→0

sup
x∈Ω

Wg
a,b(x; ρ) = 0}. Дослiдження ло-

кальних властивостей розв’язкiв рiвнянь другого порядку з коефiцiєнтами з класiв
Като i бiблiографiю з цiєї проблематики можна знайти в [20].
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Ця стаття органiзована в такий спосiб. У наступному роздiлi наведено форму-
лювання основних результатiв. Головним з них є Теорема 1 про оцiнку коливання
розв’язку u у кулi Bρ(x0) ⊂ Ω, для якого ми використовуємо таке позначення:

osc{u;Bρ(x0)} := ess sup
Bρ(x0)

u− ess inf
Bρ(x0)

u.

Безпосереднiм наслiдком цiєї теореми є Теорема 2 про неперервнiсть довiльного
розв’язку u ∈ W 1,q

2,p (Ω) рiвняння (1) в припущеннях (H1), (H2) i (9). Ми також
розглядаємо окремi важливi випадки виконання умови (9) (див. Теореми 3-6). До-
веденню Теореми 1 присвячено четвертий роздiл. Воно спирається на потенцiальнi
поточковi оцiнки функцiй iз класiв, якi ми називаємо класами Кiлпелайнена–Мали
i позначаємо через KMf1,f2,f

2,p,q,t,λ(BR(x0);K1,K2,K3). Точне означення цих класiв i вiд-
повiднi оцiнки наведено в третьому роздiлi.

2. Основнi результати.
Для будь-якого ρ > 0 покладемо

Wf
1,q(ρ) = sup

x∈Ω
Wf

1,q(x; ρ), Wf1+f2
q

q+1
,q+1

(ρ) = sup
x∈Ω

Wf1+f2
q

q+1
,q+1

(x; ρ),

ψ(ρ) = Wf
1,q(4ρ) +Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(4ρ). (10)

Наступна теорема є головним результатом статтi.
Теорема 1. Нехай u ∈ W 1,q

2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння (1) за умови
виконання припущень (H1), (H2), i нехай B2R(x0) ⊂ Ω, R 6 1. Тодi для будь-яких
ρ ∈ (0, R] i θ ∈ (0, 1) виконується нерiвнiсть

osc{u;Bρ(x0)} 6 C
(
(ρ/R)ϑ osc{u;BR(x0)}+ (ρθR1−θ)

q−2p
2(q−p) + ψ(ρθR1−θ)

)
(11)

де C = C(n, p, q, c1, c2) i ϑ = ϑ(n, p, q, θ, c1, c2) – деякi додатнi сталi.
З оцiнки (11) випливає, що в умовах Теореми 1 розв’язок u буде неперервним

в Ω, якщо lim
ρ→0

ψ(ρ) = 0, тобто, якщо виконується умова (9). Отже, маємо такий
результат.

Теорема 2. Нехай u ∈ W 1,q
2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння (1) за умови

виконання припущень (H1), (H2) i (9). Тодi розв’язок u є неперервним в Ω.
Умова (9) є суттєвою для правильностi Теореми 2 (див. [38, приклади 6.1, 6.2]).

Розглянемо окремi важливi випадки, коли виконується ця умова. Нехай спочатку

f, f1, f2 ∈M τ (Ω) для деякого τ > n/q, (12)

де запис g ∈M τ (Ω), τ > 1, означає (див. [11]) iснування сталої K > 0, такої, що∫
Ω∩Br

|g|dx 6 Krn(τ−1)/τ для всiх куль Br ⊂ Rn.
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Найменша стала K, що задовольняє цю нерiвнiсть називається нормою функцiї
g ∈ M τ (Ω) i позначається через ∥g∥Mτ (Ω). З умови (12) випливає, що для будь-
якого ρ > 0 виконуються очевиднi нерiвностi

Wf
1,q(ρ) 6

τ(q − 1)

τq − n
∥f∥1/(q−1)

Mτ (Ω) ρ
τ(q−1)
τq−n ,Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(ρ) 6 τq

τq − n
∥f1 + f2∥1/qMτ (Ω) ρ

τq−n
τq ,

якi в комбiнацiї з Теоремою 1 дають такий результат.
Теорема 3. Нехай u ∈W 1,q

2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння (1) за умов (H1),
(H2) i (12). Тодi розв’язок u є локально неперервним за Гельдером в Ω.

Зауваження 1. У випадку, коли f1 ≡ f2 ≡ 0 i f > 0, має мiсце результат,
обернений до Теореми 3: з гельдерової неперервностi розв’язку 0 6 u ∈ W 1,q

2,p (Ω)
рiвняння (1) випливає, що f ∈ M τ

loc(Ω) для деякого τ > n/q [38, Теорема 3.14]).
Про аналогiчнi результати для рiвнянь другого порядку дивись [15,31].

У граничному випадку, коли f , f1, f2 ∈ Mn/q(Ω), рiвняння у виглядi (1)–(3)
можуть мати необмеженi розривнi розв’язки [38, Приклад 6.1]. Теорiя елiптичних
рiвнянь другого порядку [9] пiдказує уточнення останньої умови, яке гарантує
неперервнiсть розв’язкiв (але не гельдерову неперервнiсть [2]):

f ∈ Ln/q, 1/(q−1)(Ω), f1, f2 ∈ Ln/q, 1/q(Ω). (13)

Нагадаємо, що за означенням (див., наприклад, [3, гл. 4]) простiр Лоренца La,b(Ω)
(0 < a, b 6 +∞) складається з усiх вимiрних i майже всюди скiнчених функцiй
g : Ω → R, для яких величина

∥g∥a,b =


(∫ |Ω|

0 [ s1/ag∗(s)] b ds
s

)1/b
, якщо 0 < b < +∞,

sup
0<t<|Ω|

[ s1/ag∗(s)], якщо b = +∞,

є скiнченою. Тут символ |Ω| позначає n-вимiрну мiру Лебега множини Ω, а запис
g∗ : [0, |Ω|) → [0,+∞) позначає спадну перестановку функцiї g, визначену як
g∗(s) = sup{t > 0 : |{x ∈ Ω : |g(x)| > t}| > s} для 0 6 s < |Ω|.

З [8, Роздiл 3.2] випливає, що умова (9) виконується, якщо виконано (13). Тому
маємо такий результат.

Теорема 4. Нехай n > q, i нехай u ∈ W 1,q
2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння

(1) за умов (H1), (H2) i (13). Тодi розв’язок u є неперервним в Ω.
Розглянемо ще один граничний випадок, коли n = q. У цьому випадку умова

(9) виконується, якщо ∫ |Ω|

0

(∫ t

0
f∗(s) ds

)1/(n−1) dt

t
< +∞, (14)

∫ |Ω|

0

(∫ t

0
[f∗1 (s) + f∗2 (s)] ds

)1/n dt

t
< +∞. (15)
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Цей факт випливає з вiдомої нерiвностi Хардi–Лiтлвуда: якщо g ∈ L1(Ω) i E ⊂ Ω
– вимiрна за Лебегом множина, то∫

E
|g(x)|dx 6

∫ |E|

0
g∗(s)ds.

Як наслiдок сказаного, а також Теореми 2, маємо такий результат (див. [14]
для порiвняння з випадком m = 1).

Теорема 5. Нехай n = q, i нехай u ∈ W 1,n
2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння

(1) за умов (H1), (H2), (14) i (15). Тодi розв’язок u є неперервним в Ω.
Нарештi, за аналогiєю з [14, 38] можна показати, що умови (14) i (15) викону-

ються, якщо для деякого ϵ > 0

f ∈ L(logL)n−1(log logL)n−2 · · · (log · · · logL)n−2(log · · · logL)n−2+ϵ(Ω),

f1, f2 ∈ L(logL)n(log logL)n−1 · · · (log · · · logL)n−1(log · · · logL)n−1+ϵ(Ω).
(16)

Точне означення простору Зiгмунда L(logL)σ1 · · · (log · · · logL)σk(Ω), σ1, . . . σk ∈ R,
можна знайти, наприклад, в [3, гл. 4], [14].

Теорема 6. Нехай n = q, i нехай u ∈ W 1,n
2,p (Ω) – слабкий розв’язок рiвняння

(1) за умов (H1), (H2) i (16). Тодi розв’язок u є неперервним в Ω.
Зауваження 2. Теорема 6 стає неправильною, якщо в умовах (16) покласти

ϵ = 0 (див. [38, Приклад 6.2]).
3. Поточковi потенцiальнi оцiнки для функцiй iз класiв Кiлпелайнена–

Мали.
Означення. Нехай B2R(x0) ⊂ Ω, 0 < R 6 1, t > 1 i λ ∈

(
0, q−1

n−q+1

)
. Говоримо,

що функцiя u ∈ W 1,q
2,p (Ω) належить до класу KMf1,f2,f

2,p,q,t,λ(BR(x0);K1,K2,K3), якщо
iснують додатнi сталi K1, K2 i K3, такi, що для будь-яких концентричних куль
Br(x0) i Br−σr(x0), R/2 6 r − σr < r 6 R, i будь-яких чисел l > 0 i δ > R

q−2p
2(q−p)

виконується нерiвнiсть (для порiвняння див. [38, нерiвнiсть 4.10]):∑
|α|=1

∫
Ωr−σr,l(x0)

[Ul,δ(u)]
t−1|Dαu|q(

1 + U t
l,δ(u)

)1+λ/t
dx 6 K1δ

q

(σr)q

∫
Ωr,l(x0)

(
1 + U t

l,δ(u)
) (λ+1)(q−1)

t dx

+K2

∫
Br(x0)

(f1 + f2)dx+K3δ

∫
Br(x0)

|f | dx,
(17)

де Ωr,l(x0) = Br(x0) ∩ {x ∈ Ω : |u(x)| > l} i, для будь-якого s ∈ R,

Ul,δ(s) = max

{
(|s| − l)

δ
, 0

}
=

(|s| − l)+
δ

. (18)

Теорема 7. Нехай B2R(x0) ⊂ Ω, 0 < R 6 1, t > 1, 0 < λ < (q − 1)/(n− q + 1),

u ∈ KMf1,f2,f
2,p,q,t,λ(BR(x0);K1,K2,K3),
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i нехай x0 – точка Лебега функцiї u. Тодi виконується така нерiвнiсть:

|u(x0)| 6 C

(
R−n

∫
BR(x0)

|u|(λ+1)(q−1)dx

) 1
(λ+1)(q−1)

+ C

(
K

1/q
2 Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(x0; 2R) +K

1/(q−1)
3 Wf

1,q(x0; 2R) +R
q−2p
2(q−p)

)
,

де C – додатна стала, залежна тiльки вiд n, p, q, λ, t i K1.
Ми не наводимо тут доведення Теореми 2. Воно повторює з незначними змi-

нами мiркування, що викладенi в [38, Розд. 4.2, 4.3]). Також в [38, Лема 4.1] пока-
зано, що для будь-якого λ ∈

(
0, q−1

n−q+1

)
i деякого t = t(p, q) > 2 довiльний слаб-

кий розв’язок u ∈ W 1,q
2,p (Ω) рiвняння (1) за умов (H1) i (H2) належить до класу

KMf1,f2,f
2,p,q,t,λ(BR(x0);K1,K2,K3), в якому константи K1, K2 i K3 залежать тiльки вiд

n, p, q, c1, c2 i λ. Саме звiдси i з Теореми 2 випливає слушнiсть оцiнки (8).
Важливим новим моментом, який вiдрiзняє цю роботу вiд [38], є той факт, що

до класiв KMf1,f2,f
2,p,q,t,λ(BR(x0);K1,K2,K3) належать не тiльки розв’язки рiвняння

(1), але i їх суперпозицiї з деякими допомiжними функцiями, на кшталт лога-
рифмiчних функцiй Мозера [27,28]. Цей факт буде встановлено i використано для
доведення Теореми 1 в наступному роздiлi.

4. Доведення Теореми 1.
Нехай x0 – довiльна точка в Ω, ∂Ω – границя Ω, i d = dist(x0, ∂Ω). Зафiксуємо

радiуси
R < min{d/8, 1} i 0 < ρ 6 R, (19)

i зробимо такi позначення:

M(ρ) = ess sup
Bρ(x0)

u, m(ρ) = ess inf
Bρ(x0)

u, ω(ρ) = osc{u;Bρ(x0)} =M(ρ)− m(ρ).

Внаслiдок [38, Теорема 3.6] маємо: M(ρ) < +∞, m(ρ) < +∞, i тому ω(ρ) < +∞.
Визначимо такi множини:

G′
ρ =

{
x ∈ Bρ(x0) : u(x) 6 m(ρ) +

ω(ρ)

2

}
, G′′

ρ = Bρ(x0) \G′
ρ. (20)

Далi визначимо функцiю V : Bρ(x0) → (0,+∞) в такий спосiб:

V (x) = V (u(x)) =


ln

2ω(ρ)

u(x)− m(ρ) + ρ
q−2p
2(q−p) + ψ(ρ)

, якщо |G′
ρ| 6

1

2
|Bρ(x0)|,

ln
2ω(ρ)

M(ρ)− u(x) + ρ
q−2p
2(q−p) + ψ(ρ)

, якщо |G′′
ρ| 6

1

2
|Bρ(x0)|,

(21)
де значення ψ(ρ) визначено за допомогою (10). Припускаємо також, що ω(ρ) >

ρ
q−2p
2(q−p) + ψ(ρ), i тому

V > 0 в Bρ(x0), (21′)
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iнакше нерiвнiсть (11) виконується.
Нашi подальшi мiркування скерованi на доведення обмеженостi функцiї V в

кулi Bρ/2(x0). Звiдси, як буде показано нижче, i випливає оцiнка (11). Iдея викори-
стання обмеженостi логарифмiчної функцiї на зразок функцiї (21) для доведення
неперервностi розв’язку u походить з робiт Ю. Мозера [27, 28] i його iтерацiйного
методу для лiнiйних елiптичних рiвнянь другого порядку. Для нелiнiйних рiвнянь
вищих порядкiв з досить регулярними даними подiбнi iдеї реалiзовано Й. Фре-
зе [10], К.-О. Вiдманом [39], I.В. Скрипником [32–34] i згодом багатьма iншими
авторами, див., наприклад, [4, 6, 17, 18, 29, 30, 35, 37]. Наразi, ми не можемо засто-
сувати iтерацiйний метод Мозера для доведення обмеженостi функцiї V , оскiльки
права частина f рiвняння (1) є слабко сумовною. Фактично, f належить тiльки
до L1(Ω). Ми скористаємося Теоремою 2, яка не вимагає вiд f пiдвищеної сумов-
ностi i дає можливiсть для доведення обмеженостi функцiї V в термiнах величин
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(4ρ) i Wf

1,q(4ρ).

Вiзьмемо довiльну точку Лебега x ∈ Bρ/2(x0) функцiї V , концентричнi кулi
Br(x) i Br−σr(x) з радiусами

ρ/8 6 r − σr < r 6 ρ/4 6 1, (22)

функцiю η ∈ C∞
0 (Br(x)) з такими властивостями:

0 6 η 6 1 в Br(x), η = 1 в Br−σr(x), (23)

|Dαη| 6 cn(σr)
−|α| для кожного α ∈ Λ2, (24)

i дiйснi числа λ i t, що задовольняють умови:

0 < λ <
1

n− 1
<

q − 1

n− q + 1
, t > 2. (25)

Покажемо, що
V ∈ KMf1,f2,f

2,p,q,t,λ(Bρ/4(x);K1,K2,K3), (26)

де
K1 = c3, K2 = c3[ψ(ρ)]

−q, K3 = c3[ψ(ρ)]
1−q, (27)

i через ci, i = 3, 4, . . ., позначено сталi, що залежать тiльки вiд c1, c2, n, p, q, λ, t.
Для цього фiксуємо числа l i δ,

l > 0, δ > ρ
q−2p
2(q−p) . (28)

Визначимо функцiї hl,δ : R → R (див. [38, рiвнiсть (4.11)]) i ṽ : Ω → R в такий
спосiб:

hl,δ(s) =
[
1−

(
1 + U t

l,δ(s)
)−λ/t

]
sign s для будь-якого s ∈ R,

ṽ =

{
B1−qhl,δ(V (u))ηq в Br(x),

0 в Ω \Br(x),
(29)
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де функцiя Ul,δ(s) визначена за допомогою (18), а функцiя B : Bρ(x0) → (0,+∞)
– в такий спосiб:

B(x) =


u(x)− m(ρ) + ρ

q−2p
2(q−p) + ψ(ρ), якщо |G′

ρ| 6
1

2
|Bρ(x0)|,

M(ρ)− u(x) + ρ
q−2p
2(q−p) + ψ(ρ), якщо |G′′

ρ| 6
1

2
|Bρ(x0)|.

(30)

Ясно, що hl,δ ∈ C2(R) i для будь-якого s ∈ R виконуються спiввiдношення (див.,
також, [38, нерiвнiсть (4.13)]):

h′l,δ(s) = λ δ−1
(
1 + U t

l,δ(s)
)−1−λ/t

U t−1
l,δ (s),

|h′′
l,δ(s)| 6 c4 δ

−2
(
1 + U t

l,δ(s)
)−1−λ/t

U t−2
l,δ (s).

(31)

Безпосереднi обчислення з використанням (21), (24), (29), (30), (31) показують,
що функцiя ṽ належить до W̊ 1,q

2,p (Ω)∩L∞(Ω), має компактний носiй в Br(x) ⊂ Ω, i
виконуються такi твердження:

якщо α ∈ Λ2 i |α| = 1, то∣∣∣∣Dαṽ ± λ

δ

U t−1
l,δ (V )B−qDαu ηq(
1 + U t

l,δ(V )
)1+λ/t

± (q − 1)B−qhl,δ(V )Dαu ηq
∣∣∣∣

6 c5q

σr
B1−qhl,δ(V )ηq−1 м.в. в Ω;

(32)

якщо α ∈ Λ2 i |α| = 2, то∣∣∣∣Dαṽ ± λ

δ

U t−1
l,δ (V )B−qDαu ηq(
1 + U t

l,δ(V )
)1+λ/t

± (q − 1)B−qhl,δ(V )Dαu ηq
∣∣∣∣

6 c6
∑
|β|=1

|Dβu|2B−q−1(|hl,δ(V )|+ h′l,δ(V ) + |h′′l,δ(V )|)ηq

+
c6
σr

∑
|β|=1

|Dβu|B−q(|hl,δ(V )|+ h′l,δ(V ))ηq−1

+
c6

(σr)2
B1−qhl,δ(V )ηq−2 м.в. в Ω.

(33)

Надалi, для зручностi, ми використовуємо такi скороченi позначення:

Vl,δ = Ul,δ(V ) i Φ =
∑
|α|=1

|Dαu|q +
∑
|α|=2

|Dαu|p. (34)

Пiдставивши функцiю ṽ в (4) замiсть v, i скориставшись умовою (2) i твер-
дженнями (32) i (33), отримаємо нерiвнiсть

λc1
δ

∫
Ωr,l(x)

ΦV t−1
l,δ B−qηq

(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx 6

6 c7

( 4∑
i=1

Ii +
λ

δ

∫
Ωr,l(x)

f1V
t−1
l,δ B−qηq

(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx+

∫
Ωr,l(x)

|f |ṽ dx
)
,

(35)
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де

I1 =
∑
|α|=1

∫
Ωr,l(x)

(σr)−1|Aα(x,∇2u)| |hl,δ(V )|B1−qηq−1dx,

I2 =
∑
|α|=2

∫
Ωr,l(x)

(σr)−2|Aα(x,∇2u)| |hl,δ(V )|B1−qηq−2dx,

I3 =
∑
|α|=2

∑
|β|=1

∑
κ=0,1

∫
Ωr,l(x)

(σr)−1|Aα(x,∇2u)| |Dβu| |h(κ)l,δ (V )|B−qηq−1dx,

I4 =
∑
|α|=2

∑
|β|=1

2∑
κ=0

∫
Ωr,l(x)

|Aα(x,∇2u)| |Dβu|2 |h(κ)l,δ (V )|B−q−1ηqdx.

Нам знадобляться такi оцiнки для Ii, i = 1, 2, 3, 4, з довiльним ε ∈ (0, 1):

Ii 6
c2ε

δ

∫
Ωr,l(x)

ΦV t−1
l,δ B−qηq

(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx

+
c8
εc4

δq−1

(σr)q

∫
Ωr,l(x)

(1 + V t
l,δ)

(1+λ)(q−1)
t dx+

ε

δ

∫
Ωr,l(x)

f2V
t−1
l,δ B−qηq

(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx.

(36)

Ми не наводимо тут детальне доведення нерiвностi (36), яке можна виконати на
зразок роботи [38]. Зауважимо тiльки, що воно ґрунтується на акуратному вико-
ристаннi нерiвностi Юнга в комбiнацiї з нерiвностями (3), (22)–(25), (28), (31) i
вiдповiдному виборi параметру t = t(p, q) > 2.

Оцiнки (36) разом з (35) за умови вибору достатньо малого ε > 0 дають:

∫
Ωr,l(x)

ΦV t−1
l,δ B−qηq

(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx 6 c9δ

q

(σr)q

∫
Ωr,l(x)

(1 + V t
l,δ)

(1+λ)(q−1)
t dx

+ c9

∫
Ωr,l(x)

(f1 + f2)V
t−1
l,δ ηq

Bq(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx+ c9δ

∫
Ωr,l(x)

|f |ṽ dx.

З огляду на (23), (29) i (30) для iнтегралiв в правiй частинi останньої нерiвностi,
що мiстять функцiї f1, f2 i f , маємо такi оцiнки:

∫
Ωr,l(x)

(f1 + f2)V
t−1
l,δ ηq

Bq(1 + V t
l,δ)

1+λ/t
dx 6 1

[ψ(ρ)]q

∫
Ωr,l(x)

(f1 + f2)dx,

∫
Ωr,l(x)

|f |ṽ dx 6 [ψ(ρ)]1−q

∫
Ωr,l(x)

|f |dx,
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якi у поєднаннi з попередньою нерiвнiстю, властивiстю (23) i визначеннями функ-
цiй V , B, Vl,δ i Φ (див. рiвностi (21), (30) i (34), вiдповiдно) дають:

∑
|α|=1

∫
Ωr−σr,l(x)

[Ul,δ(V )]t−1|DαV |q(
1 + U t

l,δ(V )
)1+λ/t

dx 6 c9δ
q

(σr)q

∫
Ωr,l(x)

(
1 + U t

l,δ(V )
) (1+λ)(q−1)

t dx

+
c9

[ψ(ρ)]q

∫
Ωr,l(x)

(f1 + f2)dx+
c9δ

[ψ(ρ)]q−1

∫
Ωr,l(x)

|f |dx.

Одержана нерiвнiсть означає, що для функцiї V , визначеної за допомогою рiвностi
(21), виконується нерiвнiсть вигляду (17) зi сталими K1, K2, K3, визначеними в
(27) i з радiусами r i r − σr як в (22). Таким чином, доведення включення (26)
завершено.

Тепер Теорема 2 з урахуванням (26), (27), нерiвностей (λ+ 1)(q − 1) < q (див.
(25)), Гельдера i включень Bρ/4(x) ⊂ B3ρ/4(x0) ⊂ Bρ(x0) означає правильнiсть
такої нерiвностi:

V (x) 6 c10

(
ρ−n

∫
Bρ/4(x)

V (λ+1)(q−1)dx

) 1
(1+λ)(q−1)

+
c10
ψ(ρ)

(
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(x; ρ/2) +Wf

1,q(x; ρ/2)
)
+ c10ρ

q−2p
2(q−p)

6 c10

(
ρ−n

∫
Bρ(x0)

V qdx

)q

+
c10
ψ(ρ)

(
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(ρ) +Wf

1,q(ρ)
)
+ c10ρ

q−2p
2(q−p) .

(37)

Щоб оцiнити iнтеграл в правiй частинi цiєї нерiвностi зауважимо, що функцiя
V належить до W 1,q(Bρ(x0)) i має таку властивiсть: iснує множина G ⊂ Bρ(x0) i
додатнi сталi C ′ i C ′′ такi, що |G| > C ′ρn i ess sup

G
|V | 6 C ′′. Дiйсно, з огляду на (21)

можемо покласти G = G′′
ρ, якщо |G′

ρ| 6 1
2 |Bρ(x0)|, i G = G′

ρ, якщо |G′′
ρ| 6 1

2 |Bρ(x0)|.
Тодi, внаслiдок (20), (21) i (21′), матимемо

|G| > |Bρ(x0)|/2 i 0 < V 6 2ω(ρ)

1
2ω(ρ) + ρ

q−2p
2(q−p) + ψ(ρ)

< 4 на G.

Для функцiї V iз зазначеною властивiстю виконується нерiвнiсть на зразок нерiв-
ностi Пуанкаре (див., наприклад, [11, нерiвнiсть (7.45)], [33, гл.1, §2, Лема 4]):∫

Bρ(x0)
V qdx 6 C

(
ρq

∑
|α|=1

∫
Bρ(x0)

|DαV |qdx+ ρn
)

= C

(
ρq

∫
Bρ(x0)

{ ∑
|α|=1

|Dαu|q
}
B−qdx+ ρn

) (38)

з додатною сталою C, що залежить тiльки вiд n, q, C ′ i C ′′. Останнiй iнтеграл в
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правiй частинi одержаної нерiвностi можна оцiнити наступним чином:∫
Bρ(x0)

{ ∑
|α|=1

|Dαu|q
}
B−qdx 6 c11ρ

n−q

+
c11

[ψ(ρ)]q−1

∫
B2ρ(x0)

|f |dx+
c11

[ψ(ρ)]q

∫
B2ρ(x0)

(f1 + f2)dx.

(39)

Для цього в iнтегральнiй тотожностi (4) слiд виконати пiдстановку

v =

{
B1−qζq в B2ρ(x0),

0 в Ω \B2ρ(x0),

де функцiя ζ ∈ C∞
0 (B2ρ(x0)) має такi властивостi:

0 6 ζ 6 1, ζ = 1 в Bρ(x0), |Dαζ| 6 cnρ
−|α|. (40)

Оцiнювання iнтегральних доданкiв, що виникають пiд час такої пiдстановки, ви-
конується на зразок [37, Лема 4.2] з використанням нерiвностi Юнга, (40), струк-
турних умов (2), (3) i елементарних нерiвностей:∫

B2ρ(x0)
fB1−qζqdx 6 1

[ψ(ρ)]q−1

∫
B2ρ(x0)

|f |dx.

∫
B2ρ(x0)

(f1 + f2)B
−qζqdx 6 1

[ψ(ρ)]q

∫
B2ρ(x0)

(f1 + f2)dx.

Поєднання оцiнок (37), (38), (39), нерiвностi (19) i елементарних нерiвностей(
ρq−n

∫
B2ρ(x0)

(f1 + f2)dx

)1/q

6 2n/qWf1+f2
q

q+1
,q+1

(x0; 4ρ),

(
ρq−n

[ψ(ρ)]q−1

∫
B2ρ(x0)

|f |dx
)1/q

6 1 +
1

ψ(ρ)

(
ρq−n

∫
B2ρ(x0)

|f |dx
)1/(q−1)

6 1 +
2

n−1
q−1

ψ(ρ)
Wf

1,q(x0; 4ρ),

з урахуванням (10) i довiльного вибору Лебегової точки x ∈ Bρ/2(x0) функцiї V ,
дає

ess sup
Bρ/2(x0)

V 6 c12 +
c12
ψ(ρ)

(
Wf1+f2

q
q+1

,q+1
(4ρ) +Wf

1,q(4ρ)

)
6 c13.

З одержаної нерiвностi та з означення функцiї V (див. рiвнiсть (21)) випливає, що
для кожного ρ ∈ (0, R] виконується нерiвнiсть:

ω(ρ/2) 6 c13 − 1

c13
ω(ρ) + ρ

q−2p
2(q−p) + ψ(ρ).
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Тепер твердження Теореми 1 є простим наслiдком одержаного спiввiдношення
i вiдомої iтерацiйної леми (див., наприклад, [11, Лема 8.23]).

Доведення Теореми 1 завершено. 2
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15. Kilpeläinen, T., Malý, J. (1994). The Wiener test and potential estimates for quasilinear elliptic

equations. Acta Math., 172 (1), 137-161.
16. Kovalevskii, A.A. (2001). Entropy solutions of the Dirichlet problem for a class of non-linear

elliptic fourth-order equations with right-hand sides in L1. Izv. Math., 65 (2), 231-283.
17. Kovalevsky, A., Nicolosi, F. (1997). Boundedness of solutions of variational inequalities with

nonlinear degenerated elliptic operators of high order. Appl. Anal., 65, 225-249.
18. Kovalevsky, A., Nicolosi, F. (2000). On regularity up to the boundary of solutions to degenerate

nonlinear elliptic high-order equations. Nonlinear Anal., 40 (1-8), 365-379.
19. Kovalevskii, A.A., Voitovich, M.V. (2006). On the improvement of summability of generalized

solutions of the Dirichlet problem for nonlinear equations of the fourth order with strengthened
ellipticity. Ukr. Mat. Zh., 58 (11), 1511-1524.

20. Kovalevsky, A.A., Skrypnik, I.I., Shishkov, A.E. (2016). Singular solutions of nonlinear elliptic
and parabolic equations. Berlin/Boston: Walter de Gruyter GmbH.

21. Kuusi, T., Mingione, G. (2014). Guide to nonlinear potential estimates. Bull. Math. Sci., 4 (1),
1-82.

22. Ladyzhenskaya, O.A., Ural’tseva, N.N. (1973). Linear and quasilinear elliptic equations. Nauka,
Moscow.
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M.V. Voitovych
Continuity of weak solutions to nonlinear fourth-order equations with strengthened
ellipticity via Wolff potentials.

In the present article nonlinear fourth-order equations in the divergence form with L1-right-hand sides
and the strengthened ellipticity condition on the coefficients are analyzed. Such equations, but with
sufficiently regular right-hand sides, first appeared in the works of Professor I.V. Skrypnik concerning
the regularity of generalized solutions for multidimensional nonlinear elliptic equations of high order.
This class of equations correctly generalizes the corresponding nonlinear second-order elliptic equations
with non-standard growth conditions on the coefficients, which are models for numerous physical
phenomena in non-homogeneous medium. The main result of the article is a theorem on an estimation
of oscillations in a ball of solutions to the given equations via the Wolff potentials of their right-
hand sides. To prove this, we use the improved Kilpeläinen-Malý method and pointwise potential
estimates of functions related to special subclasses of Sobolev spaces, akin to the well-known DeGiorgi
classes. A new point is the verification that these classes contain superpositions of solutions and Moser
logarithmic functions that include the Wolf potential of the right-hand side of the equation. As a
corollary, a new result is obtained on the interior continuity of solutions to the equations with right-
hand sides from the Kato class, which is characterized by the uniform convergence to zero of the
corresponding Wolff potentials. Some important cases of fulfilling this condition are considered: the
right-hand side of the equation belongs to the Morrey space with an index exceeding a certain limiting
value, then the solutions are locally Hölder continuous; if the right-hand side belongs to the borderline
Lorentz-Zygmund classes, then the solutions are only locally continuous, but they are not Hölder
continuous in the domain. In the case when the summability exponents of the right-hand sides of the
equations under consideration are less than the borderline values, there are examples of unbounded
discontinuous solutions. These facts are exact analogues of the corresponding results in the theory of
second-order elliptic equations.

Keywords: nonlinear elliptic equations, weak solutions, continuity, Wolff potential, Kato class.
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