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ПРО ВIДОБРАЖЕННЯ СКIНЧЕННОГО СПОТВОРЕННЯ
ДОВЖИНИ НА РИМАНОВИХ ПОВЕРХНЯХ

У статтi, в термiнах дилатацiй, доведено ряд критерiїв для неперервного i гомеоморфного продо-
вження на границю вiдображень скiнченного спотворення довжини мiж областями на риманових
поверхнях. Ця робота є продовженням наших попереднiх статей [1] i [2], в яких можна знайти
короткий iсторичний огляд та обговорення основних означень. Зазначенi роботи були присвяченi
теорiї граничної поведiнки вiдображень зi скiнченним спотворенням за Iванцем на риманових
поверхнях, якi спершу були визначенi на площинi в роботi [3], а пiсля узагальненi на Rn, n > 2,
в монографiї [4]. В данiй статтi розвивається теорiя граничної поведiнки на риманових поверх-
нях, так званих, вiдображень зi скiнченним спотворенням довжини, що були вперше визначенi
в роботi [5] в контекстi Rn, n > 2, див. також главу 8 монографiї [6]. Як було показано в робо-
тах [7] i [8], такi вiдображення, взагалi кажучi, не є вiдображеннями зi скiнченним спотворенням
за Iванцем, оскiльки їх першi частковi похiднi можуть бути локально не iнтегрованi. В той же
час, цей клас є узагальненням вiдомого класу вiдображень з обмеженим спотворенням довжини
за Вяйсяля–Мартiо з роботи [9]. Крiм того, в цей клас входять в якостi пiдкласу так званi скiн-
ченно бiлiпшицевi вiдображення, введенi в Rn, n > 2 в роботi [10], див. секцiю 10.6 в [6], якi в
свою чергу є узагальненням добре вiдомих класiв бiлiпшицевих вiдображень, а також iзометрiй
та квазiiзометрiй. При дослiдженнi локальної та граничної поведiнки вiдображень зi скiнчен-
ним спотворенням довжини в Rn ключовим фактором було те, що вони задовольняли деяким
модульним нерiвностям, якi сприяли розгляду бiльш ширших класiв вiдображень, див., напри-
клад, статтi [5, 11, 12] та монографiю [6]. Тому природньо, що при дослiдженнi вiдображень зi
скiнченним спотворенням на риманових поверхнях ми розпочнемо iз встановлення вiдповiдних
модульних нерiвностей, якi будуть слугувати для нас основним iнструментом при вивченнi гра-
ничної поведiнки таких вiдображень.
Ключовi слова: римановi поверхнi, гранична поведiнка, неперервне i гомеоморфне продовжен-
ня, вiдображення скiнченного спотворення довжини, сильно досяжнi i слабо плоскi границi.

Присвячується 100-рiччю вiд дня народження Георгiя Дмитровича Суворова

1. Означення та попереднi зауваження.
В подальшому, ми завжди будемо вважати, що всi вiдображення, якi ми роз-

глядатимемо, є неперервними.
Почнемо з основних визначень роботи [5], адаптованих до випадку областей

D в комплекснiй площинi C, див. також главу 8 монографiї [6]. Будемо казати,
що вiдображення f : D → C – скiнченного метричного спотворення, пишемо
f ∈ FMD, якщо f володiє (N)–властивiстю Лузiна вiдносно площi та

0 < l(z, f) 6 L(z, f) < ∞ м.в. , (1)

Робота частково пiдтримана грантом Мiнiстерства освiти i науки України, номер проекту
0119U100421.
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де

l(z, f) := lim inf
ζ→z,ζ∈D

|f(ζ)− f(z)|
|ζ − z|

, L(z, f) := lim sup
ζ→z,ζ∈D

|f(ζ)− f(z)|
|ζ − z|

. (2)

Далi кажемо, що вiдображення f : D → C володiє (L)–властивiстю, якщо
для м.в. шляхiв γ в D шлях γ̃ = f ◦ γ локально спрямляється та f |γ володiє
(N)–властивiстю Лузiна вiдносно мiри довжини. Нагадаємо, що шлях γ в D є вi-
дображенням γ : ∆ → D, де ∆ – iнтервал в R. При цьому кажуть, що деяка
властивiсть має мiсце для майже всiх (м.в.) шляхiв, якщо шляхи з порушенням
цiєї властивостi утворюють сiмейство нульового конформного модуля, див., напри-
клад, означення в нашiй попереднiй роботi [1], формули (6) i (7).

Кажемо також, що гомеоморфiзм f мiж двома областями D та D∗ в C – скiн-
ченного спотворення довжини, пишемо f ∈ FLD, якщо f ∈ FMD i при цьо-
му, f та f−1 володiють (L)–властивiстю. Прикладами таких вiдображень можуть
слугувати скiнченно бiлiпшицевi гомеоморфiзми, що задовольняють умовi (1)
всюди, а не тiльки м.в., див. теорему 5.7 в статтi [13] або теорему 10.11 в моногра-
фiї [6]. Частинним випадком останнiх виступають бiлiпшицевi гомеоморфiзми,
для яких величини в (1) рiвномiрно в областi D вiддiленi як вiд нуля, так i вiд
нескiнченностi. Таким чином, гомеоморфiзми скiнченного спотворення довжини є
далекосяжним узагальненням iзометрiй та квазiiзометрiй.

Зауваження 1. За теоремою 6.10 в [5] або теоремою 8.6 в [6], гомеоморфiзми
f ∈ FLD мiж областями D та D∗ в C задовольняють модульнiй нерiвностi

M(fΓ) 6
∫
D

Q(z) · ρ2(z) dm(z) (3)

з Q = Kf для будь-якого сiмейства Γ шляхiв γ в D i ρ ∈ admΓ. Для визначення
дилатацii Kf , конформного модуля M сiмейства Γ та допустимих ρ, див. [1].

Гомеоморфiзми f мiж областями D та D∗ в комплекснiй площинi C, що задо-
вольняють умовi (3), прийнято називати Q–гомеоморфiзмами, див. статтi [11]
та [12], а також глави 5 та 6 монографiї [6]. З огляду на зауваження 1, цi гомео-
морфiзми представляють собою ще бiльш широкий клас вiдображень нiж гомео-
морфiзми скiнченного спотворення довжини.

Перейдемо до вiдповiдних означень на риманових поверхнях. Нехай тепер f –
гомеоморфiзм мiж областями D та D∗ на риманових поверхнях S та S∗. Перш за
все кажемо, що f є вiдображенням скiнченного спотворення довжини, пише-
мо f ∈ FLD, якщо f є таким в картах S та S∗. З огляду на властивостi конформних
вiдображень, а саме, властивостей (N)–Лузiна вiдносно площи та довжини, а та-
кож збереження локального спрямлення шляхiв, див., наприклад, теорему 5.6 в
монографiї [14], визначення не залежить вiд вибору карт. В подальшому також
будемо говорити, що f є локальним Q–гомеоморфiзмом для деякої вимiрюва-
ної функцiї Q : D → (0,∞), якщо умова (3) виконується для будь-якого сiмейства
шляхiв Γ в D ∩ U для карт U риманової поверхнi S, що є околами точок p ∈ D.
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Зауваження 2. Як вiдомо, якщо функцiя ρ : V → [0,∞] є допустимою для
деякого сiмейства A шляхiв α в вiдкритiй множинi V комплексної площини C, то
функцiя ρ∗(ζ) = ρ(φ−1(ζ))/|φ′(φ−1(ζ))| є допустимою для сiмейства шляхiв B :=
φA шляхiв β := φ ◦ α при будь-якому конформному вiдображеннi φ : V → C, див.
ще раз теорему 5.6 в монографiї [14]. Таким чином, права частина в (3) конформно
iнварiантна, оскiльки якобiан конформного вiдображення φ(z) рiвний |φ′(z)|2.

Пропозицiя 1. Будь-який гомеоморфiзм f скiнченного спотворення довжини
мiж областями D та D∗ на риманових поверхнях S та S∗, вiдповiдно, є локаль-
ним Q–гомеоморфiзмом з Q = Kf .

Доведення. Нехай g : U → C карта риманової поверхнi S, яка є околом довiльної
точки p ∈ D. Оскiльки простiр S сепарабельний, вiдкрита множина D ∩ U скла-
дається зi злiченої кiлькостi компонент Uk, кожна з яких конформно еквiвалентна
плоским областям Vk := g(Uk). Таким чином, областi U∗

k := f(Uk) гомеоморфнi
плоским областям Vk i, як наслiдок, за загальним принципом Кьобе, див., напри-
клад, [15], с. 48, конформно еквiвалентнi цим областям.

Вiдмiтимо також, що сiмейство шляхiв Γ розбивається на злiчений набiр сi-
мейства шляхiв Γk, що попарно не перетинаються, i лежать в областях Uk. То-
му сiмейство шляхiв Γ∗ := fΓ розбивається на злiчений набiр сiмейства шляхiв
Γ∗
k := fΓk, що попарно не перетинаються, i лежать в областях U∗

k , тобто, таких,
що лежать у вiдповiдних картах риманової поверхнi S∗. Таким чином, за заува-
женням 1 роботи [1] та за зауваженням 1 i 2 даної роботи, отримаємо необхiдний
висновок.

2. Основна лема.
В подальшому, ∆(E,F ; Ω) для множин E,F i Ω на римановiй поверхнi S означає

сiмейство кривих γ : [a, b] → S, якi з’єднують множини E i F в Ω, тобто γ(a) ∈
E, γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ Ω при a < t < b. Нагадаємо також, що фактор-простiр
D/G одиничного кола D по дискретнiй групi G без нерухомих точок є римановою
поверхнею з картами з проекцiї π : D → D/G, див., наприклад, теорему 6.2.1 в [16].

Лема 1. Нехай G – дискретна група дробово-лiнiйних вiдображень D на се-
бе без нерухомих точок, f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення
довжини мiж областями D та D∗ на риманових поверхнях D/G та S∗. Тодi

M (∆ (fC1, fC2; fA)) 6
∫

A∩D

Kf (p) · ξ2(h(p, p0)) dh(p) ∀ p0 ∈ D (4)

для будь-яких кiлець A = A(p0, R1, R2) = {p ∈ D/G : R1 < h(p, p0) < R2}, кiл C1 =
{z ∈ D/G : h(p, p0) = r1}, C2 = {p ∈ D/G : h(p, p0) = r2}, 0 < R1 < R2 < ε(p0), i,
для будь-яких вимiрних функцiй ξ : (R1, R2) → [0,∞], таких, що

R2∫
R1

ξ(R) dR > 1 , (5)

52



Про вiдображення скiнченного спотворення довжини на риманових поверхнях

i проекцiя π : D → D/G конформна на крузi {z ∈ D : h(z, z0) < ε(p0)}, p0 = π(z0).
Доведення. Як обговорювалось в секцiї 2 роботи [1], тут ми ототожнюємо по-

верхню D/G з фундаментальною множиною F в D для G з метрикою d, визна-
ченою (2.10) в [1], яка мiстить фундаментальний многокутник Пуанкаре Dz0 для
G з центром в точцi z0 ∈ D, орбiта якої Gz0 i є p0. Без обмежень загальностi, бу-
демо рахувати z0 = 0. Це досягається за рахунок дробово-лiнiйного вiдображення
D на себе g0(z) = (z − z0)/(1 − zz0), що переводить точку z0 в початок коорди-
нат. Переходячи до нової групи G0, отримаємо риманову поверхню D/G0, яка
будет конформно еквiвалентною D/G, а всi величини й умови в лемi 1 конформ-
но iнварiантнi. Оберемо ε(p0) ∈ (0, δ0) настiльки малими, щоб при d(0, z) 6 ε(p0)

виконувалась рiвнiсть d(0, z) = h(0, z), де δ0 = min

[
inf

ζ∈∂D0

d(0, ζ), sup
z∈D

d(0, z)

]
.

Вiдмiтимо, що за визначенням гiперболiчної метрики, див., напр., (11) в [1],

R : = h(0, z) = log
1 + r

1− r
, где r : = |z| ,

i, вiдповiдно,

dR =
2dr

1− r2
, r =

eR − 1

eR + 1
,

A = {z ∈ D : r1 < |z| < r2} , C1 = {z ∈ D : |z| = r1} , C2 = {z ∈ D : |z| = r2} ,

r1 :=
eR1 − 1

eR1 + 1
, r2 :=

eR2 − 1

eR2 + 1
.

Як наслiдок,
r2∫

r1

η(r) dr > 1 , де η(r) =
2

1− r2
· ξ
(
log

1 + r

1− r

)
,

тому функцiя ρ(z) := η(|z|), z ∈ A, є допустимою для зазначеного сiмейства
шляхiв, якщо її продовжити нулем поза A i D. Крiм того,∫

A∩D

Kf (z) · ξ2(h(z, z0)) dh(z) =

∫
A∩D

Kf (z) · η2(|z|) dm(z) , (6)

де елемент площi dm(z) : = dx dy вiдповiдає мiрi Лебега на площинi C. Таким
чином, висновок леми випливає з пропозицiї 1.

Зауваження 3. За теоремою унiформiзацiї Клейна–Пуанкаре, див. II.3 в [1], а
також 7.4 в [17], будь-яка риманова поверхня S конформно еквiвалентна фактор-
простору одиничного круга D за дискретною групою G без нерухомих точок, за
виключенням найпростiших випадкiв, коли S конформно еквiвалентна C, C, кiль-
цю або тору.

У випадку тора, S конформно еквiвалентна фактор-простору C/G за групою
G зсувiв з двома генераторами z → z + ω1 i z → z + ω2, де ω1 i ω2 ∈ C \ {0} i
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Im ω1/ω2 > 0. В цьому випадку, фундаментальна область F є паралелограмом
зi сторонами паралельними ω1 та ω2, пiсля склейки протилежних сторiн якого i
отримується тор. Оскiльки Евклiдовi вiдстанi i площi iнварiантнi вiдносно зсувiв,
то метрика i площа на поверхнi C/G в малому також спiвпадають з Евклiдовим.

Таким чином, за пропозицiєю 1 вiдношення (4) має мiсце для всiх вказаних
особливих випадкiв з Евклiдовим вiдстаням i площею замiсть гiперболiчних. Хоча,
зберiгаємо теж позначення для унiверсальностi.

3. Про продовження на границю обернених вiдображень.
Тут i далi розумiємо, що дилатацiя Kf продовжена нулем поза D i S, пише-

мо Kf ∈ L1
loc, якщо Kf локально iнтегрується в картах S. Будемо також казати

як i в роботi [1], що гомеоморфiзм f : D → D∗ мiж областями D та D∗ в ком-
пактифiкацiях Керекьярто-Стоiлова S та S∗ є вiдображенням зi скiнченним
спотворенням довжини, пишемо f ∈ FLD, якщо ця властивiсть має мiсце для
його звуження в S. Нагадаємо, що гомеоморфiзм мiж областями в S та S∗ завжди
продовжується до гомеоморфiзму мiж вiдповiдними областями в S та S∗.

Наступна лема є основною при дослiдженнi проблеми неперервного продов-
ження обернених вiдображень f−1 для f ∈ FLD на границю.

Лема 2. Нехай S та S∗ – римановi поверхнi, D та D∗ – областi в S i S∗,
вiдповiдно, ∂D ⊂ S i ∂D∗ ⊂ S∗, i ∂D∗ – слабо плоска. Якщо f : D → D∗ – гомео-
морфiзм зi скiнченним спотворенням довжини i Kf ∈ L1

loc, тодi в точках p1 i
p2 ∈ ∂D, p1 ̸= p2, локальної зв’язностi областi D

C(p1, f) ∩ C(p2, f) = ∅ , (7)

де C(p0, f) для будь-якої точки p0 ∈ ∂D ⊂ S означає множину точок накопичення
f(p) при p→ p0 на римановiй поверхнi S∗.

Доведення. Згiдно зауваження 3, ми можемо обмежитись випадком поверхонь
гiперболiчного типу. Вiдмiтимо також, що ∂D та ∂D∗ мають околи, якi не мiстять
жодних граничних елементiв поверхонь S i S∗ з моделi Керекьярто-Стоiлова,
оскiльки ∂D ⊂ S i ∂D∗ ⊂ S∗.

Нехай Ei = C(pi, f), i = 1, 2. Тодi з наслiдку 1 статтi [1] Ei ⊆ ∂D∗, i = 1, 2.
Допустимо, що E1 ∩E2 ̸= ∅ i нехай p∗ ∈ E1 ∩ E2.

Позначими через δ число ε(p1) з леми 1. Так як область D локально зв’язна в
точках p1 i p2, iснують їх вiдкритi околи U1 i U2 в S, вiдповiдно, такi, що W1 =
D ∩U1 i W2 = D ∩U2 є областями, а також U1 ⊂ B(p1, δ/3) i U2 ⊂ S \B(p1, 2δ/3).
Тодi за нерiвнiстю трикутника h(W1, W2) > δ/3. Розглянемо функцiю

ξ(t) =

{
3/δ, t ∈ (δ/3, 2δ/3),
0, t /∈ (δ/3, 2δ/3).

Зрозумiло, що
2δ/3∫
δ/3

ξ(t) dt = 1 й за принципом мiнорирування та лемою 1 для будь-
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яких континумiв C1 ⊂W1 i C2 ⊂W2:

M(f(∆(C1, C2, D))) 6
∫

A(p1,δ/3,2δ/3)

Kf (p) · ξ2(h(p, p1)) dh(p) 6

6 32

δ2

∫
A(p1,δ/3,2δ/3)

Kf (p) dh(p) < ∞ ,

так як Kf ∈ L1(A), де A = A(p1, δ/3, 2δ/3) та припускається, що Kf продовжена
нулем поза D.

Проте, ця оцiнка протиречить умовi, що ∂D∗ є слабо плоскою. Дiйсно, p∗ ∈
E1 ∩ E2 ⊆ fW1 ∩ fW2 i тодi в областях W ∗

1 = fW1 i W ∗
2 = fW2 знайдеться

по неперервнiй кривiй, що перетинає будь-якi наперед заданi кола ∂B(p∗, r0) i
∂B(p∗, r∗) з достатньо малими радiусами r0 i r∗. Таким чином, припущення, що
E1∩ E2 ̸= ∅ було хибним.

На вiдмiну вiд прямих вiдображень, див. наступну секцiю, має мiсце простий
критерiй для продовження обернених вiдображень на границю.

Теорема 1. Нехай S i S∗ – римановi поверхнi, D та D∗ – областi в S та
S∗, вiдповiдно, ∂D ⊂ S i ∂D∗ ⊂ S∗, D локально звя’зна на границi i ∂D∗ – слабо
плоска. Якщо f : D → D∗ – гомеоморфiзм зi скiнченним спотворенням довжини
i Kf ∈ L1

loc, то f−1 продовжується за неперервнiстю в D∗.
Доведення. За теоремою Урисона S є простiр з можливiстю визначення мет-

рики, див., наприклад, теорему 22.II.1 в [18]. Тому компактнiсть S еквiвалент-
на секвенцiальнiй компактностi, див., наприклад, зауваження 41.I.3 в [19]. Отже,
гранична множина C(p∗, f−1) не пуста для будь-якої точки p∗ ∈ ∂D∗ з огляду се-
квенцiальної компактностi S i C(p∗, f−1) ⊆ ∂D ⊂ S за наслiдком 1 з роботи [1].
Таким чином, достатньо переконатись, що C(p∗, f−1) складається з єдиної точки,
див., наприклад, теореми 20.V.1 i 21.II.1 в [18], оскiльки на S може бути визначена
метрика.

Допустимо, що знайдеться принаймнi двi точки p1 i p2 ∈ ∂D в C(p∗, f−1). Тодi
p∗ ∈ C(p1, f)∩C(p2, f), що протиречить лемi 2. Отримане протирiччя спростовує
зроблене допущення, i тим самим, доводить висновок теореми 1.

4. Неперервне продовження на границю прямих вiдображень.
На вiдмiну вiд випадку обернених вiдображень, як це було встановлено ще на

площинi, жодна степiнь iнтегрованостi дилатацiї не призводить до продовження
Q–гомеоморфiзмiв (i як наслiдок, гомеоморфiзмiв класу FLD) на границю, див.,
наприклад, пропозицiю 6.3 в [6]. Вiдповiдний критерiй для цього, наведений ниж-
че, є значно витонченiшим. Як i ранiше, ми розумiємо, що дилатацiя Kf продов-
жена нулем за межi областi D.

Лема 3. Нехай S i S∗ – римановi поверхнi, D i D∗ – областi в S та S∗,
вiдповiдно, ∂D ⊂ S, ∂D∗ ⊂ S∗, D локально зв’язна в точцi p0 ∈ ∂D. Допустимо,
що f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення довжини такий, що

55



С.В. Волков, В.I. Рязанов

∂D∗ сильно досяжна хоча б в однiй точцi C(p0, f) i, в деякiй картi U поверхнi
S з локальною координатою z0 точки p0,∫

ε<|z−z0|<ε0

Kf (z) · ψ2
z0,ε(|z − z0|) dm(z) = o(I2z0,ε0(ε)), при ε → 0 (8)

для деякого ε0 > 0, де ψz0,ε(t) – сiмейство невiд’ємних вимiрних (по Лебегу) функ-
цiй на (0,∞), таких що задовольняють

0 < Iz0,ε0(ε) : =

ε0∫
ε

ψz0,ε(t) dt < ∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) . (9)

Тодi вiдображення f продовжується по неперервностi в точку p0 i f(p0) ∈ ∂D∗.
Вiдмiтимо, що умови (8)-(9) приводять до того, що Iz0,ε0(ε) → ∞ при ε → 0

i, що ε0 може бути обрано настiльки малим на скiльки потрiбно зi збереженням
(8)-(9).

Доведення. Переходячи до карти U , ми можемо вважати, без обмеження за-
гальностi, що S i D – плоскi областi. Тодi за принципом унiформiзацiї Кьобе, див.,
наприклад, [15], с. 48, область D∗ = fD також є картою на римановiй поверхнi
S∗. Таким чином, за пропозицiєю 1

M (∆ (fC1, fC2; fD)) 6
∫
A

Kf (z) · η2(|z − z0|) dm(z) (10)

для будь-яких кiлець A = A(z0, r1, r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2}, 0 < r1 <
r2 < ε∗ : = sup

z∈D
|z − z0|, континумiв C1 i C2 в D, що належать рiзним компо-

нентам зв’язностi доповнення A в C, i для будь-яких функцiй, що вимiрюються
η : (r1, r2) → [0,∞], таких, що

r2∫
r1

η(r) dr > 1 , (11)

див., наприклад, пропозицiю 2.4 в [20] або 13.4 в [6].
Нагадаємо, що за теоремою Урисона S∗ є простором з визначенням метрики,

див., наприклад, теорему 22.II.1 в [18]. Тому компактнiсть S∗ еквiвалентна секвен-
цiальнiй компактностi, див., наприклад, зауваження 41.I.3 в [19]. З цього слiдує,
гранична множина C(z0, f) не є пустою з огляду на секвенцiальну компактнiсть
S∗, i C(z0, f) ⊆ ∂D∗ ⊂ S∗ за наслiдком 1 з роботи [1] . Таким чином, достатньо
показати, що C(z0, f) складається з єдиної точки, див., наприклад, теореми 20.V.1
i 21.II.1 в [18], оскiльки S∗ метризується.

За умовою леми, ∂D∗ сильно досяжна в деякiй точцi p1 ∈ C(z0, f). Допустимо,
що iснує ще хоча б одна точка p2 ∈ C(z0, f). Через d позначимо одну з вiдстаней в
S∗. Нехай d0 ∈ (0, d(p1, p2)).
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З огляду на локальну звя’знiсть областi D в точцi z0, знайдеться послiдовнiсть
вiдкритих околiв Uk точки z0 така, що Dk = D ∩ Uk – областi i diamUk → 0 при
k → ∞. Тодi знайдуться точки ζk i ζ∗k ∈ D∗

k : = fDk, близькi до p1 i p2, вiдповiдно,
для яких d(p1, ζk) < d0 i d(p1, ζ∗k) > d0, i якi можна з’єднати кривими Ck в областях
D∗

k, k = 1, 2, . . .. З огляду на зв’язнiсть Ck,

Ck ∩ ∂B(p1, d0) ̸= ∅ , де B(p1, d0) = {p ∈ S∗ : d(p, p1) < d0} . (12)

За умови сильної досяжностi точки p1 знайдуться континум C0 ⊂ D∗ i число
δ > 0 такi, що

M(∆(C0, Ck; D
∗)) > δ (13)

для достатньо великих k, оскiльки dist (p1, Ck) → 0 при k → ∞. Вiдмiтимо, що K0 :
= f−1(C0) також є континумом як неперервний образ континума. Таким чином,
ε∗ : = dist (z0,K0)) > 0. Визначимо в умовi леми ε0 < min (ε∗, ε

∗).
Зауважимо, що для функцiї

ηε(t) : =

{
ψz0,ε(t)/Iz0,ε0(ε), t ∈ (ε, ε0),

0, t ̸∈ (ε, ε0),
(14)

виконана умова
ε0∫
ε

ηε(t) dt = 1 .

Таким чином, для довiльного континума K ⊂ D(z0, ε) : = {z ∈ D : |z − z0| < ε},
за властивiстю (10),

M(△(fK0, fK; D∗)) 6
∫

ε<|z−z0|<ε0

Kf (z) · η2ε(|z − z0|) dm(z) =

=
1

I2z0,ε0(ε)

∫
ε<|z−z0|<ε0

Kf (z) · ψ2
z0,ε(|z − z0|) dm(z) → 0 при ε → 0 (15)

з огляду на умову (8).
З iншого боку, для будь-якого ε ∈ (0, ε0) при великих k має мiсце включення

Dk ⊂ D(z0, ε) i, як наслiдок, f−1(Ck) ⊂ D(z0, ε). Таким чином, отримаємо про-
тирiччя мiж (13) i (15). Це протирiччя спростовує гiпотезу про iснування другої
точки p2 в C(z0, f), що i завершує доведення.

Теорема 2. Нехай S та S∗ – римановi поверхнi, D i D∗ – областi в S та
S∗, вiдповiдно, ∂D ⊂ S, ∂D∗ ⊂ S∗, D локально зв’язна на границi i ∂D∗ сильно
досяжна, f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення довжини.

Допустимо, що для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в
деякiй картi U поверхнi S,

δ∫
0

dr

||Kf || (z0, r)
= ∞ (16)
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при всiх достатньо малих δ > 0, де

||Kf || (z0, r) =

∫
|z−z0|=r

Kf (z) | d z| . (17)

Тодi вiдображення f продовжується по неперервностi на ∂D.
Доведення. Дiйсно, при ψz0(t) = 1/||Kf || (z0, t) для всiх t ∈ (0, ε0) i достатньо

малому ε0 > 0, та ψz0(t) = 1 для всiх t ∈ (ε0,∞), з (16) отримаємо, що∫
ε<|z−z0|<ε0

Kf (z) · ψ2
z0(|z − z0|) dm(z) = Iz0,ε0(ε) = o(I2z0,ε0(ε)) при ε→ 0 ,

де з огляду умов Kf (z) > 1 в D i Kf ∈ L1
loc ,

0 < Iz0,ε0(ε) : =

ε0∫
ε

ψz0(t) dt < ∞ .

Таким чином, теорема 2 випливає з леми 3 та теореми 1.
Наслiдок 1. В частинному випадку, висновок теореми 2 має мiсце якщо, для

будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в картi U поверхнi S,

Kf (z) = O

(
log

1

|z − z0|

)
при z → z0 , (18)

або, бiльш загально,

kz0(ε) = O

(
log

1

ε

)
при ε→ 0 , (19)

де kz0(ε) – середнє значення функцiї Kf на колi |z − z0| = ε.
З урахуванням теореми 3.1 в роботi [21] та результату теореми 2, отримаємо

наступне.
Теорема 3. Нехай S та S∗ – римановi поверхнi, D i D∗ – областi в S та

S∗, вiдповiдно, ∂D ⊂ S, ∂D∗ ⊂ S∗, D локально зв’язна на границi i ∂D∗ сильно
досяжна, f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення довжини.

Допустимо, що для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в
деякiй картi U поверхнi S,∫

Φ(Kf (z)) dm(z) < ∞ , (20)

де Φ : R+ → R+ – неспадаюча випукла функцiя з умовою, для деякого δ > Φ(0),
∞∫
δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ . (21)
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Тодi вiдображення f продовжується по неперервностi на ∂D.
Зауваження 4. Вiдмiтимо, що за теоремою 5.1 та зауваженням 5.1 в [13] умова

(21) є не тiльки достатньою, а й необхiдною для неперервного продовження на
границю всiх вiдображень f скiнченного спотворення довжини з iнтегральними
обмеженнями виду (20).

Зауважимо також, що за теоремою 2.1 в [21] умова (21) еквiвалентна будь-якiй
iз наступних умов, де H(t) = logΦ(t):

∞∫
∆

H ′(t)
dt

t
= ∞ (22)

або
∞∫

∆

dH(t)

t
= ∞ (23)

або
∞∫

∆

H(t)
dt

t2
= ∞ (24)

для декого ∆ > 0, а також кожнiй iз рiвностей:
δ∫

0

H

(
1

t

)
dt = ∞ (25)

для деякого δ > 0,
∞∫

∆∗

dη

H−1(η)
= ∞ (26)

для деякого ∆∗ > H(+0).
Iнтеграл в (23) розумiється як iнтеграл Лебега–Стилтьєса, а iнтеграли в (28),

(24)–(26) як звичайнi iнтеграли Лебега.
Необхiдно навести ще пояснення. В правих частинах умов (22)–(26) маємо на

увазi +∞. Якщо Φ(t) = 0 для t ∈ [0, t∗], то H(t) = −∞ для t ∈ [0, t∗], i ми завершує-
мо означення в (22), вважаючи H ′(t) = 0 для t ∈ [0, t∗]. Вiдмiтимо, що умови (23) i
(24) виключають випадок того, що t∗ належить iнтервалу iнтегрування, оскiльки
в протилежному випадку лiвi частини в (23) i (24) або рiвнi −∞, або не визначенi.
Тому припусткаємо, що в (22–(25) δ > t0, вiдповiдно, ∆ < 1/t0, де t0 := supΦ(t)=0 t,
i вважаємо t0 = 0, якщо Φ(0) > 0.

Найбiльш цiкавим iз вказаних вище умов є умова (24), яка може бути записана
у виглядi:

∞∫
δ

log Φ(t)
dt

t2
= ∞ . (27)
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Наслiдок 2. Зокрема, висновок теореми 3 має мiсце, якщо при деякому α > 0∫
eαKf (z) dm(z) < ∞ . (28)

Наступне твердження є наслiдком теореми 1 i леми 3 при ψ(t) = 1/t.

Теорема 4. Нехай S та S∗ – римановi поверхнi, D i D∗ – областi в S та
S∗, вiдповiдно, ∂D ⊂ S, ∂D∗ ⊂ S∗, D локально зв’язна на границi i ∂D∗ сильно
досяжна, f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення довжини.

Допустимо, що для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в
деякiй картi U поверхнi S,∫

ε<|z−z0|<ε0

Kf (z)
dm(z)

|z − z0|2
= o

([
log

1

ε

]2)
при ε→ 0 . (29)

Тодi вiдображення f продовжується по неперервностi на ∂D.

Зауваження 5. Обираючи в лемi 3 функцiю ψ(t) = 1/(t log 1/t) замiсть ψ(t) =
1/t отримаємо, що умова (29) може бути замiнена умовою∫

ε<|z−z0|<ε0

Kf (z) dm(z)(
|z − z0| log 1

|z−z0|

)2 = o

([
log log

1

ε

]2)
при ε→ 0 . (30)

Аналогiчно, умова (19) за теоремою 2 може бути замiнена бiльш слабкою умовою

kz0(ε) = O

(
log

1

ε
log log

1

ε

)
при ε→ 0 . (31)

Звичайно, ми могли б тут навести велику кiлькiсть вiдповiдних умов логарифмiч-
ного типу, використовуючи функции ψ(t), що пiдходять.

Аналогiчно як в [22], говоримо, що функцiя φ : Ω → R на вiдкритiй множинi
Ω ⊆ C має скiнченне середнє коливання в точцi z0 ∈ D, пишемо φ ∈ FMO(z0),
якщо

lim sup
ε→0

1

πε2

∫
B(z0, ε)

| φ(z)− φ̃ε| dm(z) < ∞ , (32)

де φ̃ε – середнє значення функцiї φ в крузi B(z0, ε) = {z ∈ C : |z − z0| < ε}.
За лемою 3 з вибором ψz0, ε(t) ≡ 1/t log 1

t , див. також наслiдок 2.3 в [22], отри-
маємо наступний результат.

Теорема 5. Нехай S та S∗ – римановi поверхнi, D i D∗ – областi в S та
S∗, вiдповiдно, ∂D ⊂ S, ∂D∗ ⊂ S∗, D локально зв’язна на границi i ∂D∗ сильно
досяжна, f : D → D∗ – гомеоморфiзм скiнченного спотворення довжини.
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Допустимо, що для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в
деякiй картi U поверхнi S, для деякої функцiї Q : U → R+,

Kf (z) 6 Q(z) ∈ FMO(z0) ∀ z ∈ U . (33)

Тодi вiдображення f продовжується по неперервностi на ∂D.
За наслiдком 2.1 в [22] з теореми 5 також маємо:
Наслiдок 3. Зокрема, висновок теореми 5 має мiсце, якщо

lim sup
ε→0

1

πε2

∫
B(z0, ε)

Kf (z) dm(z) < ∞ .

Зауваження 6. Лема 3 дозволяє проводити поточковий аналiз: якщо вико-
нанi умови на дилатацiю в будь-якiй граничнiй точцi D, то в цiй точцi має мiсце
продовження на границу по неперервностi.

5. Про гомеоморфне продовження вiдображень на границю.
Комбiнуючи теорему 1 з результатами попереднього роздiлу, можна отримати

цiлу низку ефективних критерiїв гомеоморфного продовження на границю для
вiдображень зi скiнченним спотворенням довжини мiж областями на риманових
поверхнях. Як i ранiше, тут ми будемо розумiти, що функцiяKf продовжена нулем
поза областю D.

Теорема 6. Нехай в доповнення до умов теореми 1, для будь-якої точки p0 ∈
∂D з локальною координатою z0 в деякiй картi U поверхнi S,

δ∫
0

dr

||Kf || (z0, r)
= ∞ (34)

при всiх достатньо малих δ > 0, де

||Kf || (z0, r) =

∫
|z−z0|=r

Kf (z) | d z| . (35)

Тодi вiдображення f можна продовжити до гомеоморфiзму D на D∗.
Наслiдок 4. В частинному випадку, висновок теореми 6 має мiсце якщо, для

будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локальною координатою z0 в картi U поверхнi S,

Kf (z) = O

(
log

1

|z − z0|

)
при z → z0 , (36)

або, бiльш загально,

kz0(ε) = O

(
log

1

ε

)
при ε→ 0 , (37)
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де kz0(ε) – середнє значення функцiї Kf на колi |z − z0| = ε.
Теорема 7. За умов теореми 1, нехай для будь-якої точки p0 ∈ ∂D знайдеть-

ся карта поверхнi S, що мiстить p0, в локальних координатах якої∫
Φ(Kf (z)) dm(z) < ∞ , (38)

де Φ : R+ → R+ – неспадаюча випукла функцiя з умовою, для деякого δ > Φ(0),

∞∫
δ

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ . (39)

Тодi вiдображення f можна продовжити до гомеоморфiзму D на D∗.
Наслiдок 5. Зокрема, висновок теореми 7 має мiсце, якщо при деякому α > 0∫

eαKf (z) dm(z) < ∞ . (40)

Теорема 8. Нехай за умов теореми 1, для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локаль-
ною координатою z0 в деякiй картi U поверхнi S,∫

ε<|z−z0|<ε0

Kf (z)
dm(z)

|z − z0|2
= o

([
log

1

ε

]2)
при ε→ 0 . (41)

Тодi вiдображеня f продовжується до гомеоморфiзму D на D∗.
Теорема 9. Нехай за умов теореми 1, для будь-якої точки p0 ∈ ∂D з локаль-

ною координатою z0 в деякiй картi U поверхнi S, Kf (z) 6 Q(z) ∈ FMO. Тодi
вiдображення f продовжується до гомеоморфiзму D на D∗.

Наслiдок 6. Зокрема, висновок теореми 9 має мiсце, якщо

lim sup
ε→0

1

πε2

∫
B(z0, ε)

Kf (z) dm(z) < ∞ .
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S.V. Volkov, V.I. Ryazanov
On mappings with finite length distortion on Riemann surfaces.

The present paper is a natural continuation of our previous paper (2017) on the boundary behavior
of mappings in the Sobolev classes on Riemann surfaces, where the reader will be able to find the
corresponding historic comments and a discussion of many definitions and relevant results. The given
paper was devoted to the theory of the boundary behavior of mappings with finite distortion by Iwaniec
on Riemannian surfaces first introduced for the plane in the paper of Iwaniec T. and Sverak V. (1993)
On mappings with integrable dilatation and then extended to the spatial case in the monograph of
Iwaniec T. and Martin G. (2001) devoted to Geometric function theory and non-linear analysis. At the
present paper, it is developed the theory of the boundary behavior of the so–called mappings with finite
length distortion first introduced in the paper of Martio O., Ryazanov V., Srebro U. and Yakubov E.
(2004) in the spatial case, see also Chapter 8 in their monograph (2009) on Moduli in modern mapping
theory. As it was shown in the paper of Kovtonyuk D., Petkov I. and Ryazanov V. (2017) On the
boundary behavior of mappings with finite distortion in the plane, such mappings, generally speaking,
are not mappings with finite distortion by Iwaniec because their first partial derivatives can be not
locally integrable. At the same time, this class is a generalization of the known class of mappings
with bounded distortion by Martio–Vaisala from their paper (1988). Moreover, this class contains as
a subclass the so-called finitely bi-Lipschitz mappings introduced for the spatial case in the paper
of Kovtonyuk D. and Ryazanov V. (2011) On the boundary behavior of generalized quasi-isometries,
that in turn are a natural generalization of the well-known classes of bi-Lipschitz mappings as well
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as isometries and quasi-isometries. In the research of the local and boundary behavior of mappings
with finite length distortion in the spatial case, the key fact was that they satisfy some modulus
inequalities which was a motivation for the consideration more wide classes of mappings, in particular,
the Q-homeomorphisms (2005) and the mappings with finite area distortion (2008). Hence it is natural
that under the research of mappings with finite length distortion on Riemann surfaces we start from
establishing the corresponding modulus inequalities that are the main tool for us. On this basis, we
prove here a series of criteria in terms of dilatations for the continuous and homeomorphic extension
to the boundary of the mappings with finite length distortion between domains on arbitrary Riemann
surfaces.

Keywords: Riemann surfaces, boundary behavior, continuous and homeomorphic extension, mappings
of finite length distortion, strongly accessible and weakly flat boundaries.
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