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1. Вступ.
Задачi оптимального керування формою областi виникають як при проектуван-

нi рiзного виду конструкцiй, так i при вивченнi невiдомих меж, недоступних для
безпосереднiх вимiрювань. Результати теоретичних i обчислювальних дослiджень
задач даного типу викладено, наприклад в монографiях [1–4].

Задачi оптимизацiї форми для елiптичних рiвнянь з лiнiйними мiшаними гра-
ничними умовами дослiджувались, наприклад, в [5–7]. В даннiй роботi доведено
iснування оптимального розв’язку для елiптичної задачi з нелiнiйною граничною
умовою. Наскiльки вiдомо автору, задачi оптимального керування формою в та-
кому формулюваннi не вивчались.

У другому пунктi мiститься формулювання задачi, яка розглядається. У тре-
тьому доведено iснування оптимального розв’язку, а в четвертому виведено необ-
хiдну умову оптимальностi.

2. Формулювання задачi.
На площинi R2 позначимо Q = (0, 1)×(0, 1) i через Γ, ΓN , ΓD вiдповiдно нижню,

верхню i бiчнi сторони квадрату Q (тобто на ΓD маємо x1 = 0 або x1 = 1).
Нехай θ(x1) – регулярна функцiя на вiдрiзку [0, 1], така, що θ(x1) < 1 при

x ∈ [0, 1] i θ(0) = θ(1) = 0. За допомогою даної функцiї визначимо криву Γθ = {x ∈
R2 : x2 = θ(x1), x ∈ (0, 1)} i область Qθ = {x ∈ R2 : 1 > x2 > θ(x1), x ∈ (0, 1)}.

Визначимо функцiю uθ як розв‘язок граничної задачi

∆u = 0 в Qθ, (1)

−∂u

∂ν
= b(u) на Γθ, (2)

∂u

∂ν
= g на ΓN , (3)

u = 0 на ΓD, (4)
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де ν – зовнiшня одинична нормаль вiдповiдно до Γθ в (2) i до ΓN в (3). Припустимо
також, що

g ∈ L2(ΓN ), (5)

b ∈ C3(R), b(0) = 0, b′(u) ≥ 0 для всiх u ∈ R. (6)

Введемо множину допустимих керувань

Uad = {θ ∈ H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1) : −δ ≤ θ(x1) ≤ 1− δ, x1 ∈ (0, 1)},

де δ ∈ (0, 1). Остання нерiвнiсть гарантує, що Γθ i ΓN не перетинаються.
Нехай функцiю вартостi J : Uad → R маємо у виглядi

J(θ) = ∥uθ − h∥2L2(ΓN ) + α∥θ′′∥2L2(0,1)
, (7)

де α > 0, h ∈ L2(ΓN ).
Задача оптимального керування формою областi полягає у вiдшуканнi функцiї

θ∗ ∈ Uad такої, що
J(θ∗) = inf

θ∈Uad

J(θ). (8)

Зауваження 1. Задачу (8) можна розглядати як регуляризацiю Тiхонова неко-
ректної задачi, яка полягає у знаходженнi θ i uθ за умовами (1)–(4) i додатковою
умовою

uθ = h на ΓN . (9)

Задачi такого типу виникають при неруйнiвному контролi зразка матерiалу, що
пiдлягає дiї корозiї, на недосяжнiй до вимiрювань поверхнi Γθ. Можливий рiвень
корозiї може бути виявлено за допомогою електростатичних (теплових) вимiрю-
вань на iншiй поверхнi ΓN (див. [8,9]). Зазначимо також, що iснують рiзнi пiдходи
до вибору значення параметру α (див. [10]), тому надалi вважатимемо, що для
деякого α0 > 0 маємо

α ≥ α0. (10)

3. Iснування оптимального роз’язку.
Якщо для θ ∈ Uad функцiя v належить до простору H1(Qθ) та її слiд на ΓD

дорiвнює нулю, будемо говорити, що v ∈ V (Qθ).
Означення. Будемо говорити, що uθ ∈ V (Qθ) є варiацiйним роз’язком задачi

(1)–(4), якщо∫
Qθ

∇uθ · ∇v dx+

∫
Γθ

b(uθ)v ds =

∫
ΓN

gv ds для всiх v ∈ V (Qθ). (11)

Справедлива така теорема.
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Теорема 1. Нехай виконано умови (5), (6). Тодi iснує єдиний розв’язок uθ ∈
V (Qθ) ∩ L∞(Qθ) задачi (1)-(4), для якого справедлива оцiнка

∥uθ∥H1(Qθ) + ∥uθ∥L∞(Qθ) ≤ C(δ)∥g∥L2(ΓN ). (12)

З припущення θ ∈ Uad i теорем вкладення Соболева випливає, що θ ∈ C3/2([0, 1])
i границя областi Qθ належить до класу Лiпшиця. Твердження Теореми 1 випливає
з Теорем 4.4, 4.5 монографiї [11].

Таким чином, визначено оператор K : Uad → V (Qθ), що елементу θ ∈ Uad

спiвпоставляє варiацiйний розв’язок uθ ∈ V (Qθ). Через τ позначимо оператор слiду
τ : V (Qθ) → L2(ΓN ) i через F композицiю F = τ ◦ K. Отже функцiю вартостi
можна також записати у виглядi

J(θ) = ∥F (θ)− h∥2L2(ΓN ) + α∥θ′′∥2L2(0,1)
. (13)

Будемо дiяти за схемою роздiлу 2 [2]. Нам потрiбно довести, що оператор F
є секвенцiально слабо замкненим. Надалi через → i ⇀ позначатимемо сильну i
слабку збiжнiсть у вiдповiдних просторах.

Лема 1. Нехай послiдовнiсть {θn}∞n=1 така, що θn ∈ Uad для всiх n ≥ 1 i
θn ⇀ θ в H2(0, 1). Тодi θ ∈ Uad i F (θn) ⇀ F (θ) в L2(ΓN ).

Доведення. З теорем вкладення Соболева випливає, що iснує стала CH така,
що

∥θn∥C1+1/2([0,1]) ≤ CH , (14)

i, внаслiдок теореми Арцела–Асколi,

θn → θ в C1+σ([0, 1]), для всiх σ ∈ [0, 1/2). (15)

В областi Q∗ = (0, 1)× (−1, 1) визначимо характеристичнi функцiї χn, χ областей
Qθn , Qθ. З (15) випливає, що

∫
Q∗

|χn(x)− χ(x)|p dx =

1∫
0

dx1

max{θ(x1),θn(x1)}∫
min{θ(x1),θn(x1)}

|χn(x)− χ(x)|pdx2

≤
1∫

0

max{θ(x1), θn(x1)} −min{θ(x1), θn(x1)}dx1 ≤
1∫

0

|θ(x1)− θn(x1)|dx1.

Отже (див. (15))
χn → χ в Lp(Q∗), для всiх p ∈ [1,∞). (16)

З (14) бачимо, що областi Qθn задовольняють (див. Означення 3 на с. 192 i Твер-
дження на с. 04 в [12]) рiвномiрнiй умовi конусу. Тому можемо застосувати теоре-
му про рiвномiрне продовження (див. Теорему II.1 с.193, Твердження III.2’ с. 204
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в [12]), яка стверджує, що для кожного n iснує лiнiйний i неперервний оператор
продовження Pθn : H1(Qθn) → H1(Q∗) з рiвномiрною оцiнкою

∥Pθn∥ ≤ C(δ, CH). (17)

Позначимо ūn = Pθn [uθn ]. З оцiнок (12), (17) випливає, що iснує функцiя ǔ ∈
H1(Q∗) така, що

ūn ⇀ ǔ в H1(Q∗). (18)

Залишається довести, що звуження ǔ на Qθ є варiацiйним розв’язком вiдповiдної
задачi в Qθ. Розглянемо варiацiйну рiвнiсть∫

Q∗

∇ūn∇vχn dx+

∫
Γθn

b(ūn)v ds =

∫
Γθn

gv ds (19)

де v – довiльний елемент H1(Q∗) такий, що v|ΓD
= 0. Перехiд до границi при

n → ∞ по Q∗ можна виконати так само як в Лемi 2.15 [2]. Для граничного переходу
по “невiдомiй межi” Γθn наслiдуємо Лему 3.2 з [13]. Нехай m > 2, тодi для достатньо
великих значень n ≥ N(m) (див. (15))

θ(x1)−
1

m
≤ θn(x1) ≤ θ(x1) +

1

m
для всiх x ∈ [0, 1]. (20)

Позначимо

lθ(x1) = (1 + [θ′(x1)]
2)1/2, lθn(x1) = (1 + [θ′n(x1)]

2)1/2.

Маємо

I =

∫
Γθ

b(ǔ)vds−
∫

Γθn

b(ūn)vds =

1∫
0

[b(ǔ)v|x2=θ(x1)lθ(x1)− b(ūn)v|x2=θn(x1)lθn(x1)]dx1.

(21)
Iнтеграл I можна представити у виглядi суми

I = I1 + I2 + I3, (22)

де

I1 =

1∫
0

[b(ǔ)|x2=θ(x1) − b(ǔ)|x2=θ(x1)− 1
m
]v|x2=θ(x1)lθ(x1) dx1,

I2 =

1∫
0

[b(ǔ)|x2=θ(x1)− 1
m
v|x2=θ(x1) − b(ūn)|x2=θ(x1)− 1

m
v|x2=θn(x1)]lθ(x1) dx1,
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I3 =

1∫
0

[b(ūn)|x2=θ(x1)− 1
m
v|x2=θn(x1)lθ(x1)− b(ūn)|x2=θnv|x2=θn(x1)lθn(x1)] dx1.

Зазначимо, що, внаслiдок оцiнки (12), послiдовнiсть функцiй uθn є рiвномiрно об-
меженою на вiдповiдних областях Qθn , тобто для сталої M = C(δ)∥g∥L2(ΓN ) (див.
(12)) маємо |uθn |(x) ≤ M для всiх x ∈ Qθn рiвномiрно по n, тому ми можемо фак-
тично розглядати функцiю b(w) на обмеженому вiдрiзку, наприклад [-2M,2M], i
вважати, що iснує стала M1 така, що |b′(w)| ≤ M1 для всiх w ∈ R (в межах до-
ведення даної леми ми можемо пiдходящим чином змiнювати функцiю b(u) для
великих значень u). Для першого iнтегралу маємо

∣∣∣∣∣b(ǔ(x1, ·))
∣∣∣∣x2=θ(x1)

x2=θ(x1)− 1
m

∣∣∣∣∣ ≤ M1

θ(x1)∫
θ(x1)− 1

m

|ǔx2(x1, x2)|dx2 ≤
M1√
m

 1∫
−1

|ǔx2(x1, x2)|2dx2

1/2

(23)
i

|I1| ≤
C√
m
∥v∥L2(ΓN )∥ǔ∥H1(Q∗). (24)

Так само, як i в [13], iнтеграли I2, I3 можна записати у виглядi сум

I2 =

∫ 1

0
b(ǔ(x1, θ(x1)−

1

m
))(v(x1, θn(x1))− v(x1, θ(x1)))lθ(x1)dx1

+

∫ 1

0
v(x1, θ(x1))(b(ǔ(x1, θ(x1)−

1

m
)− b(ū(x1, θ(x1)−

1

m
)))lθ(x1)dx1,

i вiдповiдно

I3 =

∫ 1

0
v(x1, θn(x1))(b(ūn(x1, θ(x1)−

1

m
))− b(ūn(x1, θn(x1))))lθ(x1)dx1

+

∫ 1

0
v(x1, θn(x1))b(ūn(x1, θn(x1)))(lθ(x1)− lθn(x1)dx1.

З наведених виразiв бачимо, що подiбним чином можна оцiнити iнтеграли I2, I3,
де також використовується (15), компактнiсть оператору слiду (див. Теорему 2.1
в [14]), тобто збiжнiсть τ ūn → τu в L2(Γm), де Γm = {x ∈ R2 : x2 = θ(x1)− 1

m , x1 ∈
(0, 1)}. Маємо

|I| ≤ C(∥v∥H1(Q∗))

(
1√
m

+ ∥ūn − ǔ∥L2(Γm) + sup
(0,1)

|θn − θ|+ sup
(0,1)

|θ′n − θ′|

)
. (25)

Використовуючи оцiнку (25) i (15) для фiксованого v можна спочатку обрати дос-
татньо велике значення m, а потiм спрямувати n до нескiнченностi в (19) i одер-
жати (11). Лему 1 доведено. �
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З Теореми 2.10 монографiї [2], Теореми 1 i Леми 1 випливає теорема iснування
оптимального розв’язку.

Теорема 2. Нехай виконано умови (5), (6). Тодi iснує принаймнi один розв’зок
задачi (8).

4. Необхiдна умова оптимальностi.
Отримаємо необхiдну умову оптимальностi за допомогою перетворення областi

(див. [15]) Tθ : Q → Qθ

y = Tθ(x) :

{
y1 = x1

y2 = x2 + (1− x2)θ(x1).
(26)

Позначимо (див. також [15])

DTθ =

 1 0

(1− x2)θ
′(x1) 1− θ(x1)

 ,

γθ = detDTθ = 1− θ(x1), (27)

Aθ(x) = (γθDT −1
θ DT −T

θ ) =

 1− θ(x1) −(1− x2)θ
′(x1)

−(1− x2)θ
′(x1)

(1−x2)2[θ′(x1)]2+1
1−θ(x1)

 ,

де через DT −T
θ позначено транспоновану обернену матрицю до DTθ.

Якщо θ ∈ Uad i uθ ∈ V (QΓ) є варiацiйним розв’язком задачi (1)–(4), легко
переконатися в тому, що функцiя u = uθ ◦ T −1

θ належить до V (θ) i задовольняє
рiвнiсть ∫

Q

∇uAθ∇v dx+

∫
Γ

b(u)vlθ ds =

∫
ΓN

gv ds (28)

для довiльних v ∈ V (Q). Вiдмiтимо, що задачi (11) i (28) є еквiвалентними, тому
для всiх θ ∈ Uad справджується рiвномiрна оцiнка

∥u∥L∞(Q) ≤ M. (29)

Визначимо оператор K : Uad → V (Q), який спiвпоставляє елементу θ ∈ Uad

розв’язок u ∈ V (Q) варiацiйної задачi (29). Позначимо F = τ ◦ K : Uad → L2Γn.
Тепер функцiю вартостi J можна записати у виглядi

J(θ) = ∥F(θ)− h∥2L2(Γn)
+ α∥θ′′∥2L2(0,1)

. (30)

Нехай θ i σ є довiльними елементами Uad такими, що θ + σ ∈ Uad. Спочат-
ку переконаємося в iснуваннi похiдної Фреше оператору K(θ) у напрямку σ, яку
позначимо через K′

σ(θ).
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Позначимо
l′θ,σ =

d

dt
lθ+tσ|t=0 = − θ′σ′

(1 + [θ′]2)1/2
, (31)

i (див. [15])

A′
θ,σ =

d

dt
Aθ+tσ|t=0 =

 −σ −(1− x2)σ
′

−(1− x2)σ
′ σ+2(1−x2)2θ′σ′(1−θ)+(1−x2)2[θ′]2σ

(1−θ)2

 . (32)

Для скорочення запису позначимо також u = K(θ), w = K(θ + σ). Для рiзницi
u− w отримаємо ∫

Q

∇(u− w)Aθ∇v dx+

∫
Γ

(b(u)− b(w))vlθ ds (33)

=

∫
Q

∇w(Aθ+σ −Aθ)∇v dx+

∫
Γ

b(w))v(lθ+σ − lθ) ds

для всiх v ∈ V (Q). Якщо в (33) покласти v = u − w i врахувати монотоннiсть
функцiї b, тодi отримаємо

∥u− w∥H1(Q) ≤ C1∥σ∥H2(0,1), (34)

де стала C1 залежить вiд M , M0 = sup
(−2M,2M)

b(u), δ i ∥θ∥H2(0,1).

Зауваження 2. Безпосереднiми обчисленнями можна переконатися в тому, що
для довiльного θ ∈ Uad iснують сталi kθ, kθ такi, що

kθξ
2 ≤ (Aθξ, ξ) ≤ kθξ2, для всiх ξ ∈ R2, (35)

проте kθ наближається до нуля, якщо sup
(0,1)

|θ′| нескiнченно зростає.

Зауваження 3. В роботi [15] наведено такi мiркування. По-перше, (див. Лему
1.1 в [15]) в H2(0, 1) ∩ H1

0 (0, 1) напiвнорма ∥θ′′∥L2(0,1) еквiвалентна повнiй нормi
∥θ∥H2(0,1). По-друге, оскiльки θ = 0 ∈ Uad, для оптимального розв’язку θ∗ маємо

J(θ∗) = ∥F(θ∗)− h∥2L2(Γn)
+ α∥θ′′∗∥2L2(0,1)

≤ J(0) = ∥F(0)− h∥2L2(Γn)
,

отже (див.(10))
∥θ∗∥H2(0,1) ≤ C∗(α∗, ∥F(0)− h∥2L2(Γn)

). (36)

Формальним диференцюванням (28), одержимо задачу: знайти z ∈ V (Q) таку,
що ∫

Q

∇zAθ∇v dx+

∫
Γ

b′(u)zvlθ ds = −
∫
Q

∇uA′
θ,σ∇v dx−

∫
Γ

b(u)uvl′θ,σ ds, (37)
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для довiльних v ∈ V (Q). Зауважимо, що задача (37) є лiнiйною, тому iснування
її розв’язку можна довести за допомогою теореми Лакса–Мiльграма. Маємо пере-
конатися в тому, що z = K′

σ(θ).
На пiдставi (29), (31), (32), (35) i нерiвностi Кошi, одержимо оцiнку

∥z∥H1(Q) ≤ C2∥σ∥H2(0,1), (38)

де стала C2 залежить вiд M , M0, M1 = sup
(−2M,2M)

b′(u), δ i ∥θ∥H2(0,1).

Згiдно з означенням похiдної Фреше, нам треба оцiнити функцiю U = u−w−z.
Пiсля рутинних обчислень отримаємо∫

Q

∇UAθ+σ∇v dx+

∫
Γ

b′(u)Uvlθ+σ ds = −
∫
Q

∇u(Aθ+σ −Aθ −A′
θ,σ)∇v dx

−
∫
Q

∇z(Aθ+σ −Aθ)∇v dx−
∫
Γ

(b(w)− b(u)− b′(u)(w − u))vlθ+σ ds (39)

−
∫
Γ

b(u)v(lθ+σ − lθ − l′θ,σ) ds−
∫
Γ

b′(u)zv(lθ+σ − lθ) ds.

Вiзьмемо v = U в (39). Для довiльної функцiї функцiї f ∈ C2(R) справджується
формула Тейлора

f(y) = f(x) + f ′(x)(y − x) +

1∫
0

(1− µ)f ′′(x+ µ(y − x))dµ(y − x)2. (40)

Формулу (40) можна використати для функцiй b(u), Aθ, lθ. За допомогою (34), (38,
(39), (40), з (39) одержимо оцiнку

∥U∥H1(Q) = ∥w − u− z∥H1(Q) ≤ C3∥σ∥H2(0,1), (41)

де C3 залежить вiд C∗, C1, C2, δ, ∥θ∥H2(0,1). Остання оцiнка доводить, що z = K′
σ(θ).

Повернемось до функцiї вартостi у виглядi (32). Т.ч., якщо θ∗ оптимальний
розв’язок i uθ∗ вiдповiдний розв’зок задачi (37), тодi

∫
ΓN

uθ∗F ′
θ∗(ρ− θ∗) ds+

1∫
0

θ′′∗(ρ
′′ − θ′′∗) dx1 ≥ 0, (42)

де F ′
θ∗
(ρ− θ∗) = τ ◦ K′

θ∗
(ρ− θ∗) i z = F ′

θ∗
(ρ− θ∗) знаходиться з розв’язання задачi

(37) при θ = θ∗, u = uθ∗ , σ = ρ− θ∗.
Теорема 3. Нехай виконано умови (5), (6) i θ∗ ∈ Uad – оптимальний розв’язок

задачi (8). Тодi виконується умова (42).
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13. Haslinger, J., Neittanmäki. (1983). Penalty method in design optimization of systems goverened
by uniliteral boundary value probkem. Annale Faculte des Sciences Toulouse, 5, 199–216.

14. Ladyzhenskaya, O.A., Ural’tseva, N.N. (1968). Linear and quasilinear elliptic equations. New York,
Academic Press.

15. Kiniger, B., Vexler, B. (2013). A priori error estimates for unite element discretizations of a shape
optimization problem. ESAIM: Mathematical Modelling and Numerical Analysis, 47, 1733–1763.

M.V. Krasnoshchok
Shape optimization in elliptic problem with nonlinear boundary conditions.

Shape optimization problems have a long history of mathematical study and a wide range of applications.
In recent decades there has been an interest in solving these problems with partial differential equation
(PDE) constraints. In practice we often meet problems, leading to the problem of finding an “optimal”
shape of systems, the behaviour of which is described by elliptic equations. Problems of this type have
been studied by many authors from mathematical as well as from computation point of view. When
surfaces of a specimen which have been damaged by a corrosion aggressive attack are not accessible to
direct inspection, one is forced to rely on over-determined measurements performed on the accessible
part of the boundary. In this study, we consider such a non-destructive inspection technique modelled
as a shape optimization problem, which consists of determining an unknown part of the boundary
of a simply-connected bounded domain. The solution of Laplace equation u satisfies nonlinear Robin
condition on an unknown part of boundaty. We have Dirichlet and Neumann boundary conditions
on the rest of boundary. We look for a curve, that minimizes the cost functional represented as a
sum of regularizing term and L2-norm of the difference of the state variable u and some additional
measurement on the part of admissible boundary. The existence of at least one curve is proved for an
appropriate choice of the class of admissible curves. This will lead us to study properties of continuity
of J and compactness of the set of controls. We shall characterize the shape derivative of the cost
functional with respect to perturbations of the domain defined by a sufficiently smooth function. In
order obtain necessary optimality condition we use the mapping method. This method transforms the
unknown domain to a fixed one. The problem under consideration is essentially nonlinear. We prove
Frechet differentiability of the solution operator.

Keywords: Laplace equation, optimality conditions, Sobolev spaces.
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