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ЛIНIЙНА ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-АЛГЕБРАЇЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА
З НЕВИРОДЖЕНИМ IМПУЛЬСНИМ ВПЛИВОМ

Дослiдження диференцiально-алгебраїчних крайових задач започатковане у роботах К. Вейєр-
штрасса, М.М. Лузiна та Ф.Р. Гантмахера. Систематичному вивченню диференцiально-алгебраїч-
них крайових задач присвяченi роботи С. Кемпбелла, Ю.Є. Бояринцева, В.Ф. Чистякова, А.М. Са-
мойленка, М.О. Перестюка, В.П. Яковця, О.А. Бойчука, А. Iлчманна та Т. Рейса. Вивчення
диференцiально-алгебраїчних крайових задач пов’язане з численними застосуваннями таких за-
дач у теорiї нелiнiйних коливань, у механiцi, бiологiї, радiотехнiцi, теорiї керування, теорiї стiйко-
стi руху. В той же час дослiдження диференцiально-алгебраїчних крайових задач тiсно пов’язане
з дослiдженням iмпульсних крайових задач для диференцiальних рiвнянь, започаткованим у
роботах М.М. Боголюбова, А.Д. Мишкiса, А.М. Самойленка, М.О. Перестюка та О.А. Бойчу-
ка. Отже, актуальною проблемою є перенесення результатiв, отриманих у статтях С. Кемп-
белла, А.М. Самойленка, М.О. Перестюка та О.А. Бойчука на iмпульснi крайовi задачi для
диференцiально-алгебраїчних рiвнянь, зокрема, знаходження необхiдних та достатнiх умов iс-
нування шуканих розв’язкiв, а також, конструкцiї оператора Грiна задачi Кошi та узагальненого
оператора Грiна iмпульсної крайової задачi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння.

У статтi знайдено умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора Грiна
задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння з невиродженим iмпульсним впливом.
Знайдено умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора Грiна для лiнiйної
нетерової крайової задачi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння з невиродженим iмпульс-
ним впливом. Запропонована у статтi схема дослiдження лiнiйних нетерових крайових задач
для диференцiально-алгебраїчного рiвняння з невиродженим iмпульсним впливом у критичних i
некритичних випадках може бути перенесена на крайовi задачi для диференцiально-алгебраїчних
рiвнянь з виродженим iмпульсним впливом. Побудована схема аналiзу лiнiйної нетерової крайо-
вої задачi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння з невиродженим iмпульсним впливом уза-
гальнює результати С. Кемпбелла, А.М. Самойленка, М.О. Перестюка та О.А. Бойчука i може
бути поширена для доведення розв’язностi та побудови розв’язкiв нелiнiйної iмпульсної крайової
задачi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння у критичних i некритичних випадках.
MSC: 34N05.
Ключовi слова: диференцiально-алгебраїчнi системи, нетеровi крайовi задачi, невироджений
iмпульсний вплив.

1. Постановка задачi.
Розглянемо задачу про знаходження розв’язкiв [1, 2]

z(t) ∈ C1

{
[a, b] \ {τi}I

}
лiнiйного неоднорiдного диференцiально-алгебраїчного рiвняння

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t ̸= τi (1)
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з невиродженим (det(In + Si) ̸= 0) iмпульсним впливом

∆z(τi) = Siz(τi − 0) + ai, i = 1, 2, . . . , p, (2)

якi задовольняють крайовiй умовi

ℓz(·) = α ∈ Rq. (3)

Тут A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] – неперервнi матрицi, f(t) ∈ C[a, b] – неперервний
вектор; ℓz(·) — лiнiйний обмежений векторний функцiонал

ℓz(·) : C1

{
[a, b] \ {τi}I

}
→ Rq.

Матрицю A(t) припускаємо, взагалi кажучи, прямокутною: m ̸= n, або ж квад-
ратною, але виродженою матрицею сталого рангу. Розв’язок z(t) вважатимемо
неперервним злiва

z(τj) = lim
t→τj+0

z(t), j = 1, 2, . . . , p.

Крiм того, розв’язок z(t) нетерової (q ̸= n) диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (1)–(3) з iмпульсним впливом у точках

a < τ1 < τ2 < ... < τp < b,

можливо, зазнає розриви

∆z(τi) := z(τi + 0)− z(τi − 0), i = 1, 2, . . . , p

першого роду; тут Si− сталi (n× n)-вимiрнi матрицi, ai ∈ Rn.

Дослiдженню диференцiально-алгебраїчних рiвнянь за допомогою центральної
канонiчної форми i досконалих пар i трiйок матриць присвяченi монографiї [3–5].
Достатнi умови звiдностi диференцiально-алгебраїчної лiнiйної системи до цен-
тральної канонiчної форми були отриманi А.М. Самойленком i В.П. Яковцем [6].
У статтях [7, 8] запропоновано достатнi умови розв’язностi, а також конструкцiю
узагальненого оператора Грiна для лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (1), (3) без використання центральної канонiчної форми i досконалих пар i
трiйок матриць.

Задача (1), (2) є узагальненням задач з невиродженим iмпульсним впливом [1]
на випадок диференцiально-алгебраїчної лiнiйної системи (1). За умови A(t) ≡ In
задача про знаходження умов iснування та побудову розв’язкiв системи дифе-
ренцiальних рiвнянь (1) з невиродженим iмпульсним впливом була розв’язана
А.М. Самойленком та М.О. Перестюком у монографiї [1] та узагальнювала задачу
з крайовими умовами типу “shock conditions” [9]. За умови [7, 8]

PA∗(t) ≡ 0 (4)
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система (1) розв’язна вiдносно похiдної

z′ = A+(t)B(t)z + F0(t, ν0(t)); (5)

тут rank A(t) = m ≤ n. Крiм того

F0(t, ν0(t)) := A+(t)f(t) + PAρ0
(t)ν0(t),

A+(t) – псевдообернена (за Муром–Пенроузом) матриця, PA∗(t) – матриця-ортопроектор
[2]:

PA∗(t) : Rm → N(A∗(t)),

PAρ0
(t) – (n × ρ0)-вимiрна матриця, утворена iз ρ0 лiнiйно-незалежних стовпцiв

(n× n)− матрицi-ортопроектора

PA(t) : Rn → N(A(t)).

Таким чином, за умови (4) система (5), розв’язана вiдносно похiдної, як i її розв’язок,
залежать вiд довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t). Позначимо X0(t) нор-
мальну фундаментальну матрицю

X ′
0(t) = A+(t)B(t)X0(t), X0(a) = In

отриманої традицiйної системи звичайних диференцiальних рiвнянь (5). За умо-
ви (4) для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t) система (5), а вiдповiдно i
система (1), має розв’язок вигляду [7,8]

z(t, c) = X0(t)c+K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn,

де

K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t) := X0(t)

∫ t

a
X−1

0 (s)F0(s, ν0(s)) ds, a ≤ t ≤ τ1

– узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-алгебра-
їчної системи (1).

2. Критичний випадок.
За умови (4) система (1) розв’язна для довiльної неоднорiдностi f(t). Крiм то-

го, нормальна фундаментальна матриця X0(t) невироджена, тому для розв’язання
диференцiально-алгебраїчної системи (1), (2) з невиродженим iмпульсним впли-
вом застосовний метод, запропонований А.М. Самойленком та М.О. Перестюком
у монографiї [1]. Загальний розв’язок задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-
алгебраїчної системи (1) з невиродженим iмпульсним впливом (2) для довiльної
неперервної вектор-функцiї ν0(t) на вiдрiзку [τ1, τ2] зображується у виглядi

z(t, γ1) = X0(t)γ1 +X0(t)

∫ t

τ1

X−1
0 (s)F0(s, ν0(s)) ds, γ1 ∈ Rn.
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Нормальна фундаментальна матриця X0(t) невироджена, тому

γ1 = X−1
0 (τ1)(In + S1)K0

[
f(s), ν0(s)

]
(τ1) +X−1

0 (τ1) a1.

Таким чином, за умови (4) для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t) система
(1) з невиродженим iмпульсним впливом (2) має розв’язок вигляду

z(t, c) = X1(t)c+K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn,

де
X1(t) = X0(t)X

−1
0 (τ1)(In + S1)X0(τ1), τ1 ≤ t < τ2,

крiм того

K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t) := X0(t)X

−1
0 (τ1)(In + S1)K0

[
f(s), ν0(s)

]
(τ1)+

+X0(t)X
−1
0 (τ1) a1 +X0(t)

∫ t

τ1

X−1
0 (s)F0(s, ν0(s)) ds, τ1 ≤ t < τ2

– узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-алгебра-
їчної системи (1) з невиродженим iмпульсним впливом (2). Продовжуючи, за умови
(4), для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) отримуємо розв’язок системи
(1) з невиродженим iмпульсним впливом (2)

z(t, c) = X0(t) c+Kp

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn,

де
Xp(t) = X0(t)X

−1
0 (τp)(In + Sp)Xp−1(τp), τp ≤ t ≤ b,

крiм того

Kp

[
f(s), ν0(s)

]
(t) := X0(t)X

−1
0 (τp)(In + Sp)Kp−1

[
f(s), ν0(s)

]
(τp)+

+X0(t)X
−1
p−1(τp) ap +Xp−1(t)

∫ t

τp

X−1
p−1(s)F0(s, ν0(s)) ds, τp ≤ t ≤ b

– узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-алгебра-
їчної системи (1) з невиродженим iмпульсним впливом (2). Таким чином, за умови
(4), для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t) отримуємо розв’язок системи
(1) з невиродженим iмпульсним впливом (2)

z(t, c) = X(t) c+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn,
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де [10]

X(t) =


X0(t), a ≤ t < τ1,
...... ................
Xp(t), τp ≤ t ≤ b,

крiм того

K

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =


K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t), a ≤ t < τ1,

........................... ................

Kp

[
f(s), ν0(s)

]
(t), τp ≤ t ≤ b

– узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-алгебра-
їчної системи (1) з невиродженим iмпульсним впливом (2). Останнiй оператор у
випадку A(t) ≡ In дещо вiдрiзняється вiд побудованого у статтi [10]. На вiдмiну
вiд статтi [12], отримана нормальна фундаментальна матриця X(t) системи (1) з
невиродженим iмпульсним впливом (2) невироджена.

За умови A(t) ≡ In задача про знаходження умов iснування та побудову роз-
в’язкiв лiнiйної крайової задачi (1)–(3) з невиродженим iмпульсним впливом була
розв’язана А.М. Самойленком, М.О. Перестюком та О.А. Бойчуком у статтi [11].
Таким чином, метою даної статтi є перенесення результатiв [3–8] на диференцi-
ально-алгебраїчну крайову задачу (1)–(3) з невиродженим iмпульсним впливом.

Пiдставляючи загальний розв’язок z(t, c) задачi Кошi z(a) = c для диференцi-
ально-алгебраїчної системи (1) з невиродженим iмпульсним впливом (2) у крайову
умову (3), приходимо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

Qc = α− ℓK

[
f(s), ν0(s)

]
(·). (6)

Рiвняння (6) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

PQ∗
d

{
α− ℓK

[
f(s), ν0(s)

]
(·)

}
= 0. (7)

Тут PQ∗ – ортопроектор: Rq → N(Q∗); матриця PQ∗
d

утворена з d лiнiйно-незалежних
рядкiв ортопроектора PQ∗ , крiм того Q := ℓX(·) ∈ Rq×n. За умови (7) i тiльки за
неї загальний розв’язок рiвняння (6)

c = Q+

{
α− ℓK

[
f(s), ν0(s)

]
(·)

}
+ PQr cr, cr ∈ Rr

визначає загальний розв’язок лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової за-
дачi (1)–(3)

z(t, cr) = Xr(t)cr +X(t)Q+

{
α− ℓK

[
f(s), ν0(s)

]
(·)

}
+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t), cr ∈ Rr.
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Тут PQ – матриця-ортопроектор: Rn → N(Q); матриця PQr ∈ Rn×r утворена з r
лiнiйно-незалежних стовпцiв ортопроектора PQ. Зазначимо, що навiдмiну вiд [5]
при доведеннi теореми не використовується вимога про приведення системи (1) до
центральної канонiчної форми. Таким чином, доведена наступна лема.

Лема. За умови (4) для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t) розв’язок
задачi Кошi z(a) = 0 для системи (1) з невиродженим iмпульсним впливом (2)

z(t) ∈ C1

{
[a, b] \ {τi}I

}
має вигляд

z(t, c) = X(t) c+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn.

Для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t), за умови (7) i тiльки за неї, за-
гальний розв’язок лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1)–(3)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), Xr(t) := X(t)PQr , cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) := X(t)Q+

{
α− ℓK

[
f(s), ν0(s)

]
(·)

}
+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t)

диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1)–(3).

Доведена лема узагальнює вiдповiднi результати, отриманi для задач з неви-
родженим iмпульсним впливом [1,2] на випадок диференцiально-алгебраїчної лiнiй-
ної системи (1). Вiдзначимо, що при доведеннi леми ми не використовували цен-
тральну канонiчну форму i досконалi пари матриць.

Приклад 1. Знайдемо розв’язок

z(t) ∈ C1

{
[0, 2π] \ {π}I

}
лiнiйної диференцiально-алгебраїчної антиперiодичної крайової задачi

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t ̸= τ1 := π, ℓz(·) := z(0) + z(2π) = 0 (8)

з невиродженим (det(In + S1) ̸= 0) iмпульсним впливом

∆z(τ1) = S1 z(τ1 − 0). (9)

Тут

A(t) :=

(
cos t sin t cos t
− sin t cos t − sin t

)
, B(t) :=

(
− sin t cos t − sin t
− cos t − sin t − cos t

)
,
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крiм того

f(t) :=

(
2 sin t
− cos t

)
, S1 := −2 I3.

Оскiльки умову (4) виконано, система (8), розв’язна вiдносно похiдної, а її
розв’язок, залежить вiд довiльної неперервної скалярної функцiї ν0(t). Покладемо
ν0(t) := 0, при цьому система (8), має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t), 0 ≤ t < τ1, c ∈ R3,

де

K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

4

 1− cos 2t
−2 sin 2t
1− cos 2t


– узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(0) = 0 для диференцiально-алгебра-
їчної системи (8), крiм того

X0(t) =
1

2

 1 + cos t sin t cos t− 1
−2 sin t 2 cos t −2 sin t
cos t− 1 sin t 1 + cos t

 .

Система (8) з невиродженим iмпульсним впливом (9) має розв’язок вигляду

z(t, c) = X1(t)c+K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t), τ1 ≤ t ≤ 2π, c ∈ R3,

де

K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t) = K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t),

крiм того
X1(t) = −X0(t).

Крайова задача (8) з невиродженим iмпульсним впливом (9) являє собою критич-
ний випадок, оскiльки PQ∗ = I3. В той же час, крайова задача (8) з невиродже-
ним iмпульсним впливом (9) розв’язна, оскiльки умову (7) виконано. Загальний
розв’язок

z(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), Xr(t) = X(t), cr ∈ R3

крайової задачi (8) з невиродженим iмпульсним впливом (9) визначає узагальне-
ний оператор Грiна

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) = K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t) = K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t).
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У загальному випадку, а саме для довiльної неперервної вектор-функцiї

ν0(t) ∈ Cρ0 [a, b]

розв’язнiсть лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1)–(3) iстотно
залежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладемо

ν0(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw;

тут
Ψ(t) ∈ Cρ0×w[a, b]

– довiльна неперервна матриця повного рангу. За умови (4) узагальнений опера-
тор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-алгебраїчної системи (1) з
невиродженим iмпульсним впливом (2) зображується у виглядi

K

[
f(s), ν0(s)

]
(t) = K

[
f(s)

]
(t) +K

[
PAρ0

(s)ν0(s)

]
(t).

Позначимо матрицю

D :=

[
Q ; ℓK

[
PAρ0

(s)Ψ(s)

]
(·)

]
∈ Rq×(n+w).

Пiдставляючи загальний розв’язок задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчного
рiвняння (1) з невиродженим iмпульсним впливом (2) у крайову умову (3), прихо-
димо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

D č = α− ℓK

[
f(s)

]
(·), č := col (c, γ) ∈ Rn+w. (10)

Рiвняння (10) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

PD∗
d

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)

}
= 0. (11)

Тут PD∗ – ортопроектор:
Rq → N(D∗);

матриця PD∗
d

утворена з d лiнiйно-незалежних рядкiв ортопроектора PD∗ . За умови
(11) i тiльки за неї загальний розв’язок рiвняння (10)

č = D+

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)

}
+ PD δ, δ ∈ Rn+w

визначає загальний розв’язок лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової за-
дачi (1)–(3)

z(t, δ) = K

[
f(s)

]
(t) +

{
X(t);K

[
PAρ0

Ψ(s)

]
(t)

}
D+

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)

}
+
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+

{
X(t);K

[
PAρ0

(s)Ψ(s)

]
(t)

}
PD δ, δ ∈ Rn+w.

Тут PD – матриця-ортопроектор: Rn+w → N(D). Таким чином, доведена наступна
теорема.

Теорема. За умови (4) для фiксованої неперервної матрицi повного рангу
Ψ(t) у випадку (11) розв’язок лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi
(1)–(3) з невиродженим iмпульсним впливом

z(t) ∈ C1

{
[a, b] \ {τi}I

}
має вигляд

z(t, cr) =Wr(t)cr +G

[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr;

тут

G

[
f(s);ψ(s);α

]
(t) := K

[
f(s)

]
(t) +W (t)D+

{
α− ℓK

[
f(s)

]
(·)

}
– узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1)–
(3) з невиродженим iмпульсним впливом. Матриця Xr(t) утворена з r лiнiйно-
незалежних стовпцiв матрицi W (t)PD тут

W (t) :=

{
X(t);K

[
PAρ0

(s)Ψ(s)

]
(t)

}
.

Вiдзначимо, що навiдмiну вiд [5,13] при доведеннi теореми не використовується
вимога про приведення системи (1) до центральної канонiчної форми. На вiдмiну
вiд [14,15] доведена теорема узагальнює узагальнений оператор Грiна, отриманий
для диференцiальної крайової задачi, до диференцiально-алгебраїчної крайової за-
дачi (1)–(3) з невиродженим iмпульсним впливом.

3. Приведення до некритичного випадку.
За умови PD∗ ̸= 0 будемо казати, що диференцiально-алгебраїчна крайова зада-

ча (1)–(3) з невиродженим iмпульсним впливом представляє критичний випадок,
i навпаки: за умови PQ∗ ̸= 0, PD∗ = 0 будемо казати, що диференцiально-алгебра-
їчна крайова задача (1)–(3) з невиродженим iмпульсним впливом приведена до
некритичного випадку. Останнє означення є узагальненням некритичного випад-
ку (PQ∗ = 0) для нетерової крайової задачi для диференцiальної системи, яка
отримується з системи (1) при A(t) ≡ In, на випадок залежностi узагальненого
оператора Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи (1) вiд до-
вiльної неперервної функцiї [8].

Приклад 2. Знайдемо розв’язок лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайо-
вої задачi

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t ̸= τ1 := π, ℓz(·) := Ω (z(0) + z(2π)) = 0 (12)
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з невиродженим (det(In + S1) ̸= 0) iмпульсним впливом (9). Тут

Ω :=
1

4π

(
1 0 −1

)
;

матрицi A(t), S1 та функцiя f(t) наведенi у прикладi 1.

Оскiльки умову (4) виконано, система (12), розв’язна вiдносно похiдної, а її
розв’язок, залежить вiд довiльної неперервної скалярної функцiї ν0(t). Покладемо
ν0(t) := 1, при цьому система (12), має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t), 0 ≤ t < τ1, c ∈ R3,

де

K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

 t
0
−t


– узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(0) = 0 для диференцiально-алгебра-
їчної системи (12), крiм того

X0(t) =
1

2

 1 + cos t sin t cos t− 1
−2 sin t 2 cos t −2 sin t
cos t− 1 sin t 1 + cos t

 .

Система (12) з невиродженим iмпульсним впливом (9) має розв’язок вигляду

z(t, c) = X1(t)c+K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t), τ1 ≤ t ≤ 2π, c ∈ R3,

де

K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

4

 1− cos 2t
−2 sin 2t
1− cos 2t

 , X1(t) = −X0(t).

Крайова задача (12) з невиродженим iмпульсним впливом (9) являє собою кри-
тичний випадок, оскiльки PQ∗ = I3, причому крайова задача (8) з невиродженим
iмпульсним впливом (9) для фiксованої функцiї ν0(t) := 1 не розв’язна, оскiльки
умову (7) не виконано. В той же час для функцiї Ψ(t) := 1 крайова задача (8) з
невиродженим iмпульсним впливом (9) являє некритичний випадок, оскiльки

D =
(
0 0 0 1

)
– матриця повного рангу, отже умову (11) виконано. Загальний розв’язок

z(t, cr) =Wr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ R3
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крайової задачi (12) з невиродженим iмпульсним впливом (9) визначає узагальне-
ний оператор Грiна

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) =

1

4

 1− cos 2t
−2 sin 2t
1− cos 2t

 ;

тут

Wr(t) =
1

2

 1 + cos t sin t cos t− 1
−2 sin t 2 cos t −2 sin t
cos t− 1 sin t 1 + cos t

 , 0 ≤ t < τ1,

а також

Wr(t) = −1

2

 1 + cos t sin t cos t− 1
−2 sin t 2 cos t −2 sin t
cos t− 1 sin t 1 + cos t

 , τ1 ≤ t ≤ 2π.

У найпростiшому, а саме, у некритичному випадку PQ∗ = 0 умова (7) вико-
нується, отже лiнiйна диференцiально-алгебраїчна крайова задача (1)–(3) розв’язна
для довiльних неоднорiдностей f(t) та α.

Наслiдок. За умов (4) та PQ∗ = 0 для довiльної неперервної вектор-функцiї
ν0(t) та довiльних неоднорiдностей f(t) та α розв’язок лiнiйної диференцiально-
алгебраїчної крайової задачi з невиродженим iмпульсним впливом (1)–(3)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), Xr(t) := X(t)PQr , cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) := X(t)Q+

{
α− ℓK

[
f(s), ν0(s)

]
(·)

}
+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t).

Приклад 3. Знайдемо розв’язок лiнiйної перiодичної диференцiально-алгебра-
їчної крайової задачi

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t ̸= τ1 := π, ℓz(·) := z(0)− z(2π) = 0 (13)

з невиродженим (det(In+S1) ̸= 0) iмпульсним впливом (9). Матрицi A(t), S1 та
функцiя f(t) наведенi у прикладi 1.

Оскiльки умову (4) виконано, система (13), розв’язна вiдносно похiдної, а її
розв’язок, залежить вiд довiльної неперервної скалярної функцiї ν0(t). Покладемо
ν0(t) := sin t, при цьому система (13), має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t), 0 ≤ t < τ1, c ∈ R3,
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де

K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

4

 5− 4 cos t− cos 2t
−2 sin 2t

−3 + 4 cos t− cos 2t


— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(0) = 0 для диференцiально-алгебра-
їчної системи (13), крiм того

X0(t) =
1

2

 1 + cos t sin t cos t− 1
−2 sin t 2 cos t −2 sin t
cos t− 1 sin t 1 + cos t

 .

Система (8) з невиродженим iмпульсним впливом (9) має розв’язок вигляду

z(t, c) = X1(t)c+K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t), τ1 ≤ t ≤ 2π, c ∈ R3,

де

K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

4

 −11− 4 cos t− cos 2t
−2 sin 2t

13 + 4 cos t− cos 2t

 ,

крiм того

X1(t) =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 .

Крайова задача (13) з невиродженим iмпульсним впливом (9) являє собою некри-
тичний випадок, оскiльки PQ∗ = 0, отже, крайова задача (13) з невиродженим
iмпульсним впливом (9) розв’язна, оскiльки умову (7) виконано. Розв’язок

z(t, cr) = G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t)

крайової задачi (13) з невиродженим iмпульсним впливом (9) єдиний; його визна-
чає узагальнений оператор Грiна

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) =

1

4

 −3− 4 cos t− cos 2t
−2 sin 2t

5 + 4 cos t− cos 2t

 , 0 ≤ t ≤ 2π.

Запропонована у статтi схема дослiдження диференцiально-алгебраїчних край-
ових задач з невиродженим iмпульсним впливом (1)–(3) аналогiчно [16] може бути
перенесена на нелiнiйнi диференцiально-алгебраїчнi крайовi задачi, в тому числi,
у частинних похiдних [17,18].
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S.M. Chuiko, E.V. Chuiko, K.S. Shevtsova
Linear differential-algebraic boundary value problem with nonsingular pulse influence.

The study of differential-algebraic boundary value problems was initiated in the works of K. Weierstrass,
N.N. Luzin and F.R. Gantmacher. Systematic study of differential-algebraic boundary value problems is
devoted to the work of S. Campbell, Yu.E. Boyarintsev, V.F. Chistyakov, A.M. Samoilenko, M.O. Pere-
styuk, V.P. Yakovets, O.A. Boichuk, A. Ilchmann and T. Reis. The study of the differential-algebraic
boundary value problems is associated with numerous applications of such problems in the theory
of nonlinear oscillations, in mechanics, biology, radio engineering, theory of control, theory of motion
stability. At the same time, the study of differential algebraic boundary value problems is closely related
to the study of pulse boundary value problems for differential equations, initiated M.O. Bogolybov,
A.D. Myshkis, A.M. Samoilenko, M.O. Perestyk and O.A. Boichuk. Consequently, the actual problem is
the transfer of the results obtained in the articles by S. Campbell, A.M. Samoilenko, M.O. Perestyuk
and O.A Boichuk on a pulse linear boundary value problems for differential-algebraic equations, in
particular finding the necessary and sufficient conditions for the existence of the desired solutions,
and also the construction of the Green’s operator of the Cauchy problem and the generalized Green
operator of a pulse linear boundary value problem for a differential-algebraic equation. In this article
we found the conditions of the existence and constructive scheme for finding the solutions of the linear
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Noetherian differential-algebraic boundary value problem for a differential-algebraic equation with
nonsingular impulse action. The proposed scheme of the research of the linear differential-algebraic
boundary value problem for a differential-algebraic equation with impulse action in the critical case
in this article can be transferred to the linear differential-algebraic boundary value problem for a
differential-algebraic equation with singular impulse action. The above scheme of the analysis of the
seminonlinear differential-algebraic boundary value problems with impulse action neralizes the results
of S. Campbell, A.M. Samoilenko, M.O. Perestyuk and O.A Boichuk and can be used for proving
the solvability and constructing solutions of weakly nonlinear boundary value problems with singular
impulse action in the critical and noncritical cases.

Keywords: differential-algebraic equations, boundary value problems, nondegenerate pulse influence.
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