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ВIДСТЕЖЕННЯ СТАНУ КАРДIОСТИМУЛЯТОРIВ,
ПРОМОДЕЛЬОВАНИХ РIВНЯННЯМ ВАН ДЕР ПОЛЯ

Розглянуто можливiсть застосування методу iнварiантних спiввiдношень до розв’язання задачi
визначення стану двох моделей кардiостимулятора, якi отриманi як певнi модифiкацiї рiвняння
осцилятора ван дер Поля. Пошук невiдомої компоненти фазового вектора проводиться за схемою
керування системою master-slave, при якiй в провiднiй та ведомiй системi потрiбно забеспечити
спiвпадання траєкторiй при умовi неповноти iнформацiї про рух. Аналiтичнi викладки пiдтвер-
джено результатами обчислювальних експериментiв.
MSC: 34N05.
Ключовi слова: нелiнiйний спостерiгач, кардiостимулятор, осцилятор ван дер Поля, iнарiан-
тнi спiввiдношення.

1. Вступ.
Однiєю з проблем при побудовi адекватних математичних моделей багатьох

об’єктiв в техницi, економiцi, медико-бiологiчних дослiдженнях тощо є вiдсутнiсть
«апрiорної» iнформацiї про поточний стан об’єкта та його параметри. Тому важли-
вим етапом вiдповiдних дослiджень є визначення невiдомих компонент математич-
ної моделi, яке може бути здiйснено за допомогою методiв обернених задач керу-
вання системами вхiд-вихiд. Вiдомо також, що досить часто в таких дослiдженнях
в якостi наближеної динамiчної моделi складних нелiнiйних коливальних процесiв
використовується модель, яка складається з одного або декiлькох пов’язаних мiж
собою осциляторiв ван дер Поля або деяких їх модифiкацiй [1]. З цiєї причини
нелiнiйнi осцилятори вивчаються як спосiб моделювання, аналiзу або навiть кон-
тролю у рiзних сферах, таких як електронiка [2], керування, робототехнiка [3, 4],
медико-бiологiчнi дослiдження [5], геологiя [6] та iн. Природно, що при такому
моделюваннi виникають проблеми визначення стану та параметрiв моделей за ре-
зультатами вимiрювання вихiдних сигналiв у режимi реального часу.

Одну з таких проблем, а саме: задачу визначення стану моделей кардiости-
мулятора, якi отримано як певнi модифiкацiї рiвняння осцилятора ван дер По-
ля, розглянуто в данiй роботi. В науковiй лiтературi публiкацiї про моделюван-
ня серцево-судинноїї дiяльностi за допомогою осциляторних систем представленi
досить широко. В останнi роки серед них з’являються роботи, якi пов’язано з
розв’язком обернених задач для таких моделей. Зокрема, в роботi [7] з викори-
станням диференцiально-геометричних методiв теорiї керування запропонована
загальна схема побудови асимптотично точних оцiнок стану двувимiрної динамiч-
ної системи. Отриманi результати використано для ефективного розв’язку задачi
спостереження двох моделей кардiостимулятора,
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В нашому випадку для розв’язку цiєї ж задачi спостереження використано ро-
зроблений в аналiтичнiй механiцi метод iнварiантних спiввiдношень [8], який було
призначено, зокрема, для пошуку частинних розв’язкiв (залежностей мiж змiн-
ними) в задачах динамiки твердого тiла з нерухомою точкою. Модифiкацiя цьо-
го методу до проблем теорiї керування, спостереження, iдентифiкацiї дозволило
синтезувати мiж вiдомими i невiдомими величинами вихiдної системи додатко-
вi зв’язки, що виникають в процесi руху її розширеної моделi [9–11]. Вiдповiдна
методика полягає у розширеннi вихiдної системи за рахунок введення у розгляд
додаткових керованих диференцiальних рiвнянь та занурення вихiдної системи в
систему бiльшої вимiрностi, яка завдяки своєї достатньо вiльнiй структурi бiльш
пристосована для побудови спостерiгача чи iдентифiкатора. Керування в розши-
ренiй системi використовуються для синтезу на її траєкторiях заздалегiдь запропо-
нованих спiввiдношень, якi визначають невiдомi компоненти математичної моделi
(фазовий вектор, параметри) як функцiї вiд вiдомих величин. Одержанi теоре-
тичнi результати проiлюстровано чисельним моделюванням вiдповiдних нелiнiних
спостерегачiв у роздiлi 5.

2. Задача визначення стану для моделей кардiостимуляторiв.
Рiвняння ван дер Поля, що описуює процес релаксацiйних коливань має вигляд:

d2x(t)

dt2
+ α

(
x2(t)− µ

) dx(t)
dt

+ ω2x(t) = 0. (1)

Тут x(t) – змiщення осцилятора вiд положення рiвноваги, µ – коефiцiєнт, який
характеризує амплiтуду коливань, при якiй сила дисипацiї змiнює знак, α визначає
величину нелiнiйного доданку. Режим α = 0 вiдповiдає коливанням без тертя та
описується рiвнянням гармонiйного осцилятора з власною частотою ω.

Розглянемо двi модифiкацiї рiвняння ван дер Поля, якi моделюють роботу кар-
дiостимулятора [7, 12]. Перша з них має вигляд:

d2x(t)

dt2
+ α

(
x2(t)− µ

) dx(t)
dt

+
x(t)(x(t) + d)(x(t) + e)

de
= 0, (2)

де d, e, µ, α > 0 – додатнi константи, також полагаємо µ < d. У другому узагальненi
рiвняння ван дер Поля додатково змiнено вираз для закону дисипацiї:

d2x(t)

dt2
+ α(x− β1)(x− β2)

dx(t)

dt
+

x(t)(x(t) + d)(x(t) + e)

de
= 0. (3)

Тут параметри β1β2 < 0 мають рiзнi знаки, що зберiгає автоколивальнi властивостi
траєкторiй.

Виходом системи, тобто вiдомою за даними спостереження функцiєю часу t,
будемо вважати y(t) = x(t) – змiщення осцилятора вiд точки x = 0. Позначивши
x1(t) = x(t), x2(t) =

dx(t)
dt , перепишемо (2) у виглядi:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = α(µ− x21)x2 −
x1(x1 + d)(x1 + e)

de
.

(4)
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Аналогiчно рiвнянню (3) вiдповiдає система

ẋ1 = x2,

ẋ2 = α(x1 − β1)(x1 − β2)x2 −
x1(x1 + d)(x1 + e)

de
.

(5)

Вихiд систем (4) та (5) задано функцiєю y = x1(t). Розглянемо задачу вiднов-
лення стану кожної з цих систем як задачу вiдстеження за виходом траєкторiї
ведучо-вiдомої систем двох осциляторiв.

3. Перша модель кардiостимулятора. Отже припустимо спочатку, що ве-
дуча система має вигляд (4), вiдома мiстить поки що невизначенi функцiї керу-
вання vi(x1, p1, p2), i = 1, 2.

ṗ1 = p2 + v1(x1, p1, p2),

ṗ2 = α
(
µ− p21

)
p2 −

p1(p1 + d)(p1 + e)

de
+ v2(x1, p1, p2).

(6)

Задача полягає у вiдстеженнi еталонної траєкторiї x1(t), x2(t), тобто побудовi
таких функцiй vi(x1, p1, p2), i = 1, 2, при яких довiльна траєкторiя системи (6)
асимптотично прагне до тiєї траєкторiї системи (4), яка вiдповiдає виходу y =
x1(t).

Введемо змiннi e1, e2 якi визначають вiдхилення мiж траєкторiями ведучої та
вiдомої систем e1(t) = p1(t) − x1(t), e2(t) = p2(t) − x2(t). Введемо новi керування
u1, u2 за формулами

v1 = u1,

v2 = u2 − αp2(p
2
1 − x21) +

p1(p1 + d)(p1 + e)

de
− x1(x1 + d)(x1 + e)

de
.

(7)

Вiднiмаючи рiвняння (4) з рiвнянь (6), отримуємо рiвняння у вiдхиленнях

ė1 = e2 + u1(x1, e1, p2),

ė2 = α
(
µ− x21

)
e2 + u2(x1, e1, p2).

(8)

Таким чином наша задача зведена до пошуку керувань ui(x1, e1, p2), i = 1, 2
при яких довiльна траєкторiя системи (8) має властивiсть: e1(t) → 0, e2(t) → 0
з ростом t. У вiдповiдностi до методу iнварiантних спiввiдношень таку задачу
стабiлiзацiї будемо вирiшувати в околi многовида, на якому невiдома змiнна e2(t)
представлена у виглядi деякої функцiї вiд вiдомих величин x1(t), e1(t) та змiнної
p2(t), яка може бути знайдена в результатi розв’язку задачi Кошi для системи (6),
пiсля фiксацiї керувань vi(x, p1, p2), i = 1, 2.

Синтез iнварiантних спiввiдношень для вiдхилень траєкторiй. Пока-
жемо, що для будь-якої диференцiйованої функцiї Φ(x1, e1) iснує спiввiдношення

e2 = Φ(x1, e1), (9)
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яке є iнварiантним спiввiдношенням для деяких розв’язкiв розширеної системи
(4), (6). Для цього замiсть e2 вводимо змiнну η, яка характеризує вiдхилення вiд
многовида M = {(x1, x2, e1, e2) : e2 = Φ(x1, e1)}

e2 = Φ(x1, e1) + η, (10)

З урахуванням замiни частини змiнних за формулою (10) рiвняння для вiдхилень
приймають вигляд:

ė1 = Φ+ η + u1,

η̇ = α(µ− x21)(Φ + η)− Φx1(p2 − Φ− η)− Φe1(Φ + η + u1) + u2,
(11)

де Φσ означае частинну похiдну ∂Φ(.,.)
∂σ .

Оберемо в якостi керувань наступнi функцiї:

u1 = −Φ− λe1, u2 = −α(µ− x21)Φ + Φx1(p2 − Φ)− λΦe1e1, (12)

де λ > 0 – деяка стала, а на функцiю Φ(x1, e1) поки що не накладено нiяких
обмежень, за виключенням складу її аргументiв. В результатi система диферен-
цiальних рiвнянь для вiдхилень (11) стає однорiдною

ė1 = −λe1 + η,

η̇ = [α(µ− x21) + Φx1 − Φe1 ]η,
(13)

тобто допускає тривiальний розв’язок e1(t) = η(t) = 0. З останнього витiкають
наступнi твердження

I1) Сiм’я керувань (12) повнiстю визначається функцiєю Φ(x1, e1) та її частин-
ними похiдними Φx1 , Φe1 . Для всякої такої функцiї в просторi змiнних (x1, x2, e1, e2)
iснує многовид M , що вiдповiдає iнварiантному спiввiдношенню (9), тобто мiстить
тi траєкторiї системи (13), для яких η = 0. Якщо вдасться забезпечити виконання
e1(t) → 0, то, оскiльки на M e2 = Φ(x1, e1), для розв’язку вихiдної задачi достат-
ньо буде взяти керування, якi вiдповiдають функцiям Φ(x1, e1) з краєвою умовою
Φ(x1, 0) = 0.

I2) Оскiльки iнварiантне спiввiдношення e2(t) = Φ(x1(t), e1(t)) виконано не
у всьому просторi, то додатковою умовою вибору функцiї Φ(x1, e1) є виконання
вимоги η(t) → 0, тобто многовид M повинен мати властивiсть глобального тяжiння
для всiх траєкторiй вихiдної master-slave системи (4), (6).

Згiдно з I2 розглянемо спочатку останнє рiвняння системи (13)

η̇ = [α(µ− x21) + Φx1 − Φe1 ]η. (14)

Виберемо з множини функцiй Φ(x1, e1) функцiї, якi задовiльняють рiвнянню в
частинних похiдних першого порядку

α(µ− x21) + Φx1 − Φe1 = −λ. (15)
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Загальний розв’язок рiвняння (15) має вигляд

Φ(x1, e1) =
1

3
αx31 − (λ+ µα)x1 + F (x1 + e1), (16)

де F (x1+ e1) довiльна диференцiйована за своїм аргументом функцiя. За кожною
з таких функцiй рiвняння у вiдхиленнях (13) набувають вигляду

ė1 = −λe1 + η,

η̇ = −λη,
(17)

гарантуючи тим самим виконання умови e1(t) → 0, η(t) → 0 при належному виборi
постiйної λ. Дiйсно, всi розв’язки останньої системи диференцiальних рiвнянь при
λ > 1

2 експоненцiально прямують до нуля, оскiльки похiдна в силу системи (17)
вiд додатньо визначеної функцiї Ляпунова V = 1

2(e
2
1 + η2)

V̇ = −λe21 + e1η − λη2 ≤ (
1

2
− λ)(e21 + η2) < 0

є функцiєю, вiд’ємно визначеною.
Згiдно з I1 оберемо функцiю Φ(x1, e1) так, щоб вона задовольняла граничнiй

умовi: Φ(x1, 0) = 0. З цiєю метою в формулi (16) покладемо

F1(x1 + e1) = −1

3
α(x1 + e1)

3 + (λ+ µα)(x1 + e1).

В результатi отримуємо

Φ∗(x1, e1) = −1

3
αe1(3x

2
1 + 3x1e1 + e21) + (λ+ µα)e1. (18)

Вибiр функцiї Φ(x1, e1) = Φ(x1, p1 − x1) у виглядi (18) остаточно формує рiв-
няння ведомої системи (6). Дiйсно, керування (7) залежать вiд (12), якi в свою
чергу визначаються за допомогою цiєї функцiї та її частинних похiдних

Φ =
[
λ+ µα− 1

3
α
(
3x21 + 3x1(p1 − x1) + (p1 − x1)

2
)]
(p1 − x1),

Φx1 = −α(p21 − x21),

Φe1 = −α

3

(
3x21 + 3x1(p1 − x1) + (p1 − x1)

2
)
− α(p1 − x1)

3
(x1 + 2p1) + λ+ µα.

(19)

Таким чином можна стверджувати, що при знайдених керуваннях v1, v2, роз-
в’язок системи диференцiальних рiвнянь (6) з довiльними початковими умовами
асимптотично прагне саме до того розв’язку системи (4), який вiдповiдає за умо-
вами задачi спостереження вiдомому виходу y(t) = x1(t).
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4. Друга модель кардiостимулятора.
Розглянемо модифiковане рiвняння ван дер Поля (5), що моделює роботу кар-

дiостимулятора, з демпфiруванням, яке задано формулою α(x − β1)(x − β2). Cи-
стему, яка буде вiдслiдковувати траєкторiю вказаної модифiкацiї рiвняння ван дер
Поля, запишемо у виглядi вiртуальної системи – нелiнiйного спостерiгача:

ṗ1 = p2 + u1(x1, p1, p2),

ṗ2 = α(x1 − β1)(x1 − β2)p2 −
x1(x1 + d)(x1 + e)

de
+ u2(x1, p1, p2).

(20)

Складемо систему диференцiальних рiвнянь у вiдхиленнях e1(t) = p1(t) −
x1(t), e2(t) = p2(t)− x2(t) аналогiчно до розглянутого попередньо випадку:

ė1 = e2 + u1(x1, e1, p2),

ė2 = α(x1 − β1)(x1 − β2)e2 + u2(x1, e1, p2).
(21)

Введемо замiсть e2 змiнну η, яка характеризує вiдхилення вiд спiввiдношен-
ня за формулою (10), тодi аналогiчно до (11) рiвняння для вiдхилень розв’язкiв
вихiдної системи вiд розв’язкiв її спостерiгача матимуть вигляд:

ė1 = Φ+ η + u1,

η̇ = α(x1 − β1)(x1 − β2)(Φ + η)− Φx1(p2 − Φ− η)− Φe1(Φ + η + u1) + u2.
(22)

Оберемо в якостi керувань наступнi функцiї, якi залежать вiд поки що невизна-
ченої функцiї Φ(x1, e1) та її похiдних:

u1 = −Φ− λe1,

u2 = −α(x1 − β1)(x1 − β2)Φ + Φx1(p2 − Φ)− λΦe1e1.
(23)

За такими керуваннями рiвняння для вiдхилень (22) матимуть вигляд

ė1 = −λe1 + η,

η̇ = [α(x1 − β1)(x1 − β2) + Φx1 − Φe1 ]η.
(24)

В якостi {Φ(x1, e1)} – множини функцiй, що формують iнварiантне спiввiдно-
шення (9), оберемо функцiї, якi задовольняють рiвнянню в частинних похiдних

α(x1 − β1)(x1 − β2) + Φx1 − Φe1 = −λ. (25)

Загальний розв’язок рiвняння (25) має вигляд

Φ(x1, e1) = −α

[
x21
3

− (β1 + β2)
x1
2

+ β1β2 +
λ

α

]
x1 + F (x1 + e1), (26)

де F (x1 + e1) довiльна диференцiйована за своїм аргументом функцiя. Керування
(23), якi вiдповiдають довiльнiй функцiї Φ(x1, e1) з цiєї сiм’ї приводять рiвняння у
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вiдхиленнях (24) до виду (17). Як було вже показано, це, за умови λ > 1
2 , забезпечує

експоненцiальну стiйкiсть тривiального розв’язку цiєї системи.
Щоб крiм властивостi e1(t) → 0, η(t) → 0 забезпечити з ростом t асимпто-

тичне прямування e2(t) до нуля, оберемо таку функцiю Φ(x1, e1), яка задовольняє
граничнiй умовi: Φ(x1, 0) = 0. З цiєю метою в формулi (26) покладемо

F (x1 + e1) = α

[
(x1 + e1)

2

3
− (β1 + β2)

(x1 + e1)

2
+ β1β2 +

λ

α

]
(x1 + e1). (27)

В результатi функцiя Φ(x1, e1) та її частиннi похiднi Φx1(x1, e1), Φe1(x1, e1)
набувають вигляду

Φ(x1, e1) = αe1

[
x21 + x1e1 +

e21
3

− (β1 + β2)(x1 +
e1
2
) + β1β2 +

λ

α

]
,

Φx1(x1, e1) = αe1(2x1 + e1 − β1 − β2),

Φe1(x1, e1) = α

[
(x1 + e1)

2 − (β1 + β2)(x1 + e1) + β1β2 +
λ

α

]
.

(28)

Таким чином, остаточно отримуємо, що керування, обчисленi за формулами
(23) повнiстю визначають вид нелiнiйного спостерiгача (20), розв’язки якого з до-
вiльними початковими умовами асимптотично прагнуть до саме того розв’язку
вихiдної системи (5), який вiдповiдає виходу y = x1(t).

5. Обчислювальнi експерименти.
Запропонована в роботi схема розв’язання задачi спостереження була чисельно

промодельована для широкого спектру початкових умов i параметрiв динамiчних
систем (4) та (5). Зiставлялися мiж собою графiки розв’язкiв вихiдних систем
(зображенi неперервними лiнiями) та їх спостерiгачiв (переривчастi лiнiї). В на-
ведених результатiв обчислювального експерименту для першої моделi кардiости-
мулятора початковi умови задачi Кошi для системи (4) були прийнятi рiвними
x(0) = (−2.0; 0.0), початковi умови для змiнних системи диференцiальних рiвнянь
спостерiгача (6) обираються довiльним чином, в даному випадку p(0) = (2.0;−2.0).
Параметри системи та її спостерiгача наступнi:

α = 1.0, µ = 1.0, d = 3.0, e = 3.5, λ = 2.5.

На рис. 1 зображено графiки функцiй x1(t), p1(t) та x2(t), p2(t), якi пiдтвер-
джують асимтотичне зближення траєкторiй вихiдної системи та її спостерiгача.

Для другої моделi кардiостимулятора, початковi умови задачi Кошi вибранi
рiвними x(0) = (−0.1;−0.2), p(0) = (2.0; 2.0), а параметри систем дорiвнюють:

α = 1.0, d = 3.0, e = 3.5, β1 = 0.9, β2 = −0.5, λ = 2.5.

Як i для першої моделi, графiки розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь
(5) та (20), якi зображено на рис.2, пiдтверджують зроблений висновок про те, що
система (20) є асимптотичним спостерiгачем траєкторiй вихiдної системи (5).
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Рис. 1. Асимптотичне оцiнювання змiнних xi(t), i = 1, 2 системи (4).

Рис. 2. Асимптотичне оцiнювання змiнних xi(t), i = 1, 2 для моделi (5).
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V.F. Shcherbak, I.S. Dmytryshyn
Tracking the state of pacemakers modeled by the van der Pol equation.

It is known that in many applications of physics, biology and other sciences as an approximate dynamic
model of complex nonlinear oscillatory processes a model of one or more interconnected van der Pol
oscillators or some of its modifications is used [1]. For this reason, nonlinear oscillators are studied as a
method of modeling, analysis or even control in various fields, such as electronics [2], control, robotics
[3, 4], biomedical research [5], geology [6] and others. Naturally, in such modeling there are problems
in determining the state and parameters of the models based on the results of measuring the output
signals in real time. One of these problems, namely: the problem of determining the state of pacemaker
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models, which are obtained as certain modifications of the van der Pol oscillator equation, is considered
in this paper. In the scientific literature, publications on the modeling of cardiovascular activity using
oscillatory systems are widely represented. In recent years, among them there are works that are related
to the solution of inverse problems for such models. In particular, in [7] using differential-geometric
methods of control theory, a general scheme for constructing asymptotically accurate estimates of the
state of a two-dimensional dynamical system is proposed. The obtained results are used to effectively
solve the problem of observing two models of pacemakers. In our case in this observation problem we
used the method of invariant relations [8], which was developed in analytical mechanics to find partial
solutions (dependencies between variables) in the problems of dynamics of a rigid body with a fixed
point. Modification of this method to the problems of control theory, observation, identification allowed
to synthesize between known and unknown values of the original system additional connections that
arise during the motion of its extended model [9–11]. The corresponding technique is to expand the
original system by introducing additional controlled differential equations and immersing the original
system in a system of greater dimension, which due to its sufficiently free structure is more suitable
for constructing an observer or identifier. Controls in an extended system are used to synthesize on its
trajectories pre-proposed relations that define the unknown components of the mathematical model
(phase vector, parameters) as functions of known quantities. The obtained theoretical results are
illustrated by numerical simulations of the corresponding nonlinear observers in Section 5.

Keywords: nonlinear observer, pacemaker, van der Pоl oscillator, invariant relations.
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