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ВЗАЄМОЗВ’ЯЗКИ РIЗНИЦI ТА ПРОЕКЦIЇ З IНШИМИ
СИГНАТУРНИМИ ОПЕРАЦIЯМИ ТАБЛИЧНИХ АЛГЕБР

В наш час табличнi (реляцiйнi) бази даних, що заснованi на реляцiйних принципах та моде-
лях Е. Кодда, залишаються найбiльш розповсюдженими. Табличнi алгебри, якi було введено
В.Н. Редьком та Д.Б. Буєм, побудованi на основi реляцiйних алгебр Е. Кодда та суттєво їх уточ-
нюють. Вони складають теоретичний фундамент мов запитiв сучасних табличних баз даних.
Елементи носiя табличної алгебри уточнюють реляцiйнi структури даних, а сигнатурнi опера-
цiї побудованi на базi основних табличних манiпуляцiй у реляцiйних алгебрах та SQL-подiбних
мовах. Однiєю з актуальних задач в реляцiйних та табличних алгебрах є задача еквiвалентного
перетворення виразiв з метою їх спрощення (мiнiмiзацiї) або приведення до стандартного вигля-
ду. Ця задача є одним з етапiв оптимiзацiї запитiв, розв’язання цiєї задачi може суттєво зменшити
час обробки iнформацiї в реляцiйних системах управлiння базами даних. Для еквiвалентного пе-
ретворення виразiв, що мiстять табличнi операцiї, потрiбно використовувати взаємозв’язки мiж
цими операцiями. Значну кiлькiсть таких взаємозв’язкiв вже встановлено, у бiльшостi випадкiв
цi взаємозв’язки для загального випадку виконуються у виглядi включень. Ця робота є етапом
знаходження усiх можливих взаємозв’язкiв мiж сигнатурними операцiями табличних алгебр.
В роботi наведено та систематизовано взаємозв’язки рiзницi та проекцiї таблиць мiж собою та
з iншими операцiями табличних алгебр: перетином, об’єднанням, селекцiєю, перейменуванням,
з’єднанням, насиченням та активним доповненням. Автором цiєї роботи були знайденi критерiї
переходу деяких включень у рiвностi, а також критерiй дистрибутивностi насичення вiдносно
рiзницi таблиць. Цi критерiї вираженi в термiнах активних доменiв таблиць та є природними.
Важливiсть знайдених критерiїв рiвностей для теорiї табличних алгебр полягає в тому, що еквi-
валентнi перетворення виразiв, якi мiстять табличнi операцiї, можна здiйснювати лише на основi
рiвностей.
MSC: 68P15.
Ключовi слова: рiзниця, проекцiя, бази даних, табличнi алгебри.

1. Вступ.
В наш час бази даних широко використовуються майже в усiх сферах людської

дiяльностi. При цьому, найбiльш розповсюдженими залишаються табличнi (реля-
цiйнi) бази даних, що заснованi на реляцiйних принципах та моделях Е. Кодда [1].
З математичної точки зору реляцiйна база даних є скiнченим набором скiнчених
вiдношень рiзної розмiрностi мiж заздалегiдь визначеними множинами елемен-
тарних даних – доменами. Табличнi алгебри, якi було введено В.Н. Редьком та
Д.Б. Буєм [2], побудованi на основi реляцiйних алгебр Е. Кодда та суттєво їх уточ-
нюють. Вони складають теоретичний фундамент мов запитiв сучасних табличних
баз даних. Елементи носiя табличної алгебри уточнюють реляцiйнi структури да-
них, а сигнатурнi операцiї побудованi на базi основних табличних манiпуляцiй у
реляцiйних алгебрах та SQL-подiбних мовах.

Однiєю з актуальних задач в реляцiйних та табличних алгебрах є задача еквi-
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валентного перетворення виразiв з метою їх спрощення (мiнiмiзацiї) або приве-
дення до стандартного вигляду; ця задача є одним з етапiв оптимiзацiї запитiв [3],
розв’язання цiєї задачi може суттєво зменшити час обробки iнформацiї в реляцiй-
них системах управлiння базами даних. Для еквiвалентного перетворення виразiв,
що мiстять табличнi операцiї, потрiбно використовувати взаємозв’язки мiж цими
операцiями. Можна видiлити п’ять типiв таких взаємозв’язкiв:
а) вираженння однiєї операцiї через iншi – похiднiсть операцiї;
б) переставнiсть (для двох унарних операцiй);
в) дистрибутивнiсть (для двох бiнарних або для бiнарної та унарної операцiй, при-
чому для двох бiнарних операцiй iснує два рiзних варiанта дистрибутивностi);
г) аналоги вiдомих властивостей теоретико-множинних операцiй – закони де Мор-
гана, подвiйного заперечення тощо.
д) взаємозв’язки при виконаннi однiєї операцiї декiлька разiв – iдемпотентнiсть
унарних операцiй, асоцiативнiсть бiнарних операцiй (iнакше кажучи, взаємозв’язки
операцiї самої з собою).

Значну кiлькiсть таких взаємозв’язкiв встановлено у монографiї [4], у бiльшостi
випадкiв цi взаємозв’язки для загального випадку виконуються у виглядi вклю-
чень. Автором цiєї роботи були знайденi критерiї переходу деяких з цих включень
у рiвностi, а також критерiй дистрибутивностi насичення вiдносно рiзницi табли-
ць. Цi критерiї вираженi в термiнах активних доменiв таблиць та є природними.
Важливiсть знайдених критерiїв рiвностей для теорiї табличних алгебр полягає в
тому, що еквiвалентнi перетворення виразiв, якi мiстять табличнi операцiї, можна
здiйснювати лише на основi рiвностей.

У цiй роботi наведено всi знайденi на цей час взаємозв’язки рiзницi та проек-
цiї мiж собою та з iншими операцiями табличних алгебр: перетином, об’єднанням,
селекцiєю, перейменуванням атрибутiв, з’єднанням, насиченням та активним до-
повненням, у певному сенсi ця робота є продовженням роботи [5], у якiй наведено
аналогiчнi взаємозв’язки для перетину та об’єднання.

2. Основнi означення.
Далi розглянемо основнi означення з теорiї табличних алгебр за [4].
Зафiксуємо деяку непорожню множину A = {A′

1, . . . , A
′
n}, елементи якої буде-

мо називати атрибутами. Довiльну скiнченну пiдмножину R = {A1, . . . , Ak} ⊆ A
назвемо схемою. Рядком s схеми R є множина пар s = {(A1, d1), . . . , (Ak, dk)}, про-
екцiя якої за першою компонентою дорiвнює R. Таблицею схеми R є скiнченна
множина рядкiв схеми R. Виокремлюють двi особливi таблицi: таблицю Tε = {ε},
де ε – порожнiй рядок, при цьому схема таблицi Tε є порожнiм рядком, та таблицю
T∅ = ∅ – порожня множина рядкiв довiльної схеми.

На множинi всiх таблиць схеми R введено такi параметричнi операцiї:
1) перетин

∩
R

таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих i лише тих рядкiв,

якi належать одночасно всiм вихiдним таблицям;
2) об’єднання

∪
R

таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих i лише тих

рядкiв, якi належать хоча б однiй з вихiдних таблиць;
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3) рiзниця T1 −
R
T2 двох таблиць схеми R – таблиця, що складається з тих i лише

тих рядкiв, якi належать таблицi T1, та не належать таблицi T2.
Iншими словами, операцiї перетину, об’єднання i рiзницi таблиць є обмежен-

ням вiдповiдно теоретико-множинних перетину, об’єднання i рiзницi на множинi
таблиць однакової схеми.

Проекцiєю за множиною атрибутiв X ⊆ R називається унарна параметрична
операцiя πX , значенням якої є таблиця, що складається з обмежень за X усiх ряд-
кiв вихiдної таблицi: πX(T ) = {s∥X|s ∈ T} (тут обмеження розумiємо стандартно:
s∥x = s

∩
(X×pr2s), де pr2s – проекцiя рядка s за другою компонентою). Селекцiєю

за предикатом P : S → {true, false}, де S – множина всiх рядкiв, є унарна пара-
метрична операцiя σP , яка таблицi спiвставляє її пiдтаблицю, що мiстить рядки,
на яких предикат P принимає значення IСТИНА.

Введемо визначення операцiї перейменування атрибутiв. Нехай ξ – iн’єктивне
та функцiональне бiнарне вiдношення на множинi R. Покладемо η – таке поповнен-
ня вiдношення ξ парами вигляду (x, x), що η є всюдивизначеним вiдношенням на R:
η = {ξ

∪
(x, x)|x ∈ (R−Domξ)}. Перейменування рядка s = {(A1, d1), . . . , (Ak, dk)}

схеми R вiдношенням ξ є рядок ξ(s) = {(η(A1), d1), . . . , (η(Ak), dk)}, а переймену-
вання таблицi T схеми R вiдношенням ξ є таблиця Rn(T )ξ, яка є об’єднанням пе-
рейменувань рядкiв таблицi T вiдношенням ξ; перейменування атрибутiв схеми R
позначатимемо через ξ(R). Змiстовно кажучи, операцiя перейменування зводиться
до перейменування атрибутiв таблиць у вiдповiдностi до вiдображення-параметру
ξ, тобто, перейменування таблицi є перейменуванням перших компонент пар –
елементiв рядкiв.

Для визначення операцiї з’єднання введемо одне допомiжне поняття. Бiнарнi
вiдношення ρ i τ називаються сумiсними (позначається ρ ≈ τ), якщо ρ∥X = τ∥X,
де X = pr1(ρ)

∩
pr1(τ). З’єднанням називається бiнарна операцiя ⊗, значенням

якої є таблиця, що складається з усiх можливих об’єднань сумiсних рядкiв вихiд-
них таблиць, тобто T1 ⊗ T2 = {s1

∪
s2 | s1 ∈ T1 ∧ s2 ∈ T2 ∧ s1 ≈ s2}. При цьому,

якщо R1 – схема таблицi T1, а R2 – схема таблицi T2, то схемою таблицi T1 ⊗ T2 є
множина R1

∪
R2.

Для визначення операцiї насичення введемо одне важливе поняття. Активним
доменом атрибуту A вiдносно таблицi T називається множина DA,T = {d|∃s ∈
T ∧(A, d) ∈ s}. Змiстовно кажучи, DA,T мiстить усi значення атрибуту A в таблицi
T . Насиченням C(T ) називається таблиця

∏
A∈R

DA,T , де R – схема таблицi T , а∏
– оператор прямого (декартового) добутку, що вiдповiдає iндексуванню A 7→

DA,T , A ∈ R. Активним доповненням таблицi T схеми R називається таблиця
T̃ = C(T )−

R
T .

Табличною алгеброю називають часткову алгебру з носiєм – множиною всiх
таблиць довiльної схеми, наведеними вище операцiями (причому у [4] насичення
вважається допомiжною операцiєю), а також операцiєю дiлення таблиць, яка, як
показано у [4, с. 83], може бути вираженою через проекцiю, рiзницю та з’єднання;
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в цiй роботi операцiя дiлення не використовується.
3. Взаємозв’язки мiж рiзницею та iншими табличними операцiями.
Далi, для компактностi викладання результатiв, покладемо, що всi зазначенi

таблицi мають непорожню схему R з кiлькiстю атрибутiв k > 0 (окрiм випадкiв,
коли про схему таблицi та потужнiсть схеми сказано явно).

Операцiя перетину таблиць є дистрибутивною вiдносно рiзницi: T1
∩
R

(T2−
R
T3) =

(T1
∩
R

T2)−
R
(T1

∩
R

T3). Доведення наведено у [5].

Виконується включення T1−
R
(T2

∩
R

T3) ⊇ (T1−
R
T2)

∩
R

(T1−
R
T3), яке перетворюється

у рiвнiсть тодi i лише тодi, коли T1
∩
R

T2 = T1
∩
R

T3. Доведення наведено у [5].

Оскiльки рiзниця таблиць (на вiдмiну вiд їх перетину) не є комутативною опе-
рацiєю, розглянемо ще один варiант дистрибутивностi мiж рiзницею та перетином.

Лема 1. Виконується рiвнiсть (T1
∩
R

T2)−
R
T3 = (T1 −

R
T3)

∩
R

(T2 −
R
T3).

Доведення. Нехай s ∈ (T1
∩
R

T2) −
R
T3. Тодi, за означенням перетину та рiзницi,

виконуються приналежностi s ∈ T1, s ∈ T2, s /∈ T3. Тому s ∈ (T1−
R
T3), s ∈ (T2−

R
T3),

звiдки випливає s ∈ (T1−
R
T3)

∩
R

(T2−
R
T3), тобто (T1

∩
R

T2)−
R
T3 ⊆ (T1−

R
T3)

∩
R

(T2−
R
T3).

Нехай тепер s ∈ (T1 −
R
T3)

∩
R

(T2 −
R
T3). Тодi, за означенням перетину та рiзницi,

виконуються приналежностi s ∈ T1, s ∈ T2, s /∈ T3, тому s ∈ (T1
∩
R

T2)−
R
T3. �

Виконується включення T1
∪
R

(T2−
R
T3) ⊇ (T1

∪
R

T2)−
R
(T1

∪
R

T3), яке перетворюється

у рiвнiсть тодi i лише тодi, коли T1 = T∅. Доведення наведено у [5].
Виконується включення T1−

R
(T2

∪
R

T3) ⊆ (T1−
R
T2)

∪
R

(T1−
R
T3), яке перетворюється

у рiвнiсть тодi i лише тодi, коли T1
∩
R

T2 = T1
∩
R

T3. Доведення наведено у [5].

Оскiльки, на вiдмiну вiд об’єднання, рiзниця таблиць не є комутативною опера-
цiєю, розглянемо ще один варiант дистрибутивностi мiж рiзницею та об’єднанням.

Лема 2. Виконується рiвнiсть (T1
∪
R

T2)−
R
T3 = (T1 −

R
T3)

∪
R

(T2 −
R
T3).

Доведення. Нехай s ∈ (T1
∪
R

T2)−
R
T3. Тодi, за означенням об’єднання та рiзницi,

виконується s /∈ T3, а також хоча б одна з приналежностей: s ∈ T1 або s ∈ T2. Тодi,
з s ∈ T1 випливає s ∈ (T1 −

R
T3), а з s ∈ T2 випливає s ∈ (T2 −

R
T3), у будь-якому

випадку s ∈ (T1 −
R
T3)

∪
R

(T2 −
R
T3), тому (T1

∪
R

T2)−
R
T3 ⊆ (T1 −

R
T3)

∪
R

(T2 −
R
T3).

Нехай тепер s ∈ (T1−
R
T3)

∪
R

(T2−
R
T3). Тодi, за означенням об’єднання та рiзницi,

виконуються s /∈ T3, а також хоча б одна з приналежностей s ∈ T1 та s ∈ T2, звiдки
випливає s ∈ (T1

∪
R

T2)−
R
T3. �

Неважко бачити, що рiзниця є не комутативною та не асоцiативною операцiєю,
проте справедлива
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Лема 3. Виконується включення (T1−
R
T2)−

R
T3 ⊆ T1−

R
(T2−

R
T3). Це включення

перетворюється у рiвнiсть тодi i лише тодi, коли T1
∩
R

T3 = T∅.

Доведення. Нехай s ∈ (T1 −
R
T2)−

R
T3. Тодi, за означенням рiзницi, виконується

s ∈ T1, s /∈ T2, s /∈ T3. Тодi, з s /∈ T2 випливає s /∈ (T2 −
R
T3), та, з урахуванням

s ∈ T1, за означенням рiзницi, s ∈ T1 −
R
(T2 −

R
T3), що доводить включення.

Нехай тепер виконується T1
∩
R

T3 = T∅ та s ∈ T1 −
R
(T2 −

R
T3). За означенням

рiзницi s ∈ T1 та s /∈ (T2 −
R
T3). З s ∈ T1 та T1

∩
R

T3 = T∅ випливає s /∈ T3, з чого, з

урахуванням s /∈ (T2−
R
T3), випливає s /∈ T2, тому s ∈ (T1−

R
T2) та s ∈ (T1−

R
T2)−

R
T3,

що доводить достатнiсть критерiю.
Доведемо необхiднiсть критерiю. Нехай виконується рiвнiсть (T1 −

R
T2) −

R
T3 =

T1 −
R
(T2 −

R
T3). Вiд супротивного, припустимо, що T1

∩
R

T3 ̸= T∅ та нехай s ∈ T1
∩
R

T3.

Тодi, з s ∈ T3 випливає s /∈ (T2 −
R
T3), з чого, з урахуванням s ∈ T1, випливає

s ∈ T1−
R
(T2−

R
T3). З припущення про виконання рiвностi (T1−

R
T2)−

R
T3 = T1−

R
(T2−

R
T3)

випливає s ∈ (T1 −
R
T2) −

R
T3. Проте, за означенням рiзницi, ця приналежнiсть не

може виконуватися через s ∈ T3, що доводить необхiднiсть критерiю. �
Виконується включення πX(T1)−

X
πX(T2) ⊆ πX(T1−

R
T2), що доведено у [4, с. 42].

Знайдемо необхiднi та достатнi умови, за яких це включення перетворюється у
рiвнiсть. Далi, у теоремi 1 покладемо T1, T2 – таблицi схеми R, X = {X1, . . . , Xm};
а елементи множини R−X позначимо O1, . . . , Op.

Теорема 1. Рiвнiсть πX(T1)−
X
πX(T2) = πX(T1−

R
T2) виконується тодi та лише

тодi, коли для будь-якого рядка s = {(X1, x1), . . . , (Xm, xm)} ∈ πX(T1)
∩
X

πX(T2) та

всiх значень o1 ∈ DO1,T1 , . . . , op ∈ DOp,T1 , з s′ = {(X1, x1), . . . , (Xm, xm),
(O1, o1), . . . , (Op, op)} ∈ T1 випливає s′ ∈ T2.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай виконується рiвнiсть πX(T1)−
X
πX(T2) = πX(T1−

R

T2). Вiд супротивного, припустимо, що критерiй не виконується, тобто iснують ря-
док s = {(X1, x1), . . . , (Xm, xm)} ∈ πX(T1)

∩
R

πX(T2) та значення o1 ∈ DO1,T1
∪
R
T2
, . . . ,

op ∈ DOp,T1
∪
R
T2

, що s′ = {(X1, x1), . . . , (Xm, xm), (O1, o1), . . . , (Op, op)} ∈ T1 та s′ ̸∈

T2. Тодi s′ ∈ T1−
R
T2, та, за визначенням проекцiї, {(X1, x1), . . . , (Xm, xm)} ∈ πX(T1−

R

T2), тобто s ∈ πX(T1−
R
T2). З iншого боку, з s ∈ πX(T1)

∩
R

πX(T2) випливає s ∈ πX(T1)

та s ∈ πX(T2), тому, за визначенням рiзницi таблиць, s ̸∈ πX(T1) −
X
πX(T2), з чого

випливає не виконання рiвностi πX(T1) −
X

πX(T2) = πX(T1 −
R
T2). Це суперечить

припущенню та доводить необхiднiсть.
Доведемо достатнiсть. Нехай виконується критерiй. Вiд супротивного, припу-
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стимо, що рiвнiсть πX(T1)−
X
πX(T2) = πX(T1 −

R
T2) не виконується, це є можливим

лише при iснуваннi такого рядка s = {(X1, x1), . . . , (Xm, xm)}, що s ∈ πX(T1 −
R
T2)

та s ̸∈ πX(T1) −
X

πX(T2). Оскiльки s ∈ πX(T1 −
R
T2), то в таблицi T1 −

R
T2 iснує

рядок s′ = {(X1, x1), . . . , (Xm, xm), (O1, o1), . . . , (Op, op)}, для деяких значень o1 ∈
DO1,T1−

R
T2 , . . . , op ∈ DOp,T1−

R
T2 . З T1 −

R
T2 ⊆ T1 випливає ∀A ∈ R(DA,T1−

R
T2 ⊆ DA,T1),

тому o1 ∈ DO1,T1 , . . . , op ∈ DOp,T1 . За визначенням рiзницi таблиць, s′ ∈ T1 та
s′ ̸∈ T2. За визначенням проекцiї, з s′ ∈ T1 випливає {(X1, x1), . . . , (Xm, xm)} ∈
πX(T1), тобто s ∈ πX(T1). За припущенням s ̸∈ πX(T1) −

X
πX(T2), що, зважа-

ючи на s ∈ πX(T1), може бути лише в тому випадку, коли s ∈ πX(T2), тому
s ∈ πX(T1)

∩
X

πX(T2). Тодi, з припущення виконання критерiю випливає s′ ∈ T2.

Одержана суперечнiсть доводить хибнiсть припущення про невиконанiсть рiвно-
стi πX(T1)−

X
πX(T2) = πX(T1 −

R
T2) та доводить достатнiсть. �

У [4, с. 39] доведено дистрибутивнiсть селекцiї вiдносно рiзницi:
σP (T1 −

R
T2) = σP (T1)−

R
σP (T2) = σP (T1)−

R
T2.

У [4, с. 90] доведено дистрибутивнiсть перейменування вiдносно рiзницi:
Rn(T1 −

R
T2)ξ = Rn(T1)ξ −

ξ(R)
Rn(T2)ξ.

Розглянемо взаємозв’язки мiж рiзницею та з’єднанням. Оскiльки рiзниця є
частковою операцiєю, яка визначена лише у випадку, коли схеми обох таблиць-
аргументiв є однаковими, а схема таблицi-з’єднання є об’єднанням схем вихiдних
таблиць, при дослiдженнi можливої дистрибутивностi iснують певнi обмеження на
схеми вихiдних таблиць. У [4, с. 52] доведено дистрибутивнiсть з’єднання вiдносно
рiзницi: нехай R1 – схема таблицi T1, R – схема таблицi T2. Тодi, якщо R – схема
таблицi T3, виконується рiвнiсть: T1 ⊗ (T2 −

R
T3) = (T1 ⊗ T2) −

R
∪

R1

(T1 ⊗ T3). Заува-

жимо, що у випадку, за яким схеми таблиць T2 та T3 не збiгаються, лiва та права
частини наведеної вище рiвностi не можуть одночасно бути визначеними, оскiльки
лiва частина обов’язково буде невизначеною.

Для дослiдження можливої дистрибутивностi рiзницi вiдносно з’єднання (зва-
жаючи на некомутативнiсть рiзницi будемо розглядати два варiанти такої дистри-
бутивностi) звернемо увагу, що лiва та права частина наведених нижче виразiв
одночасно будуть визначеними лише за випадку рiвностi схем вихiдних таблиць.
Справедливе твердження.

Лема 4. Нехай R – схема таблиць T1, T2, T3. Тодi:
а) виконується рiвнiсть (T1 ⊗ T2)−

R
T3 = (T1 −

R
T3)⊗ (T2 −

R
T3);

б) виконується включення T1 −
R
(T2 ⊗ T3) ⊇ (T1 −

R
T2)⊗ (T1 −

R
T3);

в) рiвнiсть T1 −
R
(T2 ⊗ T3) = (T1 −

R
T2) ⊗ (T1 −

R
T3) виконується тодi та лише

тодi, коли T1
∩
R

T2 = T1
∩
R

T3.

Доведення. У [4, с. 52] доведено, що у випадку, за яких схеми таблиць T та T ′

166



Взаємозв’язки рiзницi та проекцiї з iншими операцiями табличних алгебр

збiгаються та дорiвнюють R, T ⊗ T ′ = T
∩
R

T ′. Тодi, з рiвностi (T1
∩
R

T2)−
R
T3 = (T1 −

R

T3)
∩
R

(T2 −
R
T3), яку доведено у лемi 1 цiєї роботи, безпосередньо випливає рiвнiсть

(а), з включення T1−
R
(T2

∩
R

T3) ⊇ (T1−
R
T2)

∩
R

(T1−
R
T3), доведенного у [5], безпосередньо

випливає включення (б), а з того, що критерiєм перетворення включення T1 −
R

(T2
∩
R

T3) ⊇ (T1 −
R
T2)

∩
R

(T1 −
R
T3) у рiвнiсть є T1

∩
R

T2 = T1
∩
R

T3, що доведено в [5],

безпосередньо випливає пункт (в) цiєї леми. �
Знайдемо взаємозв’язки мiж рiзницею та насиченням. Розглянемо такий при-

клад.

Приклад 1. Нехай R = {A,B}, T1 =

A B
0 0
1 1
2 1

та T2 =
A B
0 1
2 1

.

Тодi T1 −
R
T2 =

A B
0 0
1 1

, C(T1) =

A B
0 0
0 1
1 0
1 1
2 0
2 1

та C(T2) =
A B
0 1
2 1

.

Отже, C(T1 −
R
T2) =

A B
0 0
0 1
1 0
1 1

, C(T1)− C(T2) =

A B
0 0
1 0
1 1
2 0

.

З цього прикладу можна побачити, що насичення не є дистрибутивним вiдносно
рiзницi, бiльш того, для загального випадку C(T1−

R
T2) ̸⊆ C(T1)−

R
C(T2) та C(T1−

R

T2) ̸⊇ C(T1)−
R
C(T2). Знайдемо критерiї виконання включення C(T1−

R
T2) ⊆ C(T1)−

R

C(T2).

Лема 5. Включення C(T1 −
R
T2) ⊆ C(T1) −

R
C(T2) виконується тодi та лише

тодi, коли iснує такий iндекс i, що DAi,T1−
R
T2

∩
DAi,T2 = ∅.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай виконується включення C(T1 −
R
T2) ⊆ C(T1)−

R

C(T2). Вiд супротивного, припустимо, що критерiй не виконується, тобто ∀i
DAi,T1−

R
T2

∩
DAi,T2 ̸= ∅. Нехай x1 ∈ DA1,T1−

R
T2

∩
DA1,T2 , . . . , xk ∈ DAk,T1−

R
T2

∩
DAk,T2 .

Позначимо s = {(A1, x1), . . . , (Ak, xk)}. З x1 ∈ DA1,T1−
R
T2 , . . . , xk ∈ DAk,T1−

R
T2 за

означенням насичення випливає s ∈ C(T1−
R
T2). З iншого боку, з x1 ∈ DA1,T2 , . . . , xk ∈

DAk,T2 за означенням насичення випливає s ∈ C(T2), тому s /∈ C(T1)−
R
C(T2), тобто
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C(T1 −
R
T2) ̸⊆ C(T1)−

R
C(T2), ця суперечнiсть доводить необхiднiсть критерiю.

Доведемо достатнiсть. Нехай виконується критерiй. Вiд супротивного, припу-
стимо, що C(T1 −

R
T2) ̸⊆ C(T1)−

R
C(T2), тобто iснує такий рядок s = {(A1, x1), . . . ,

(Ak, xk)}, що s ∈ C(T1 −
R
T2) та s /∈ C(T1) −

R
C(T2). Тодi x1 ∈ DA1,T1−

R
T2 , . . . , xk ∈

DAk,T1−
R
T2 . За означенням насичення, з s ∈ C(T1 −

R
T2) випливає iснування в таб-

лицi T1 −
R

T2 таких рядкiв s1, . . . , sk, що (A1, x1) ∈ s1, . . . , (Ak, xk) ∈ sk, тому,

s1, . . . , sk ∈ T1 та s ∈ C(T1). У цьому випадку s /∈ C(T1) −
R

C(T2) може вико-

нуватися лише за умови s ∈ C(T2), з чого, за означенням насичення, випли-
ває x1 ∈ DA1,T2 , . . . , xk ∈ DAk,T2 . Одержали x1 ∈ DA1,T1−

R
T2

∩
DA1,T2 , . . . , xk ∈

DAk,T1−
R
T2

∩
DAk,T2 . Це суперечить припущенню про виконуванiсть критерiю та

доводить його достатнiсть. �
Знайдемо критерiї виконання включення C(T1)−

R
C(T2) ⊆ C(T1−

R
T2). Справед-

ливе твердження.

Лема 6. Включення C(T1) −
R
C(T2) ⊆ C(T1 −

R
T2) виконується тодi та лише

тодi, коли виконується одна з двох взаємовиключних умов:
1) ∀i(DAi,T1−

R
T2 = DAi,T1);

2)∀i(DAi,T1−
R
T2 ̸= DAi,T1 → (∀j ̸= i DAj ,T1 ⊆ DAj ,T2)).

Доведення. Необхiднiсть. Нехай виконується включення C(T1)−
R
C(T2) ⊆ C(T1−

R

T2) та не виконується умова 1. Покажемо, що у такому випадку повинна викону-
ватися умова 2. Вiд супротивного, припустимо, що це не так, тобто iснує такий
iндекс i, що DAi,T1−

R
T2 ̸= DAi,T1 , та для деякого j ̸= i виконується DAj ,T1 ̸⊆ DAj ,T2 .

Нехай x ∈ DAj ,T1 та x /∈ DAj ,T2 . З DAi,T1−
R
T2 ̸= DAi,T1 , зважаючи на T1−

R
T2 ⊆ T1, та,

вiдповiдно, DAi,T1−
R
T2 ⊆ DAi,T1 , випливає iснування в DAi,T1 такого y, що y ∈ DAi,T1

та y /∈ DAi,T1−
R
T2 . Тодi, за означенням активного домену, ∃s ∈ T1|(Ai, y) ∈ s. Нехай

s = {(A1, d1), . . . , (Aj−1, dj−1), (Aj , dj), (Aj+1, dj+1), . . . , (Ak, dk), (Ai, y)}. Позначи-
мо s′ = {(A1, d1), . . . , (Aj−1, dj−1), (Aj , x), (Aj+1, dj+1), . . . , (Ak, dk), (Ai, y)}. З s ∈ T1

та x ∈ DAj ,T1 випливає s′ ∈ C(T1), з x /∈ DAj ,T2 випливає s′ /∈ C(T2), з y /∈ DAi,T1−
R
T2

випливає s′ /∈ C(T1 −
R
T2), що неможливо, зважаючи на припущення про викону-

ванiсть включення C(T1)−
R
C(T2) ⊆ C(T1 −

R
T2). Одержана суперечнiсть доводить

необхiднiсть.
Доведемо достатнiсть. Нехай виконується умова 1. Тодi, за визначенням наси-

чення, C(T1 −
R
T2) = C(T1), тому, за визначенням рiзницi, має мiсце включення

C(T1)−
R
C(T2) ⊆ C(T1 −

R
T2) = C(T1).

Нехай виконується умова 2. Вiд супротивного, припустимо, що C(T1)−
R
C(T2) ̸⊆
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C(T1−
R
T2), тобто iснує такий рядок s = {(A1, d1), . . . , (Ak, dk)}, що s ∈ C(T1)−

R
C(T2)

та s /∈ C(T1 −
R
T2), з чого випливає ∃i|(Ai, di) ∈ s ∧ di /∈ DAi,(T1−

R
T2). При цьому, з

s ∈ C(T1) −
R

C(T2) випливає di ∈ DAi,T1 , отже, DAi,T1−
R
T2 ̸= DAi,T1 . Крiм того,

з s ∈ C(T1) −
R

C(T2) випливає також s ∈ C(T1) та s /∈ C(T2), тобто ∀z dz ∈
DAz ,T1 . За означенням насичення, з di ∈ DAi,T1 випливає iснування у таблицi T1

такого рядка s′, що (Ai, di) ∈ s′, а з di /∈ DAi,(T1−
R
T2), з урахуванням того, що

таблиця T1 −
R
T2 є результатом вилучення з таблицi T1 тих рядкiв, що належать

таблицi T2, випливає s′ ∈ T2, тому di ∈ DAi,T2 . Оскiльки за припущенням умова 2
виконується, тобто ∀j ̸= i DAj ,T2 ⊆ DAj ,T2 , то з dj ∈ DAj ,T1 випливає dj ∈ DAj ,T2 .
Таким чином, за означенням насичення, маємо s ∈ C(T2). Одержана суперечнiсть
доводить хибнiсть припущення про невиконуванiсть включення C(T1) −

R
C(T2) ⊆

C(T1 −
R
T2) за виконання умови 2. �

Об’єднаємо результати, що одержано у лемах 5 та 6, у наступному твердженнi.
Теорема 2. Рiвнiсть C(T1) −

R
C(T2) = C(T1 −

R
T2) виконується тодi та ли-

ше тодi, коли iснує такий iндекс i, що DAi,T1−
R
T2

∩
DAi,T2 = ∅, та, крiм того,

виконується одна з двох взаємовиключних умов:
1) ∀iDAi,T1−

R
T2 = DAi,T1 ;

2)∀i(DAi,T1−
R
T2 ̸= DAi,T1 → (∀j ̸= i DAj ,T1 ⊆ DAj ,T2)).

У якостi взаємозв’язкiв мiж рiзницею та активним доповненням можна розгля-
нути розповсюдження вiдомої з теорiї множин рiвностi A−B = A∧ B̄ на табличнi
операцiї.

У [4, с. 37] доведено включення T1 −
R
T2 ⊇ T1

∩
R

T̃2. Знайдемо критерiї перетво-

рення цього включення у рiвнiсть.
Лема 7. Рiвнiсть T1 −

R
T2 = T1

∩
R

T̃2 виконується тодi та лише тодi, коли для

будь-якого A ∈ R виконується включення DA,T1 ⊆ DA,T2 .
Доведення. Необхiднiсть. Нехай виконується рiвнiсть T1 −

R
T2 = T1

∩
R

T̃2. Вiд су-

противного, припустимо, що критерiй не виконується, тобто iснують такi A ∈ R,
x ∈ DA,T1 , що x /∈ DA,T2 . За визначенням активного домену, ∃s ∈ T1|(A, x) ∈ s.
Оскiльки x /∈ DA,T2 , то s /∈ T2, тому s ∈ T1 −

R
T2. З iншого боку, за визначенням

насичення, з x /∈ DA,T2 випливає s /∈ C(T2), тому s /∈ T̃2 = C(T2)− T2, з чого вип-
ливає s /∈ T1

∩
R

T̃2, що суперечить припущенню про виконання рiвностi та доводить

необхiднiсть критерiю.
Доведемо достатнiсть. Нехай виконується критерiй. Вiд супротивного, припу-

стимо, що рiвнiсть T1−
R
T2 = T1

∩
R

T̃2 не виконується, що, з урахуванням включення

T1−
R
T2 ⊇ T1

∩
R

T̃2 еквiвалентно iснуванню такого рядка s = {(A1, d1), . . . , (Ak, dk)} ∈
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T1 −
R
T2, що s /∈ T1

∩
R

T̃2. З s ∈ T1 −
R
T2 випливає s ∈ T1 та s /∈ T2, з умов критерiю

випливають приналежностi d1 ∈ DA1,T2 , . . . , dk ∈ DAk,T2 , тому s ∈ C(T2), з чого, з
урахуванням s /∈ T2, отримаємо s ∈ T̃2, тому s ∈ T1

∩
R

T̃2. Одержана суперечнiсть

доводить достатнiсть. �
4. Взаємозв’язки мiж проекцiєю та iншими табличними операцiями.
У [4, с. 42] доведено включення πX(

∩
i
Ti) ⊆

∩
i
πX(Ti). Це включення перетво-

рюється у рiвнiсть тодi та лише тодi, коли для кожного рядка s = {(X1, x1), . . . ,
(Xm, xm)} ∈

∩
i
πX(Ti) iснують такi значення o1 ∈ DO1,

∩
i
Ti
, . . . , op ∈ DOp,

∩
i
Ti

, що

s′ = {(X1, x1), . . . , (Xm, xm), (O1, o1), . . . , (Op, op)} ∈
∩
i
Ti, де {O1, . . . , Op} = R−X.

Доведення наведене в [5].
У [4, с. 42] доведено дистрибутивнiсть проекцiї вiдносно об’єднання: πX(

∪
i
Ti) =∪

i
πX(Ti).

У [4, с. 42] доведено рiвнiсть πX(πY (T )) = πX
∩

Y (T ), з якої безпосередньо
випливає iдемпотентнiсть проекцiї: πX(πX(T )) = πX(T ).

У [4, с. 46] доведено критерiй переставностi селекцiї та проекцiї: для будь-якої
таблицi T схеми R рiвнiсть πX(σP (T )) = σP (πX(T )) виконується тодi та лише тодi,
коли iстинiсть предиката P на множинi R спiвпадає з iстинiстю P на X.

У [4, с. 90] доведено переставнiсть перейменування та проекцiї:
Rn(πX(T ))ξ = πξ(X)(Rn(T )ξ).

У [4, с. 59] доведено включення πX(T1 ⊗ T2) ⊆ πX(T1) ⊗ πX(T2). У цiй же
монографiї на ст. 60 наведено критерiй, за яким це включення перетворюється у
рiвнiсть: нехай R1 та R2 – схеми таблиць T1 та T2 вiдповiдно. Рiвнiсть πX(T1⊗T2) =
πX(T1)⊗ πX(T2) виконується тодi та лише тодi, коли R1

∩
R2 ⊆ X.

У [4, с. 45] доведено переставнiсть насичення та проекцiї: C(πX(T )) = πX(C(T )).
У [4, с. 45] доведено включення ˜(πX(T )) ⊆ πX(T̃ ). Неважко бачити, що при

T = T∅ та T = Tε це включення перетворюється у рiвнiсть. Знайдемо необхiднi та
достатнi умови, за яких це включення перетворюється у рiвнiсть у випадку T ̸= T∅
та T ̸= Tε. Далi, у теоремi 3 покладемо T – таблиця схеми R, X = {X1, . . . , Xm};
а елементи множини R−X позначимо O1, . . . , Op.

Теорема 3. Рiвнiсть ˜(πX(T )) = πX(T̃ ) виконується тодi та лише тодi, коли
для будь-якого рядка s = {(X1, x1), . . . , (Xm, xm)} ∈ πX(T ) та будь-яких значень
o1 ∈ DO1,T , . . . , op ∈ DOp,T виконується: s′ = {(X1, x1), . . . , (Xm, xm), (O1, o1), . . . ,
(Op, op)} ∈ T .

Доведення. Необхiднiсть. Нехай виконується рiвнiсть ˜(πX(T )) = πX(T̃ ). Вiд су-
противного, припустимо, що критерiй не виконується, тобто iснують рядок s =
{(X1, x1), . . . , (Xp, xp)} ∈ πX(T ) та значення o1 ∈ DO1,T , . . . , op ∈ DOp,T , що s′ =
{(X1, x1), . . . , (Xp, xp), (O1, o1), . . . , (Op, op)} /∈ T . Тодi з s ∈ πX(T ) випливає s /∈

˜(πX(T )). З iншого боку, з s ∈ πX(T ) та o1 ∈ DO1,T , . . . , op ∈ DOp,T випливає
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s′ ∈ C(T ), що, з урахуванням s′ /∈ T , дає s′ ∈ T̃ , тому, s ∈ πX(T̃ ), тобто рiв-
нiсть ˜(πX(T )) = πX(T̃ ) не виконується. Це суперечить припущенню та доводить
необхiднiсть.

Доведемо достатнiсть. Нехай виконується критерiй. Вiд супротивного, припу-
стимо, що рiвнiсть ˜(πX(T )) = πX(T̃ ) не виконується, це є можливим лише при
iснуваннi такого рядка w = {(X1, w1), . . . , (Xp, wp)}, що w ∈ πX(T̃ ) та w /∈ ˜(πX(T )).
Тодi, з w ∈ πX(T̃ ), за визначенням проекцiї випливає iснування в таблицi T̃ рядка
w′ = {(X1, w1), . . . , (Xp, wp), (O1, o1), . . . , (Op, op)}. За визначенням активного до-
повнення з w′ ∈ T̃ випливає w′ ∈ C(T ), w′ /∈ T та o1 ∈ DO1,T , . . . , op ∈ DOp,T .
За припущенням критерiй виконується, що можливо лише за випадку w /∈ πX(T ).
З w′ ∈ C(T ) випливає w ∈ πX(C(T )), а з переставностi проекцiї на насичення
випливає w ∈ C(πX(T )), тому, за означенням активного доповнення одержимо
w ∈ ˜(πX(T )). Одержана суперечнiсть доводить хибнiсть припущення про невико-
нанiсть рiвностi ˜(πX(T )) = πX(T̃ ) та доводить достатнiсть. �

5. Висновки.
У роботi розглянуто та систематизовано взаємозв’язки рiзницi та проекцiї таб-

лиць мiж собою та з iншими сигнатурними операцiями табличних алгебр: перети-
ном, об’єднанням, селекцiєю, перейменуванням, з’єднанням, насиченням та актив-
ним доповненням. Знайдено критерiї, за яких деякi взаємозв’язки, що у загально-
му випадку є включеннями, стають рiвностями, а також критерiй дистрибутивно-
стi насичення вiдносно рiзницi таблиць. Цi результати можуть бути використаними
для перетворення виразiв, що мiстять табличнi операцiї, задля їх мiнiмiзацiї або
переходу до стандартного вигляду. У подальшому планується розглянути взає-
мозв’язки мiж iншими табличними операцiями, в першу чергу операцiї дiлення
з рештою сигнатурних табличних операцiй, а також знаходження ймовiрностей
виконання знайдених у цiй роботi критерiїв для довiльних таблиць та таблиць iз
певними фiксованими параметрами.
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A.S. Senchenko
The interrelations between difference and projection and other signature operations in
table algebra.

Currently, databases are widely used in almost all areas of human activity. For all variety of different
types of databases the most common are relational (table) databases, mathematical model of which was
proposed by E. Codd. From mathematical point of view, a relational database is a finite set of finite
relations between different predefined sets of basic data. Table algebra introduced by V.N. Red’ko
and D.B. Buy is based on Codd’s relational algebra and significantly improves it. It formed the
theoretical foundation of modern database query language. Elements of the carrier of table algebra
specify relational data structures, and signature operations are based on the basic table manipulations
in relational algebra and SQL-like languages. One of the most actual tasks in relational and table
algebras is the problem of equivalent transformation of expressions in order to minimize or reduce
them to a standard form; it is one of the stages of query optimization, and can also significantly reduce
the processing time of information in relational database management systems. For the decision of this
problem the interrelations between the basic table operations are used. In the present, a significant
number of such interrelations have been established, most of which for the general case are performed
as inclusions. The author has found criteria for the transition of some such inclusions into equalities.
These criteria are expressed in terms of the active domains of the tables and are natural. In this paper,
the interrelations of the difference and the projection of tables with other signature operations of table
algebras: intersection, union, selection, renaming of attributes, join, saturation, active complement are
considered.

Keywords: difference, projection, databases, table algebra.
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