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ТЕОРЕМИ ПРО СЕРЕДНЄ ДЛЯ ПОЛIГАРМОНIЧНИХ ФУНКЦIЙ

У статтi проаналiзовано проблему характеризацiї полiгармонiчних функцiй за допомогою виразiв
iз середнiм значенням, сформульовано i доведено достатню умову бiгармонiчностi функцiї. Теоре-
ми про середнє значення та побудованi за їх допомогою оператори усереднення мають рiзноманiт-
нi застосування як в теорiї функцiй (наближення функцiй, опис функцiональних просторiв), так
i в якiснiй теорiї лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними (граничнi власти-
востi, усунення особливостей, диференцiальнi властивостi розв’язкiв та iн.). У роботi дослiджено
основнi властивостi полiгармонiчних функцiй, зокрема, властивостi iз середнiм значенням. Про-
аналiзовано результати Л. Зальцмана та В.Волчкова, що узагальнюють класичнi теореми про
середнє, а також виявляють глибокi зв’язки мiж комплексним аналiзом, теорiєю лiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними, гармонiчним аналiзом, iнтегральною геометрiєю
та теорiєю спецiальних функцiй. За допомогою вiдповiдних теорем про середнє встановлюються
новi напрямки дослiджень в теорiї полiгармонiчних функцiй, диференцiальних рiвнянь, а також
в обчислювальнiй математицi (алгоритми «блукання по сферах», застосування методу Монте-
Карло). Особливу увагу в роботi придiлено випадку бiгармонiчних функцiй. Виявлено, що при
виконаннi рiвностi iз середнiм значенням по колу з множини на комплекснiй площинi функ-
цiя з класу C2 на зазначенiй множинi задовольняє рiвнянню Лапласа другого порядку, тобто є
полiгармонiчною другого порядку. За допомогою введення гладкої функцiї iз компактним носiєм
отримано шукану функцiю, як слабкий розв’язок вiдповiдного рiвняння Лапласа. У подальшо-
му даний результат може бути застосований для встановлення достатньої умови бiгармонiчностi
двiчi неперервно диференцiйованої функцiї на площинi, що задовольняє вище згадане спiввiдно-
шення лише для пари додатних значень r1, r2. Таким чином, з’являється можливiсть сформу-
лювати нову теорему про два радiуси.
MSC: 35B05.
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1. Вступ.
Нехай µ – комплексна борелевська мiра в Rn iз носiєм на замкненiй одиничнiй

кулi . Для областi G ⊂ Rn розглянемо множину функцiй f ∈ C(G), якi задовiль-
няють умовi ∫

f (x+ rt) dµ = 0 (1)

для всiх x ∈ G та r ∈ (0, dist(x, ∂G)).
Л. Зальцман [1] встановив, що ця множина спiвпадає з множиною слабких

розв’язкiв в областi G деякої скiнченної системи однорiдних диференцiальних рiв-
нянь зi сталими коефiцiєнтами. Вiн також дослiдив умови, за яких така система

Робота пiдтримана держбюджетною НДР “Спектральнi проблеми та властивостi регулярно-
стi диференцiальних i iнтегральних операторiв, крайовi задачi для планарних структур” (№ держ-
реєстрацiї 0121U109525).

173



О.Д. Трофименко, Ю.В. Перевєрзєва

складається лише з одного рiвняння. Для формулювання його основного резуль-
тату у цьому напрямку, ми нагадаємо, що перетворення Фур’є–Лапласа розподiлу
з компактним носiєм в Rn (позначення T ∈ E ′(Rn)) визначається формулою

T̂ (z) = T
(
e−(xz)

)
,

де z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, xz = x1z1 + . . .+ xnzn, а розподiл
T дiє на функцiю e−i(xz) як на функцiю аргументу x.

Перетворення Фур’є–Лапласа розподiлiв з компактним носiєм є цiлими функ-
цiями експоненцiального типу i описуються класичною теоремою Пелi–Вiнера–
Шварца (див., наприклад, [2]).

Нехай P = P (x) = P (x1, . . . , xn) – полiном, а P (D) – диференцiальний опе-
ратор, що вiдповiдає цьому полiному

(
x → −i ∂

∂xk

)
. Будемо говорити, що мiра µ

характеризує неперервнi слабкi розв’язки диференцiального рiвняння P (D) f = 0,
якщо для довiльної областi G та для довiльної функцiї f ∈ C(G) виконання умови
(1) для всiх x ∈ G та r ∈ (0, dist(x, ∂G)) еквiвалентно тому, що f задовольняє у
слабкому сенсi рiвнянню P (D) f = 0.

Мiра µ вiдповiдає розподiлу Fµ∈E ′(Rn), визначеному формулою Fµ=
∫
φ (x) dµ

для кожної фiнiтної нескiнченно диференцiйовної функцiї φ в Rn.
Теорема 1. Мiра µ характеризує неперервнi слабкi розв’язки рiвняння

P (D) f = 0 тодi i тiльки тодi, коли полiном P є однорiдним та iснує розподiл
T ∈ E ′(Rn) iз носiєм на B̄, такий, що T̂ (0) ̸= 0 i Fµ = P (−D)T .

Ця теорема роботи Зальцмана [1] є першою теоремою про середнє значен-
ня загального характеру i мiстить у якостi наслiдкiв велику кiлькiсть ранiше
встановлених конкретних теорем про середнє значення, наприклад, теорем Гауса–
Кобе, Морери–Карлемана, Федорова, Асгейрсона та iнших авторiв. Нею фактично
визначається класичний вигляд теорем про середнє значення для розв’язкiв одно-
рiдних лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефицiєнтами.

Iснують iншi форми теорем про середнє значення, що характеризують розв’яз-
ки диференцiальних рiвнянь за сталими коефiцiєнтами. Наприклад, (див. [2]), при
λ ∈ C(−∞, 0) виконання умови∫

Br

f (x+ y) dy = (2π)
n
2 r2In

2
(λr) f(x)

для всiх x ∈ G та r ∈ (0, dist (x, ∂G)), характеризує в класi C (G) розв’язки рiв-
няння Гельмгольца (

△+ λ2
)
f = 0,

де In
2
(z) = z−

n
2 J−n

2
(z). Зокрема, при λ = 0 маємо класичну теорему iз середнiм

значенням для гармонiчних функцiй.
Результат, представлений у роботi [3], характеризує функцiї за допомогою се-

реднього значення у випадку правильного многокутника та при фiксованих пара-
метрах дозволяє перейти до класичних теорем для гармонiчних функцiй.
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2. Бiгармонiчнi рiвняння.
Означення 1. Полiгармонiчною функцiєю порядку m називається функцiя

u (x) = u(x1, x2, . . . , xn) дiйсних змiнних, що визначена в областi D з простору
Rn, n ≥ 2, має неперервнi частиннi похiднi до порядку 2m включно та задоволь-
няє в усiй областi D полiгармонiчному рiвнянню

△mu = 0,

де m ≥ 1.
При m=1 маємо гармонiчнi функцiї, що описано вище, при m=2 – бiгармонiчнi

i так далi.
Розглянемо задачу Дiрiхле в обмеженiй областi G ⊂ Rn:

△u (x)− k2u (x) = 0,

u (y) = g (y), y ∈ ∂G x ∈ G ⊂ Rn, де k – комплексне число.
Нехай S(x, r) ⊂ G є сферою радiуса r з центром у точцi x. Позначимо через

N r
x (u) наступне сферичне середнє значення u

N r
x (u) =

∫
S(x,r)

u (y) dσ (y) =
1

ωn

∫ ∫
u (x+ re) dΩ(e),

де ωn = (2π)
n
2 Γ(n2 ) – поверхня одиничної сфери в Rn; dΩ(e) – елемент поверхнi

S(0, 1). Наступний результат представлено в роботi [4].
Теорема 2. Припустимо, що

Wn (y) = Γ
(n
2

)
y1−n/22n/2−1Jn/2−1(y),

де Jn
2
−1 (y) – функцiя Бесселя. Тодi рiвнiсть

N r
x (u) = {Wn(r

√
−△)}u(x)

виконується для x, r та u, для яких визначена лiва частина, i iснує вираз y
правiй частинi, що розумiється як значення оператора функцiї u у точцi x.

Для бiгармонiчної функцiї

u (x) = N r
x (u)−

r2

4
N r

x(△u), △u(x) = N r
x(△u).

Наступний результат також представлено в роботi [4].
Теорема 3. Розв’язок рiвняння △2u = g задовольняє спiввiдношенням iз се-

реднiм значенням

u (x) = N r
x (u)−

r2

4
N r

x(△u) +Br
x (q1g) ,
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△u(x) =
2

r
N r

x

(
∂u

∂r

)
+Br

x (q2g) ,

де

q1 (r1) =
1

2π

(
r2 − r21

4
− r21

4
ln

(
r

r1

))
, q2 (r1) = − 1

2π

(
ln

(
r

r1

)
− 1

2
+

r21
2r2

)
.

3. Достатня умова бiгармонiчностi.
Нехай G – множина у комплекснiй площинi C. Якщо u(z) – бiгармонiчна функ-

цiя в G, тодi вiдомо, що для кожного z ∈ G та r ∈ (0, dist(z, ∂G)) виконується
наступна рiвнiсть

Mr u(z)− r2

4
Mr(△u)(z) = u(z), (2)

де

Mr u(x) =
1

2π

∫ 2π

0
u(z + reiθ)dθ.

Розглянемо зворотне твердження. Справедлива наступна теорема.
Теорема 4. Нехай u(z) – функцiя класу C2(G), яка задовiльняє умовi (2) для

всiх z ∈ G та r ∈ (0, dist (z, ∂G)). Тодi u(z) – бiгармонiчна функцiя в G.
Доведення. Нехай φ – функцiя з простору C∞

0 (G) для всiх неперервно диферен-
цiйованих функцiй з компактними носiями в G. Тодi для кожного
r∈(0, dist (suppφ, ∂G)) маємо, що

0 =

∫
G

(
1

2π

∫ 2π

0
u
(
z + reiθ

)
dθ − r2

4

1

2π

∫ 2π

0
△u

(
z + reiθ

)
dθ − u(z)

)
φ (z) dm (z) ,

де m позначає мiру Лебега в C.
Далi

0 =

∫
G

1

2π

∫ 2π

0
u
(
z + reiθ

)
φ (z) dθdm (z)− r2

4

∫
G

1

2π

∫ 2π

0
△u(z+reiθ)φ(z)dθdm (z)−

−
∫
G
u (z)φ (z) dm (z) =

∫
G
u (z)

1

2π

∫ 2π

0
φ
(
z − reiθ

)
dθdm (z)−

−r2

4

∫
G
u(z)

1

2π

∫ 2π

0
△φ(z − reiθ)dθdm (z)−

∫
G
u (z)φ (z) dm (z) .

За класичною формулою Пiцеттi, маємо наступнi рiвностi для кожного нату-
рального N

1

2π

∫ 2π

0
φ
(
z − reiθ

)
dθ =

N∑
n=0

1

(n!)2

(r
2

)2n
△nφ(z) + o

(
r2N

)
(3)
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та
1

2π

∫ 2π

0
△φ

(
z − reiθ

)
dθ =

N∑
n=0

1

(n!)2

(r
2

)2n
△n+1φ(z) + o

(
r2N

)
, (4)

де r → 0 та o
(
r2n

)
є однорiдним вiдносно z (див., наприклад, [4]).

Спецiальнi випадки (3) та (4) є формулами

1

2π

∫ 2π

0
φ
(
z − reiθ

)
dθ = φ (z) +

r2

4
△φ(z) +

r4

64
△2φ(z) + o

(
r4
)

та
1

2π

∫ 2π

0
△φ

(
z − reiθ

)
dθ = △φ(z) +

r2

4
△2φ(z) + o

(
r2
)

вiдповiдно.
Пiдставляючи їх до вищезазначеного ланцюжка рiвностей, отримаємо

0 =

∫
G
u (z)

1

2π

∫ 2π

0
φ
(
z − reiθ

)
dθdm (z)−

−r2

4

∫
G
u(z)

1

2π

∫ 2π

0
△φ(z − reiθ)dθdm (z)−

∫
G
u (z)φ (z) dm (z) =

=

∫
G
u (z)

(
φ (z) +

r2

4
△φ(z) +

r4

64
△2φ(z) + o

(
r4
)
−

−r2

4

(
△φ(z) +

r2

4
△2φ(z) + o

(
r2
))

− φ(z)

)
dm(z) =

= − r4

32

∫
G
u(z)△2φ(z)dm(z).

Звiдси отримаємо тотожнiсть∫
G
u(z)△2φ(z)dm(z) = 0,

що виконується для всiх φ ∈ C∞
0 .

Отже, u(z) – це слабкий розв‘язок рiвняння △2u = 0 на множинi G. Завдяки
елiптичностi оператора △2 маємо, що функцiя u(z) бiгармонiчна в G. Що i треба
було довести. �
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O.D. Trofymenko, Yu.V. Perevierzieva
Mean value theorems for polyharmonic functions.

The problem of characterization of polyharmonic functions by mean value expressions is analyzed. A
sufficient condition for the biharmonic function is formulated and proved in the paper. Mean value
theorems and their operators have various applications in function theory (approximation of functions,
description of functional spaces) and in the qualitative theory of linear differential equations with
partial derivatives (boundary properties, elimination of features, differential properties of solutions,
etc.). The main properties of polyharmonic functions, in particular, properties with mean value are
investigated in the work. The results of L. Salcman and V. Volchkov, which generalize the classical mean
value theorems, are analyzed. These results also reveal deep connections between complex analysis, the
theory of linear differential equations with partial derivatives, harmonic analysis, integral geometry and
the theory of special functions. The new directions of research in the theory of polyharmonic functions,
differential equations, as well as in computational mathematics are established with the mean value
theorems (algorithms "walk on spheres" , application of the Monte Carlo method). Particular attention
is paid to the case of biharmonic functions. It is found that when performing the equality with the
mean value on the circle from the set on the complex plane, the function of class C2 on the specified
set satisfies the Laplace equation of the second order, i.e. the function is polyharmonic of the second
order. By using a smooth function with a compact support, the required function is obtained as a
weak solution of the corresponding Laplace equation. In the future, this result can be used to establish
a sufficient condition of biharmonicity of a twice continuously differentiated function on a plane that
satisfies the above-mentioned relation only for a pair of positive values of r1, r2. Thus, it is possible
to formulate a new theorem on two radii.

Keywords: mean value theorem, biharmonic function, polyharmonic function.
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