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ПРО ЕКСТРЕМАЛЬНI ЗАДАЧI ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНОГО ТИПУ
ДЛЯ РОЗВ’ЯЗКIВ НЕЛIНIЙНОГО РIВНЯННЯ БЕЛЬТРАМI

Дослiдження нелiнiйних систем типу Кошi–Рiмана–Бельтрамi зумовлено вивченням певних за-
дач гiдродинамiки та газової динамiки, у яких має мiсце неоднорiднiсть середовища та певна
сингулярнiсть. У роботi розглядається нелiнiйна система типу Кошi–Рiмана–Бельтрамi у по-
лярнiй системi координат, у якiй радiальна похiдна виражається через комплексний коефiцiєнт,
кутову похiдну та її m–степеневий модуль. Зокрема, якщо m дорiвнює нулю, то дана система
рiвнянь зводиться до звичайної лiнiйної системи рiвнянь Бельтрамi. Вiдмiтимо, що загальнi си-
стеми першого порядку використовувались М.О. Лаврентьєвим для означення квазiконформних
вiдображень на площинi, див. [1]. Задача про спотворення площi при квазiконформних вiдобра-
женнях бере свiй початок у роботi Б. Боярського, див. [2]. Вперше верхня оцiнка площi образу
круга при квазiконформних вiдображеннях була отримана М.О. Лаврентьєвим, див. [1]. У моно-
графiї [3], див. твердження 3.7, отримано уточнення нерiвностi Лаврентьєва у термiнах кутової
дилатацiї. У данiй роботi знайдена точна верхня оцiнка експоненцiального типу площi образу кру-
га, що є аналогом вiдомого результату М.О. Лаврентьєва. Як наслiдок, розв’язана екстремальна
задача для функцiоналу мiнiмального значення на колi регулярних гомеоморфiзмiв f : B → B
класу Соболєва W 1,2

loc (B), якi є розв’язками нелiнiйного рiвняння Бельтрамi. Крiм цього отрима-
но екстремальний аналог вiдомої леми Iкоми–Шварца, див. [4]. Також знайдено вiдображення,
на якому досягаються отриманi оцiнки. Таким чином, у роботi розв’язано екстремальнi задачi
на певному класi регулярних гомеоморфних розв’язкiв з узагальненими похiдними, iнтегрова-
ними з квадратом, нелiнiйних рiвнянь Бельтрамi. Ранiше у роботах [5–7] були отриманi верхнi
оцiнки степеневого та логарифмiчного типу. Доведення основного результату статтi базується на
диференцiальному спiввiдношеннi для функцiї площi образiв кругiв довiльних радiусiв, яке було
встановлено у роботi [6] для регулярних гомеоморфiзмiв класу Соболєва W 1,2

loc .
MSC: 30C62; 31A05; 31A20.
Ключовi слова: рiвняння Бельтрамi, нелiнiйне рiвняння Бельтрамi, регулярний гомеомор-
фiзм, регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння Бельтрамi.

1. Вступ.
Нехай G – область у комплекснiй площинi C, тобто зв’язна та вiдкрита пiдмно-

жина C, i нехай µ : G → C – вимiрна функцiя з |µ(z)| < 1 м.с. (майже скрiзь) в G.
Рiвнянням Бельтрамi називається рiвняння вигляду

fz = µ(z)fz , (1)

де fz =
1
2(fx + ify), fz =

1
2(fx − ify), z = x+ iy, fx i fy – частиннi похiднi вiдобра-

ження f по x i y, вiдповiдно. Функцiя µ називається комплексним коефiцiєнтом,
а

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

дилатацiйним вiдношенням рiвняння (1). Рiвняння Бельтрамi (1) називається ви-
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родженим, якщо Kµ є суттєво необмеженою, тобто Kµ /∈ L∞(G). Теореми iснуван-
ня гомеоморфних розв’язкiв класу Соболєва W 1,1

loc були недавно доведенi методом
модулiв для багатьох вироджених рiвнянь Бельтрамi, див., наприклад, моногра-
фiї [8, 9], а також огляди [10,11].

Нехай σ : G → C – вимiрна функцiя i m > 0. Розглянемо у полярнiй системi
координат (r, θ) наступне рiвняння:

fr = σ(reiθ) |fθ|m fθ, (2)

де fr i fθ – частиннi похiднi вiдображення f по r i θ, вiдповiдно. Враховуючи
формули (21.25) на с. 611 в [12], маємо

rfr = zfz + zfz , fθ = i(zfz − zfz) .

Якщо z (σ(z) |z| i|zfz − zfz|m + 1) ̸= 0, то рiвняння (2) можна записати у комплекс-
нiй формi:

fz =
z

z

σ(z) |z| i|zfz − zfz|m − 1

σ(z) |z| i|zfz − zfz|m + 1
fz. (3)

Вiдмiтимо, що подiбнi нелiнiйнi рiвняння зустрiчаються у роботi [13], див. теорему
5.7.

При m = 0 у випадку, коли z (σ(z) |z| i+ 1) ̸= 0, рiвняння (3) зводиться до
звичайного рiвняння Бельтрамi (1) з комплексним коефiцiєнтом

µ(z) =
z

z

σ(z) |z| i− 1

σ(z) |z| i+ 1
.

Якщо у (3) покласти m = 0 i σ = −i/|z|, то ми приходимо до вiдомої системи
Кошi–Рiмана. При m > 0 рiвняння (3) є частковим випадком загальної нелiнiйної
комплексної системи рiвнянь (7.33), п. 7.7 в [12]. Всюди далi будемо вважати, що
m > 0.

Нелiнiйнi системи рiвнянь у частинних похiдних зараз, як i ранiше, вивчаються
у рiзноманiтних аспектах, див., наприклад, [1,2, 5–8, 10– 16]. Вiдмiтимо, що загаль-
нi системи першого порядку використовувались М.О. Лаврентьєвим для означення
квазiконформних вiдображень на площинi, див. [1, 16].

У данiй роботi знайдена точна верхня оцiнка експоненцiального типу пло-
щi образу круга, що є аналогом вiдомого результату М.О. Лаврентьєва (1962),
див. [1]. Як наслiдок, розв’язана екстремальна задача для функцiоналу мiнiмаль-
ного значення на колi, а також отримано екстремальний аналог вiдомої леми
Iкоми–Шварца (1965), див. [4]. Також знайдено розв’язки нелiнiйного рiвняння
Бельтрамi, на яких досягаються отриманi оцiнки. Точнi верхнi оцiнки степеневого
та логарифмiчного типу були отриманi у роботах [5–7]. Нагадаємо, що задача про
спотворення площi при квазiконформних вiдображеннях бере свiй початок у ро-
ботi Б. Боярського (1955), див. [2]. Ряд результатiв у цьому напрямку отримано у
роботах [17,18].
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2. Допомiжнi поняття та твердження.
Нагадаємо деякi означення. Вiдображення f : G → C називається регулярним

у точцi z0 ∈ G, якщо в цiй точцi f має повний диференцiал i його якобiан Jf =

|fz|2−|fz̄|2 ̸= 0 (див., наприклад, I. 1.6 в [19]). Гомеоморфiзм f класу Соболєва W 1,1
loc

називається регулярним, якщо Jf > 0 м.с. Регулярним гомеоморфним розв’язком
рiвняння (3) будемо називати регулярний гомеоморфiзм f : G → C, який м.с. у G
задовольняє рiвняння (3).

Всюди далi будемо вважати, що

Br = {z ∈ C : |z| 6 r} , γr = {z ∈ C : |z| = r} , B = {z ∈ C : |z| < 1}.

Позначимо через S(r) = |f(Br)| – площу множини f(Br). У наступному твер-
дженнi наведено диференцiальну нерiвнiсть для функцiї S(r), див. лему 2 у [6].

Лема 1. Нехай f : B → C – регулярний гомеоморфний розв’язок рiвняння (3)
класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0. Тодi

S′(r) > 2m+2π
m
2
+1

∫
γr

ds

|z|
(
Imσ(z)

) 1
m+1


−(m+1)

S
m+2

2 (r) (4)

для м.в. r ∈ (0, 1).
3. Екстремальна задача для функцiоналу площi образу круга.
Нехай q > 0, α > 0 i H – множина всiх регулярних гомеоморфiзмiв f : B → B

класу Соболєва W 1,2
loc (B), якi задовольняють рiвняння (3) м.с., f(0) = 0 i

Imσ(z) > q|z|−α−1e
1

|z|α (5)

для м.в. z ∈ B.
Теорема 1. Для всiх r ∈ (0, 1) справедлива рiвнiсть

max
f∈H

|f(Br)| = π
(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 2
m

, (6)

де β = qm
α , при цьому максимум функцiоналу досягається на вiдображеннi

f∗(z) =


(
1 + β

(
e

1
|z|α − e

))− 1
m z

|z| , якщо z ̸= 0,

0, якщо z = 0.
(7)

Доведення. Нехай f ∈ H. З умови (5) випливає∫
γr

ds

|z|
(
Imσ(z)

) 1
m+1


m+1

6 (2π)m+1rα+1

q e
1
rα

.
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З цiєї оцiнки та леми 1 отримаємо

S
′
(r)

S
m+2

2 (r)
> 2m+2π

m
2
+1

∫
γr

ds

|z|
(
Imσ(z)

) 1
m+1


−(m+1)

> 2q e
1
rα

π
m
2 rα+1

для м.в. r ∈ (0, 1). Iнтегруючи обидвi частини останньої нерiвностi по t ∈ (r, 1),
отримуємо

1∫
r

(
S−m

2 (t)

−m
2

)′

dt > 2q

απ
m
2

(
e

1
rα − e

)
. (8)

Вiдмiтимо, що gm(t) = S−m
2 (t)

−m
2

є неспадною. Тодi

1∫
r

(
S−m

2 (t)

−m
2

)′

dt =

1∫
r

(gm(t))
′
dt 6 gm(1)− gm(r) =

2

m

(
S−m

2 (r)− S−m
2 (1)

)
(9)

(див. теорему IV.7.4 в [20]). Комбiнуючи нерiвностi (9) i (8), маємо

2

m

(
S−m

2 (r)− S−m
2 (1)

)
> 2q

απ
m
2

(
e

1
rα − e

)
.

Звiдси, враховуючи умову S(1) 6 π, приходимо до оцiнки

S(r) 6 π
(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 2
m
, (10)

де β = qm
α , для всiх r ∈ (0, 1).

Очевидно, що знак рiвностi в останнiй оцiнцi досягається на вiдображеннi (7).
Перевiримо, що вiдображення f∗ належить класу H.

Оскiльки f∗ є гомеоморфiзмом класу C1 в B \ {0}, то f∗ ∈ W 1,2
loc (B \ {0}). По-

кладемо Br0 = {z ∈ C : |z| 6 r0}, r0 ∈ (0, 1) та

R(r) =
(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 1
m

.

Тодi знаходимо

(f∗)r = R
′
(r)eiθ, (f∗)θ = iR(r)eiθ , R

′
(r) =

qe
1
rα

rα+1

(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 1
m
−1

.

За формулою на с. 611 в [12], маємо∫
Br0

(
|(f∗)z|2 + |(f∗)z|2

)
dxdy =

1

2

∫
Br0

(
|(f∗)r|2 + r−2|(f∗)θ|2

)
rdrdθ =
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= π

r0∫
0

r
(
R

′
(r)
)2

dr + π

r0∫
0

R2(r)

r
dr =

= πq2
r0∫
0

e
2
rα

r2α+1

(
1 + β

(
e

1
rα − e

))−2(1+ 1
m)

dr + π

r0∫
0

(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 2
m dr

r
. (11)

Покажемо збiжнiсть цих iнтегралiв. Дiйсно, легко перевiрити, що при α > 0 iнте-

грали
r0∫
0

e−
2

mrα
dr

r2α+1 та
r0∫
0

e−
2

mrα
dr
r є збiжними. Оскiльки

lim
r→0

g1(r)

e−
2

mrα r−2α−1
= β− 2(m+1)

m > 0

та
lim
r→0

g2(r)

e−
2

mrα r−1
= β− 2

m > 0,

де g1(r) =
e

2
rα

r2α+1

(
1 + β

(
e

1
rα − e

))−2(1+ 1
m)

i g2(r) =
(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 2
m 1

r , то за-
стосувавши граничну ознаку порiвняння невласних iнтегралiв, див. наслiдок тео-
реми 1, с. 674 у [21], отримаємо збiжнiсть iнтегралiв у (11).

Далi знаходимо

(f∗)θ =
(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 1
m
ieiθ , |(f∗)θ|m =

(
1 + β

(
e

1
rα − e

))−1

i

(f∗)r =
qe

1
rα

rα+1

(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 1
m
−1

eiθ .

Звiдси випливає, що знайдене вiдображення f∗ є розв’язком рiвняння (3) з
σ = −q|z|−α−1e

1
|z|α i. Очевидно, що Imσ(z) = q|z|−α−1e

1
|z|α для м.в. z ∈ B. Тому

f∗ ∈ H. �
Зауваження. Очевидно, що max

f∈H
|f(Br)| → 0 при r → 0.

4. Iншi екстремальнi задачi.
Нижче знайдено максимум функцiоналу lr(f) = min

|z|= r
|f(z)| на класi H.

Наслiдок 1. Для всiх r ∈ (0, 1) справедлива рiвнiсть

max
f∈H

lr(f) =
(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 1
m

, (12)

де β = qm
α , при цьому максимум функцiоналу досягається на вiдображеннi (7).

Доведення. Дiйсно, враховуючи нерiвнiсть (10) i те, що f(0) = 0, маємо

πl2r(f) 6 S(r) 6 π
(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 2
m
.
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Звiдси

lr(f) 6
(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 1
m
. (13)

Очевидно, що знак рiвностi в останнiй нерiвностi досягається на вiдображеннi (7),
яке належить класу H. �

Наступне твердження є екстремальним аналогом експоненцiального типу вiдо-
мої леми Iкоми–Шварца, див. [4].

Наслiдок 2. Для будь-якого вiдображення f ∈ H виконується нерiвнiсть

lim inf
z→0

|f(z)| e
1

m|z|α 6
(

α

qm

) 1
m

.

При цьому, знак рiвностi досягається на вiдображеннi (7).
Доведення. Дiйсно, з оцiнки (13) отримаємо

lim inf
z→0

|f(z)| e
1

m|z|α = lim inf
r→0

lr(f) e
1

mrα 6

6 lim inf
r→0

(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 1
m

e
1

mrα =

(
α

qm

) 1
m

.

Легко перевiрити, що знак рiвностi в цiй оцiнцi досягається на вiдображеннi (7).
�
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M.V. Stefanchuk
On extremal problems of exponential type for solutions of the nonlinear Beltrami equation.

The study of nonlinear Cauchy–Riemann–Beltrami systems is conditioned study of certain problems
of hydrodynamics and gas dynamics, in which there is an inhomogeneity of media and a certain
singularity. The paper considers a nonlinear Cauchy–Riemann–Beltrami type system in the polar
coordinate system in which the radial derivative is expressed through the complex coefficient, the
angular derivative and its m-degree module. In particular, if m is equal to zero, then this system
of equations is reduced to the ordinary linear system of Beltrami equations. Note that general first–
order systems were used by M.O. Lavrentyev to define quasiconformal mappings on the plane, see [1].
The problem of area distortion under quasiconformal mappings is due to the work of B. Boyarsky,
see [2]. For the first time, the upper estimate of the area of the disk image under quasiconformal
mappings was obtained by M.O. Lavrentyev, see [1]. A refinement of the Lavrentyev inequality in
terms of the angular dilatation was obtained in the monograph [3], see Proposition 3.7. In the present
paper, it is found an exact upper estimate of exponential type of the area of the image of the disk,
which is analogous to the known result by M.O. Lavrentyev. As a result, the extremal problem for the
functional of minimal value on the circle of regular homeomorphisms f : B → B of the Sobolev class
W 1,2

loc (B), which are the solutions of the nonlinear Beltrami equation, is solved. In addition, an extreme
analogue of the famous Icoma–Schwartz lemma was obtained, see [4]. Also, we find here a mapping on
which the received estimates are achieved. Thus, the paper solves extreme problems under a certain
class of regular homeomorphic solutions of nonlinear Beltrami equation with generalized derivatives
integrated with a square. Earlier in the works [5] – [7] the upper estimates of power and logarithmic
types were obtained. Proof of the main result of the article is based on the differential relation for the
area function of the images of disks of arbitrary radii, which was established in the work [6] for regular
homeomorphisms of the Sobolev class W 1,2

loc (B).

Keywords: Beltrami equation, nonlinear Beltrami equation, regular homeomorphism, regular homeo-
morphic solution of Beltrami equation.
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