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УМОВИ РОЗВ’ЯЗНОСТI ЗАДАЧI ПРО ВIДНОВЛЕННЯ ЗОБРАЖЕНЬ
МЕТОДОМ НАЙМЕНШИХ КВАДРАТIВ

Проблеми обробки та покращення зображень [1], зокрема, засобами комп’ютерної томографiї
[2,3], посiдають почесне мiсце у сучаснiй прикладнiй математицi [4]. Однiєю з традицiйних задач
вiдновлення зображень є задача про покращення зображень за даними, якi мiстять помилки,
або ж вiдновлення вiдсутнiх частин зображень [1,5]. Задачi на вiдновлення зображень актуальнi
в радiоастрономiї, електроннiй мiкроскопiї, обробцi вiдео та фотографiчних зображень. Задачi
на вiдновлення зображень постають при покращеннi зображень за даними, отриманими пiд час
комп’ютерної томографiї [2]. За розробку комп’ютерної томографiї А. Кормак та Г. Хаунсвiлд
отримали у 1979 роцi Нобелiвську премiю. Задачi на вiдновлення зображень тiсно пов’язанi з
задачами на перетворення монохромних зображень, отриманих засобами електронної мiкроскопiї.
Перетворення зображень дозволяє перевищити границю роздiльної здатностi при фiксованих
параметрах електронної мiкроскопiї.

Задачi на вiдновлення зображень пов’язанi з дослiдженням обернених задач [6–8]. У свою
чергу, дослiдження обернених задач ускладнюється некоректнiстю постановки таких задач [9].
Побудовi схем регуляризацiї некоректно постановлених задач присвяченi роботи [9,10]. У сучаснiй
теорiї вiдновлення зображень суттєво використовується розвинений апарат псевдообернення, а
саме, псевдообернення за Муром–Пенроузом [11–13]. Нами використовується той факт, що неко-
ректно поставлена задача для лiнiйної алгебраїчної системи, а саме, нерозв’язна задача, завжди
має псевдорозв’язок, який мiнiмiзує порму нев’язки для цiєї задачi у сенсi найменших квад-
ратiв [11,12]. Саме для знаходження псевдорозв’язку нами використовується псевдообернення за
Муром–Пенроузом.

У статтi знайдено умови розв’язностi задачi про вiдновлення зображень. Запропонована у
статтi схема дослiдження задачi про вiдновлення зображень може бути корисною, наприклад,
для прогнозу приросту захворюваностi на Covid – 19, або ж для покращення чи перетворення
зображень [15–17].
MSC: 34N05.
Ключовi слова: вiдновлення зображень, метод найменших квадратiв, псевдообернення за
Муром–Пенроузом.

1. Постановка задачi.
Поставимо задачу про вiдновлення монохромного зображення F за даними, якi

мiстять помилки, або ж вiдновлення вiдсутнiх частин зображення [1,5]. Елементи
матрицi F ∈ Rm×n визначають вiдтiнки сiрого кольору (greyscale) зображення
розмiром (m× n) пiкселiв. Позначимо функцiю

F(k) := R1 → Rm, k = 1, 2, ... , n

i припустимо, що, взагалi кажучи,

F(k) ̸= F (k) ∈ Rm, k = 1, 2 , ... , n;
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тут F (k) – стовпцi матрицi F ∈ Rm×n. Визначимо оператор M[A] : Rm×n → Rm·n,
як оператор, який ставить у вiдповiднiсть матрицi A ∈ Rm×n вектор B := M[A] ∈
Rm·n, утворений з n стовпцiв матрицi A, а також обернений оператор

M−1

[
B
]
: Rm·n → Rm×n,

який ставить у вiдповiднiсть вектору B ∈ Rm·n матрицю A ∈ Rm×n. Оператор
M[A], як i обернений оператор M−1[B], можуть бути зображенi явно [14].

2. Лiнiйна модель вiдновлення зображення.
Позначимо вектори

q := M[F ], c :=

(
a
b

)
∈ R2m.

Невiдому функцiю F(k) шукатимемо у виглядi

F(k) := a k + b, k = 1, 2 , ... , n.

Невiдомi вектори a ∈ Rm та b ∈ Rm визначає рiвняння

Qc = q (1)

з матрицею

Q :=


Im Im
2 Im Im
... ...

n Im Im

 ∈ Rmn×2m.

За умови m ≥ 2 матриця Q – повного рангу [12]:

PQ = 0, PQ∗ ̸= 0,

тому у випадку
PQ∗q = 0 (2)

рiвняння (1) однозначно розв’язне:

c = Q+q.

Тут Q+ ∈ R2m×mn – псевдообернена по Муру - Пенроузу матриця [12]; матриця
PQ – матриця-ортопроектор:

PQ ∈ R2m×2m;

PQ∗ – матриця-ортопроектор:

PQ∗ ∈ Rmn×mn.
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Таким чином, доведена наступна лема.

Лема. Задача про вiдновлення монохромного зображення F ∈ Rm×n у виглядi

F(k) := a k + b, k = 1, 2 , ... , n

за умови m ≥ 2, однозначно розв’язна

a =
(
Im O

)
Q+q, b =

(
O Im

)
Q+q

у випадку (2). Тут F(k) – стовпцi матрицi F ∈ Rm×n.

Приклад 1. Знайдемо розв’язок задачi про вiдновлення монохромного зобра-
ження

F :=
1

4

 4 3 2
3 2 1
2 1 0


у виглядi

F(k) := a k + b, k = 1, 2 , 3.

Оскiльки умову (2) виконано, система (1), розв’язна:

c =
1

4



−1
−1
−1
5
4
3

 ;

тут

Q =



1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
2 0 0 1 0 0
0 2 0 0 1 0
0 0 2 0 0 1
3 0 0 1 0 0
0 3 0 0 1 0
0 0 3 0 0 1


,

PQ∗ =
1

6



1 0 0 −2 0 0 1 0 0
0 1 0 0 −2 0 0 1 0
0 0 1 0 0 −2 0 0 1
−2 0 0 4 0 0 −2 0 0
0 −2 0 0 4 0 0 −2 0
0 0 −2 0 0 4 0 0 −2
1 0 0 −2 0 0 1 0 0
0 1 0 0 −2 0 0 1 0
0 0 1 0 0 −2 0 0 1


.
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Таким чином, однозначно отримуємо розв’язок задачi про вiдновлення монохром-
ного зображення:

a = −1

4

 1
1
1

 , b =
1

4

 5
4
3

 .

Отримана функцiя F(k) при k = 1, 2 , 3 визначає вiдновлену матрицю B = A i
при

k = 1, 1, 5, 2, 2, 5, 3

дозволяє додати до матрицi B два стовпцi:

B1 =

 0, 142 857 0, 25 0, 428 571 0, 678 571 1, 00 000
0, 107 143 0, 1875 0, 321 429 0, 508 929 0, 75
0, 0714 286 0, 125 0, 214 286 0, 339 286 0, 5

 .

Застосовуючи до матрицi B∗
1 запропоновану схему розв’язку задачi про вiдновлен-

ня монохромного зображення, можна додати до матрицi B1 двi строки

B2 =


0.142857 0.125 0.107143 0.0892857 0.0714286
0.25 0.21875 0.1875 0.15625 0.125

0.428571 0.375 0.321429 0.267857 0.214286
0.678571 0.59375 0.508929 0.424107 0.339286

1. 0.875 0.75 0.625 0.5

 .

Матриця

Q2 =



1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
2 0 0 0 0 4 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0 4 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 4 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0 4 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 2 0 0 0 0 4 0 0 0 0 1
3 0 0 0 0 9 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 3 0 0 0 0 9 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 3 0 0 0 0 9 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 3 0 0 0 0 9 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 3 0 0 0 0 9 0 0 0 0 1


– невироджена, тому розв’язок задачi про вiдновлення монохромного зображення
для матрицi B1 лiнiйною функцiєю отримано однозначно.
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3. Загальна модель вiдновлення зображення.
За умови PQ∗q ̸= 0 рiвняння (1) не розв’язне, тому модель вiдновленого зобра-

ження природно шукати у виглядi

Φ(k) := c1 φ1(k) + c2 φ2(k) + ... + cp φp(k), k = 1, 2 , ... , n;

тут φ1(k), φ2(k), ... , φp(k) — система лiнiйно-незалежних, обмежених, взагалi
кажучи, нелiнiйних, скалярних функцiй. Невiдомий вектор

c := col
(
c1, c2, ... , cp

)
∈ Rpm, cj ∈ Rm, j = 1, 2 , ... , p

визначає рiвняння
Q c = q (3)

з матрицею

Q :=


φ1(1) φ2(1) ... φp(1)
φ1(2) φ2(2) ... φp(2)
...... ...... ... ......
φ1(n) φ2(n) ... φp(n)

⊗ Im ∈ Rmn×np.

У випадку
PQ∗q = 0 (4)

рiвняння (3), принаймнi однозначно, розв’язне:

c = Q+q.

У випадку
PQ∗q ̸= 0 (5)

рiвняння (3) не розв’язне, проте вектор c = Q+q визначає вiдновлене монохромне
зображення Φ, найкраще у сенсi найменших квадратiв [11,12]. Тут Q+ ∈ Rnp×mn –
псевдообернена по Муру–Пенроузу матриця [12]; матриця PQ – матриця-ортопроектор:

PQ ∈ Rnp×np;

PQ∗ – матриця-ортопроектор:

PQ∗ ∈ Rmn×mn.

Таким чином, доведена наступна теорема.

Теорема. Задача про вiдновлення монохромного зображення F ∈ Rm×n у
виглядi

Φ(k) := c1 φ1(k) + c2 φ2(k) + ... + cp φp(k), c = Q+q, k = 1, 2 , ... , n
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у випадку (4) розв’язна принаймнi однозначно. У випадку (5) задача про вiднов-
лення монохромного зображення розв’язна найкращим чином у сенсi найменших
квадратiв. Тут Φ(k) – стовпцi матрицi Φ ∈ Rm×n.

Приклад 2. Знайдемо розв’язок задачi про вiдновлення монохромного зобра-
ження

F :=


0, 359 729 0, 239 943 0, 139 631 0, 0606 435
0, 358 733 0, 240 707 0, 140 597 0, 0610 523
0, 615 286 0, 509 131 0, 435 226 0, 390 012
0, 615 469 0, 510 644 0, 436 579 0, 388 845


у виглядi

Φ(k) := c1 φ1(k) + c2 φ2(k) + c3 φ3(k), k = 1, 2 , 3, 4.

Покладемо
φ1(k) := 1, φ2(k) := k, φ3(k) := k2.

Для рiвняння (3) з матрицею

Q :=


1 1 1
1 2 4
1 3 9
1 4 16

⊗ I4 ∈ R16×12

має мiсце нерiвнiсть (5), тому рiвняння (3) не розв’язне; тут

PQ∗ =
1

20
×

×



1 0 0 0 −3 0 0 0 3 0 0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 −3 0 0 0 3 0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0 −3 0 0 0 3 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 −3 0 0 0 3 0 0 0 −1
−3 0 0 0 9 0 0 0 −9 0 0 0 3 0 0 0
0 −3 0 0 0 9 0 0 0 −9 0 0 0 3 0 0
0 0 −3 0 0 0 9 0 0 0 −9 0 0 0 3 0
0 0 0 −3 0 0 0 9 0 0 0 −9 0 0 0 3
3 0 0 0 −9 0 0 0 9 0 0 0 −3 0 0 0
0 3 0 0 0 −9 0 0 0 9 0 0 0 −3 0 0
0 0 3 0 0 0 −9 0 0 0 9 0 0 0 −3 0
0 0 0 3 0 0 0 −9 0 0 0 9 0 0 0 −3
−1 0 0 0 3 0 0 0 −3 0 0 0 1 0 0 0
0 −1 0 0 0 3 0 0 0 −3 0 0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0 0 3 0 0 0 −3 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0 0 3 0 0 0 −3 0 0 0 1



.
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В той же час, вектор c = Q+q визначає функцiю

Φ(k) =


0, 500378− 0, 150 756 k + 0, 0101 999 k2

0, 496661− 0, 147 416 k + 0, 00962 016 k2

0, 751022− 0, 151 149 k + 0, 0152 354 k2

0, 747733− 0, 146 758 k + 0, 0142 729 k2

 , k = 1, 2 , 3, 4,

яка вiдновлює монохромне зображення

Φ =


0, 359 822 0, 239 665 0, 139 908 0, 060 551
0, 358 865 0, 240 310 0, 140 995 0, 0609 199
0, 615 108 0, 509 665 0, 434 692 0, 390 190
0, 615 248 0, 511 308 0, 435 915 0, 389 067

 ,

найкраще у сенсi найменших квадратiв. У даному випадку

||F − Φ||∞ ≈ 0, 00 177 275.

Наслiдок. Задача про вiдновлення монохромного зображення F ∈ Rm×n у
виглядi

Φ(k) := c1 φ1(k) + c2 φ2(k) + ... + cp φp(k), c = Q+q, k = 1, 2 , ... , n

у випадку (4), за умови
PQ = 0,

розв’язна однозначно.

Приклад 3. Знайдемо розв’язок задачi про вiдновлення монохромного зобра-
ження

F :=


0, 995 906 0, 731 783 0, 499 998
0, 742 501 0, 507 881 0, 257 095
0, 492 974 0, 265 752 0, 00457 922
0, 236 667 0, 000 795 824 0, 000 000


у виглядi

Φ(k) := c1 φ1(k) + c2 φ2(k) + c3 φ3(k), k = 1, 2 , 3.

Покладемо
φ1(k) := 1, φ2(k) := k, φ3(k) := k2.

Для рiвняння (3) з матрицею

Q :=

 1 1 1
1 2 4
1 3 9

⊗ I4 ∈ R12×12
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має мiсце рiвнiсть (4), тому рiвняння (3) розв’язне, причому однозначно; тут

PQ∗ = PQ = 0.

Вектор c = Q+q визначає монохромне зображення

Φ =


0, 995 906 0, 731 783 0, 499 998
0, 742 501 0, 507 881 0, 257 095
0, 492 974 0, 265 752 0, 00457 922
0, 236 667 0, 000 795 824 0, 000 000

 .

У даному випадку
||F − Φ||∞ ≈ 1, 05 471× 10−15.

Запропонована у статтi схема дослiдження задачi про вiдновлення зображень
може бути корисною, наприклад, для прогнозу приросту захворюваностi на Covid–
19, або ж для покращення чи перетворення зображень [15–17].
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S.M. Chuiko, E.V. Chuiko, D.D. Dyachenko
Conditions for the solvability of the problem of image reconstruction by the method of
least squares.

Problems of image processing and improvement, in particular, by means of computed tomography,
occupy an honorable place in modern applied mathematics. One of the traditional problems of image
recovery is to improve images based on data that contain errors, or to restore missing parts of images.
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Image recovery problems are relevant in radio astronomy, electron microscopy, video and photographic
image processing. Image recovery problems arise when improving images based on data obtained
during computed tomography. A. Cormack and G. Hounsfield received the Nobel Prize in 1979 for
the development of computed tomography. Image recovery problems are closely related to the tasks of
converting monochrome images obtained by electron microscopy. Image conversion allows you to exceed
the resolution limit at fixed electron microscopy parameters. Image recovery problems are related to the
study of inverse problems. In turn, the study of inverse problems is complicated by the incorrectness of
such problems. Numerous regularization schemes have been developed for incorrectly solved problems.
In the modern theory of image reconstruction, a well-developed pseudo-inversion apparatus is used,
namely, Moore-Penrose pseudo-inversion. We use the fact that an incorrectly posed problems for a
linear algebraic system, namely, an unsolvable problems, always has a pseudo-solution that minimizes
the residual gap for this problem in the sense of least squares. It is to find a pseudo-solution that we
use the Moore-Penrose pseudo-inversion. The conditions for solving the problem of image restoration
are found in the article. The research scheme proposed in the article can be useful, for example, for
predicting the increase in the incidence of Covid–19, or for improving or transforming images.

Keywords: image reconstruction, least squares method, Moore–Penrose pseudoinversion.
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