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УМОВИ РОЗВ’ЯЗНОСТI ЗАДАЧI, ОБЕРНЕНОЇ ДО ЛIНIЙНОГО
АВТОНОМНОГО IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ
ТИПУ ФРЕДГОЛЬМА З ВИРОДЖЕНИМ ЯДРОМ

Актуальнiсть вивчення теорiї iнтегро-диференцiальних рiвнянь типу Фредгольма з виродженим
ядром пов’язана з численними застосуваннями в задачах механiки, аеродинамiки, вiдновлення
параметрiв, а також теорiї коливань. У роботi суттєво використовується апарат псевдообернення
(за Муром–Пенроузом) матриць. Запропонованi умови iснування, а також конструкцiя розв’язку
задачi, оберненої до задачi про знаходження розв’язку iнтегро-диференцiального рiвняння типу
Фредгольма з виродженим ядром. Запропонована схема дослiдження задачi, оберненої до задачi
про знаходження розв’язку iнтегро-диференцiального рiвняння типу Фредгольма з виродженим
ядром може бути перенесена на задачi, оберненi до задачi про знаходження розв’язку iнтегро-
диференцiального рiвняння типу Фредгольма з виродженим ядром, якi мiстять диференцiально-
алгебраїчний оператор. З iншого боку, у разi нерозв’язностi задачi, оберненої до задачi про зна-
ходження розв’язку iнтегро-диференцiального рiвняння типу Фредгольма з виродженим ядром
таку задачу можна регулятизувати.
MSC: 34N05.
Ключовi слова: обернена задача, iнтегро-диференцiальне рiвняння типу Фредгольма, вирод-
жене ядро, псевдообернена за Муром–Пенроузом матриця.

1. Постановка задачi.
Нетерова крайова задача для лiнiйного iнтегро-диференцiального рiвнянння

типу Фредгольма з виродженим ядром вперше була розв’язана у статтi [1]. Обер-
ненi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвняннь типу Фредгольма мало дослiд-
женi. Дослiджуємо задачу, обернену до лiнiйного автономного iнтегро-диферен-
цiального рiвняння типу Фредгольма з виродженим ядром

y′(t) = Ay(t) + Φ

∫ b

a

[
B y(s) + C y′(s)

]
ds (1)

за вiдомим розв’язком цiєї задачi [1, 2]

y(t) := φ(t) ∈ D2[a; b], y′(t) := φ′(t) ∈ L2[a; b].

Тут
A,B,C,Φ ∈ Rn×n

– невiдомi сталi матрицi. У наслiдок автономностi рiвняння (1) можна припустити,
що Φ := In. Дотримуючись схеми методу найменших квадратiв [3–5], вимагатиме-
мо мiнiмiзацiї величини нев’язки

∆0 :=

∣∣∣∣∣∣∣∣φ′(t)−Aφ(t)− Φ

∫ b

a

[
B φ(s) + C φ′(s)

]
ds

∣∣∣∣∣∣∣∣2
L2[a,b]

→ min .
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Позначимо [6] {
Ξj

}n2

j=1

∈ Rn×n

природний базис простору Rn×n. Позначимо також оператор [7, 8]

M[A] : Rm×n → Rm·n,

як оператор, який ставить у вiдповiднiсть матрицi A ∈ Rm×n вектор B := M[A],
утворений з n стовпцiв матрицi A, а також обернений оператор

M−1

[
B
]
: Rm·n → Rm×n,

який ставить у вiдповiднiсть вектору B ∈ Rm·n матрицю A ∈ Rm×n. Матрицi A,B
та C шукатимемо у виглядi сум

A =

p∑
j=1

Ξj αj , B =

q∑
j=1

Ξj βj , C =

r∑
j=1

Ξj γj , αj , βj , γj ∈ R1;

тут
p ≤ n2, q ≤ n2, r ≤ n2.

2. Необхiднi i достатнi умови розв’язностi.
Позначимо матрицю Грама

Γ0 :=

∫ b

a
Ω∗
0(t)Ω0(t) dt ∈ R(p+q+r)×(p+q+r);

тут

Ω0(t) :=

(
Ξ1 φ(t) ... Ξp φ(t) ,

∫ b
a Ξ1 φ(t) dt ...

∫ b
a Ξq φ(t) dt

∫ b
a Ξ1 φ

′(t) dt ...
∫ b
a Ξr φ

′(t) dt

)
.

Невiдомий вектор
γ0 ∈ R(p+q+r)

визначає рiвняння

Γ0 γ0 =

∫ b

a
Ω∗
0(t)φ

′(t) dt, (2)

розв’язне за умови
det Γ0 ̸= 0. (3)

За умови (3) рiвняння (2) має єдиний розв’язок

γ0 = Γ−1
0

∫ b

a
Ω∗
0(t)φ

′(t) dt,
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який визначає матрицi

A = M−1(P0 γ0), P0 :=
(
Ip O O

)
∈ Rp×(p+q+r),

B = M−1(P1 γ0), P1 :=
(
O Iq O

)
∈ Rq×(p+q+r)

та
C = M−1(P2 γ0), P2 :=

(
O O Ir

)
∈ Rr×(p+q+r).

Умова (3) являє собою необхiдну умову мiнiмiзацiї величини нев’язки ∆0; достат-
ню умову мiнiмiзацiї величини нев’язки ∆0 забезпечує додатна визначенiсть мат-
рицi Грама Γ0. В свою чергу, додатну визначенiсть матрицi Грама Γ0 забезпечує
виконання критерiю Сильвестра, а саме, додатнiсть визначникiв всiх квадратних
дiагональних мiнорiв матрицi Грама Γ0. Таким чином, доведено наступну лему.

Лема. За умови (3), у разi додатної визначеностi матрицi Грама Γ0, задача
про вiдновлення автономного лiнiйного iнтегро-диференцiального рiвняння типу
Фредгольма з виродженим ядром (1) за вiдомим розв’язком цiєї задачi

y(t) := φ(t) ∈ D2[a; b], y′(t) := φ′(t) ∈ L2[a; b]

має єдиний розв’язок, який мiнiмiзує величину нев’язки ∆0 у сенсi найменших
квадратiв.

3. Умови вiдновлення двоточкової крайової умови.
Дослiджуємо далi задачу, обернену до двоточкової крайової задачi для лiнiй-

ного автономного iнтегро-диференцiального рiвняння типу Фредгольма з вирод-
женим ядром

y′(t) = Ay(t) + Φ

∫ b

a

[
B y(s) + C y′(s)

]
ds, M y(a) +N y(b) = α (4)

за вiдомим розв’язком цiєї задачi [1, 2]

y(t) := φ(t) ∈ D2[a; b], y′(t) := φ′(t) ∈ L2[a; b]

та вiдомим вектором α ∈ Rm; тут

A,B,C,Φ ∈ Rn×n, M,N ∈ Rm×n

– невiдомi сталi матрицi. Дотримуючись схеми методу найменших квадратiв [3–5],
вимагатимемо мiнiмiзацiї величини нев’язки

∆1 :=

∣∣∣∣∣∣∣∣M φ(a) +N φ(b)− α

∣∣∣∣∣∣∣∣2
Rm

→ min .

Позначимо [6] {
Ξ̌j

}mn

j=1

∈ Rm×n
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природний базис простору Rm×n. Матрицi M та N шукатимемо у виглядi сум

M =

p∑
j=1

Ξ̌j αj , N =

q∑
j=1

Ξ̌j βj ;

тут
p ≤ mn, q ≤ mn.

Позначимо матрицю Грама

Γ1 := Ω∗
1Ω1 ∈ R(p+q)×(p+q);

тут
Ω1 :=

(
Ξ̌1 φ(a) ... Ξ̌p φ(a) Ξ̌1 φ(b) ... Ξ̌q φ(b)

)
.

Невiдомий вектор
γ1 ∈ R(p+q)

визначає рiвняння
Γ1 γ1 = Ω∗

1α, (5)

розв’язне за умови
det Γ1 ̸= 0. (6)

Умова (6) являє собою необхiдну умову мiнiмiзацiї величини нев’язки ∆1; достат-
ню умову мiнiмiзацiї величини нев’язки ∆1 забезпечує додатна визначенiсть мат-
рицi Грама Γ1. В свою чергу, додатну визначенiсть матрицi Грама Γ1 забезпечує
виконання критерiю Сильвестра, а саме, додатнiсть визначникiв всiх квадратних
дiагональних мiнорiв матрицi Грама Γ1. Таким чином, доведено наступну теорему.

Теорема. За умови (3), у разi додатної визначеностi матрицi Грама Γ0, за-
дача про вiдновлення автономного лiнiйного iнтегро-диференцiального рiвняння
типу Фредгольма з виродженим ядром (1) за вiдомим розв’язком цiєї задачi має
єдиний розв’язок

A = M−1(P0 γ0), B = M−1(P1 γ0), C = M−1(P2 γ0), γ0 = Γ−1
0

∫ b

a
Ω∗
0(t)φ

′(t) dt,

який мiнiмiзує величину нев’язки ∆0 у сенсi найменших квадратiв. За умови (6),
у разi додатної визначеностi матрицi Грама Γ1, задача про вiдновлення авто-
номного лiнiйного iнтегро-диференцiального рiвняння типу Фредгольма з вирод-
женим ядром (4) за вiдомим розв’язком цiєї задачi

y(t) := φ(t) ∈ D2[a; b], y′(t) := φ′(t) ∈ L2[a; b]

має єдиний розв’язок

M = M−1(P̌0 γ1), P̌0 :=
(
Ip O

)
∈ Rp×(p+q),
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N = M−1(P̌1 γ1), P̌1 :=
(
O Iq

)
∈ Rq×(p+q),

який мiнiмiзує величину нев’язки ∆1 у сенсi найменших квадратiв.

Приклад. Умови доведеної теореми справджуються у задачi про вiдновлення
двоточкової крайової задачi для лiнiйного автономного iнтегро-диференцiального
рiвняння типу Фредгольма з виродженим ядром

y′(t) = Ay(t) + Φ

∫ 1

0

[
B y(s) + C y′(s)

]
ds, M y(a) +N y(b) = α (7)

за вiдомим розв’язком
φ(t) :=

(
t 1

)∗
та вiдомим вектором

α :=
(
1 2

)∗
.

Природний базис простору R2×2 складають матрицi

Ξ1 =

(
1 0
0 0

)
, Ξ2 =

(
0 0
1 0

)
, Ξ3 =

(
0 1
0 0

)
, Ξ4 =

(
0 0
0 1

)
.

Покладемо
p := q = 2, r := 0.

Таким чином, отримуємо невироджену

det Γ0 =
1

2304

додатно визначену матрицю

Γ0 =
1

12


4 0 3 0
0 4 0 3
3 0 3 0
0 3 0 3

 ,

тому задача про вiдновлення автономного iнтегро-диференцiального рiвняння ти-
пу Фредгольма (7) за вiдомим розв’язком y(t) := φ(t) однозначно розв’язна:

A =

(
0 0
0 0

)
, B =

(
2 0
0 0

)
, C =

(
0 0
0 0

)
.

Покладемо
p := 0, q = 2.

Таким чином, отримуємо невироджену додатно визначену матрицю

Γ1 = I2,
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тому задача про вiдновлення двоточкової крайової умови однозначно розв’язна:

M =

(
0 0
0 0

)
, N =

(
1 0
2 0

)
.

Запропонована у статтi схема дослiдження задач, обернених до автономно-
го iнтегро-диференцiального рiвняння типу Фредгольма, аналогiчно [9, 10] може
бути перенесена на задачi, оберненi до лiнiйної крайової задачi для рiзницево-
алгебраїчного рiвняння, а також на задачi, оберненi до крайових задач у частинних
похiдних [11,12].

Цитована лiтература
1. Самойленко А.М., Бойчук О.A., Кривошея С.А. Крайовi задачi для систем лiнiйних iнтегро-

диференцiальних рiвнянь типу Фредгольма з виродженим ядром // Укр. мат. журн. – 1996.
– T. 48, № 11. – С. 1576–1579.

2. Boichuk A.A., Samoilenko A.M. Generalized inverse operators and Fredholm boundary-value
problems (2-th edition). – Berlin; Boston: De Gruyter, 2016. – 298 pp.

3. Чуйко С.М., Чуйко О.В., Кузьмiна В.О. Про розв’язки крайової задачi для матричного iнте-
грально-диференцiального рiвняння з виродженим ядром // Нелiнiйнi коливання. – 2020. –
T. 23, № 4. – С. 565–573.

4. Ахиезер Н.И. Лекции по теории аппроксимации. – М.: Наука, 1965. – 408 с.
5. Чуйко С.М. О приближенном решении краевых задач методом наименьших квадратов //

Нелiнiйнi коливання. – 2008. – T. 11, № 4. – C. 554–573.
6. Воеводин В.В., Кузнецов Ю.А. Матрицы и вычисления. – М.: Наука, 1984. – 318 с.
7. Magnus J.R., Neudecker H. Matrix differential calculus with applications in statistics and econo-

metrics, 2nd Edition. – Wiley, 1999. – 424 pp.
8. Chuiko S.M. To the issue of a generalization of the matrix differential-algebraic boundary-value

problem // Journal of Mathematical Sciences. – 2017. – V. 227, № 1. – P. 13–25.
9. Бойчук А.А. Краевые задачи для систем разностных уравнений // Укр. мат. журн. – 1997. –

T. 49, № 6. – С. 832–835.
10. Чуйко С.М., Нєсмєлова О.В., Калiнiченко Я.В. Умови розв’язностi задачi, оберненої до задачi

Кошi для рiзницево-алгебраїчного рiвняння // Нелiнiйнi коливання. – 2021. – T. 24, № 3. –
C. 422–434.

11. Gutlyanskii V.Ya., Nesmelova O.V., Ryazanov V.I. The Dirichlet problem for the Poisson type
equations in the plane // Доповiдi Нацiональної академiї наук України. – 2020. – № 5. – С. 10–
16.

12. Skrypnik I.I. Removability of isolated singularities for anisotropic elliptic equations with gradient
absorption // Israel Journal of Mathematics. – 2016. – V. 215, № 1. – P. 163–179.

References
1. Samoilenko, A.M., Boichuk, A.A., Krivosheya, S.A. (1996). Boundary value problems for systems

of integro-differential equations with Degenerate Kernel. Ukrainian Mathematical Journal, 48 (11),
1785–1789.

2. Boichuk, A.A., Samoilenko, A.M. (2016). Generalized inverse operators and Fredholm boundary-
value problems (2-th edition). Berlin; Boston, De Gruyter.

3. Chuiko, S.M., Chuiko, O.V., Kuzmina, V.O. (2020). Solutions of boundary-value problems for
matrix integro-differential equations with degenerate kernel. Nonlinear oscillations, 23 (4), 565–
573.

4. Akhiezer, N.I. (1965). Lekcii po teorii approksimacii. Moscow, Gosudarstvennoe Izd-vo Tehniko-
Teoreticeskoj Literatury (in Russian).

59



С.М. Чуйко, О.С. Чуйко, В.О. Кузьмiна

5. Chuiko, S.M. (2008). On an approximate solution of boundary value problems by the least square
method. Nonlinear oscillations, 11 (4), 585–604.

6. Voevodin, V.V., Kuznetsov Yu.A. (1984). Matrices and calculations. Moscow., Nauka (in Russian).
7. Magnus, J.R., Neudecker, H. (1999). Matrix differential calculus with applications in statistics and

econometrics, 2nd Edition. Wiley.
8. Chuiko, S.M. (2017). To the issue of a generalization of the matrix differential-algebraic boundary-

value problem. Journal of Mathematical Sciences, 227 (1), 13–25.
9. Boichuk, A.A. (1997). Boundary-value problems for systems of difference equations. Ukrainian

Mathematical Journal, 49 (6), 930–934.
10. Chuiko, S.M., Kalinichenko, Ya.V., Nesmelova, O.V. (2021). Conditions of solvability of the problem

inverse to the Cauchy problem for the difference-algebraic equation. Nonlinear oscillations, 24 (3),
422–434.

11. Gutlyanskii, V.Ya., Nesmelova, O.V., Ryazanov, V.I. (2020). The Dirichlet problem for the Poisson
type equations in the plane. Reports of NAS Ukraine, 5, 10–16.

12. Skrypnik, I.I. (2016). Removability of isolated singularities for anisotropic elliptic equations with
gradient absorption. Israel Journal of Mathematics, 1, 163–179.

S.M. Chuiko, O.S. Chuiko, V.A. Kuzmina
On the solvability of an inverse problem to the linear autonomous integral-differential
equation of the Fredholm type with a degenerate kernel.

The current interest of studying the theory of integro-differential equations of the Fredholm type with
a degenerate kernel is associated with numerous applications in problems of mechanics, aerodynamics,
recovery of parameters, and also the theory of oscillations. Studying the theory of inverse problem
to the linear autonomous integro-differential equation of the Fredholm type with a degenerate kernel
related to the study of inverse problems. In turn, the study of inverse problems is complicated by the
incorrectness of such problems. Numerous regularization schemes have been developed for incorrectly
solved problems. We use the fact that an incorrectly posed problem for a linear algebraic system,
namely, an unsolvable problems, always has a pseudo-solution that minimizes the residual gap for
this problem in the sense of least squares. In this work a pseudo-inversion apparatus (by Moore–
Penrose) of the matrix are basically used. We construct conditions for the existence of solution of an
inverse problem to the linear autonomous integro-differential equation of the Fredholm type with a
degenerate kernel and to the restoration of two-point boundary conditions. The proposed scheme of
studying solvability of an inverse problem to the linear autonomous integro-differential equation of
the Fredholm type with a degenerate kernel can be transferred on matrix boundary value problems
for integro-differential systems of the Fredholm type with degenerate kernel containing differential-
algebraic operator. On the other hand, in case of unsolvability of inverse problem to the linear matrix
boundary value problems for integro-diffrential systems of the Fredholm type with a degenerate kernel
can be regularized. The research scheme proposed in the article can be useful, for example, to the
restoration of periodic boundary conditions.

Keywords: inverse problem, integral-differential equation of the Fredholm type, degenerate kernel,
pseudo-inverse by Moore–Penrose matrix.
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