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ÂÏËÈÂ ÄÈÑÈÏÀÒÈÂÍÎ� ÍÅÑÈÌÅÒÐI� ÍÀ ÑÒIÉÊIÑÒÜ
ÎÁÅÐÒÀÍÍß Ó ÑÅÐÅÄÎÂÈÙI Ç ÎÏÎÐÎÌ ÍÅÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ
ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒIËÀ ÏIÄ ÄI�Þ ÏÎÑÒIÉÍÎÃÎ ÌÎÌÅÍÒÓ Ó
IÍÅÐÖIÀËÜÍIÉ ÑÈÑÒÅÌI ÂIÄËIÊÓ

Ó ïðèïóùåííi, ùî öåíòð ìàñ íåñèìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà çíàõîäèòüñÿ íà òðåòié ãîëîâíié îñi
iíåðöi¨ òâåðäîãî òiëà, îöiíåíî âïëèâ äèñèïàòèâíî¨ íåñèìåòði¨ íà ñòiéêiñòü ðiâíîìiðíîãî îáåðòàííÿ
ó ñåðåäîâèùi ç îïîðîì äèíàìi÷íî íåñèìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà. Òâåðäå òiëî îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî
íåðóõîìî¨ òî÷êi, çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ñèë òÿæiííÿ, äèñèïàòèâíîãî ìîìåíòó i ïîñòiéíîãî ìîìåíòó
â iíåðöiàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó. Óìîâè ñòiéêîñòi ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi ñèñòåìè òðüîõ íåðiâíî-
ñòåé. Ïåðøà i äðóãà íåðiâíiñòi ìàþòü ïåðøó ñòóïåíü âiäíîñíî äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó, à òðåòüÿ
íåðiâíiñòü � òðåòüþ ñòóïåíü. Íàéáiëüø ñêëàäíîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ ¹ òðåòÿ íåðiâíiñòü. Ïðîâåäåíî
àíàëiòè÷íi äîñëiäæåííÿ âïëèâó ìàëîãî òà âåëèêîãî äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó, âiäíîâëþâàëüíîãî,
ïåðåêèäàëüíîãî òà ïîñòiéíîãî ìîìåíòó íà ñòiéêiñòü îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà. Îòðèìàíi óìîâè
àñèìïòîòè÷î¨ ñòiéêîñòi ïðè äîñèòü ìàëèõ çíà÷åííÿõ äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó i óìîâè íåñòiéêî-
ñòi ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿ äåáàëàíñó. Âèïèñàíi óìîâè ñòiéêîñòi ñ òî÷íiñòüþ äî äðóãîãî ïîðÿäêó
ìàëîñòi âiäíîñíî ïîñòiéíîãî ìîìåíòó i ïåðøîãî � âiäíîñíî âiäíîâëþâàëüíîãî àáî ïåðåêèäàëüíîãî
ìîìåíòiâ. Äîñëiäæåíî óìîâè ñòiéêîñòi îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà íàâêîëî öåíòðó ìàñ.

MSC: 70E55.

Êëþ÷îâi ñëîâà: äèíàìi÷íî íåñèìåòðè÷íå òâåðäî òiëî, ðiâíîìiðíå îáåðòàííÿ, ñåðåäîâèùå ç

îïîðîì, ïîñòiéíèé ìîìåíò â iíåðöiàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó, àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü.

1. Âñòóï.
Â äàíèé ÷àñ ¹ äîñèòü âåëèêà êiëüêiñòü ðîáiò, â ÿêèõ ïðîâîäÿòüñÿ ðiçíi äîñëiä-

æåííÿ äèíàìiêè òâåðäèõ òië, ùî îáåðòàþòüñÿ ó ñåðåäîâèùi ç îïîðîì. Íàâåäåìî
ëèøå ðîáîòè, ÿêi íàéáëèæ÷i äî ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i òà ñòàòòi îñòàííiõ ðîêiâ. Ó
ðîáîòàõ [1, 2] ðîçãëÿíóòî êiëüêà ïðèêëàäiâ ðóõiâ òâåðäèõ òië ç ìàëîþ íåñèìåòði¹þ
i çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì âèâ÷åííÿ òàêèõ ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ùî ìàëà äèíàìi÷íà
íåñèìåòðiÿ òâåðäîãî òiëà ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè äîäàòêîâîãî iíòåðâàëó íåñòiéêîñòi,
äîâæèíà ÿêîãî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè ïðÿìóâàííi äî íóëÿ âåëè÷èíè äåáàëàíñó. Â
ñòàòòÿõ [3, 4], íà ïiäñòàâi êðèòåðiþ Ëü¹íàðà�Øiïàðà â iííîðíîìó âèãëÿäi, îòðèìà-
íî óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðiâíîìiðíîãî îáåðòàííÿ ó ñåðåäîâèùi ç îïîðîì
íåñèìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà ïiä äi¹þ ïîñòiéíîãî ìîìåíòó ó íåiíåðöiàëüíié ñè-
ñòåìi âiäëiêó. Îòðèìàíî óìîâè íà âåëè÷èíè ïîñòiéíîãî ìîìåíòó i ìîìåíòó iíåðöi¨
òðåòüî¨ ãîëîâíî¨ îñi, ÿêi ïðè äi¨ âiäíîâëþâàëüíîãî ìîìåíòó äîñòàòíi äëÿ àñèìïòî-
òè÷íî¨ ñòiéêîñòi. Ïîêàçàíî, ùî ïðè âiäñóòíîñòi äèñèïàöi¨, îòðèìàíi óìîâè ñòiéêîñòi
çáiãàþòüñÿ ç âiäîìèìè. Ó ðîáîòi [5] óçàãàëüíþ¹òüñÿ ðåçóëüòàòè ñòàòòi [3] íà âèïà-
äîê ïîñòiéíîãî ìîìåíòó â iíåðöiàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó, à ó ðîáîòi [6] íà âèïàäîê
ùå äîäàòêîâîãî ïîñòiéíîãî ìîìåíòó â iíåðöiàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó. Ñëiä çàçíà÷à-
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òè, ùî ñòàòòi [5, 6] óçàãàëüíþþòü ðåçóëüòàòè ñòàòåé [7, 8] íà âèïàäîê ðiâíîìiðíîãî
îáåðòàííÿ íåñèìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà. Íàéáiëüø âäàëèé îãëÿä ñó÷àñíî¨ ëiòåðà-
òóðè ïî ðîçãëÿäóâàíî¨ òåìàòèöi íàäàíèé â ðîáîòàõ [5, 6, 9�13]. Ó ìîíîãðàôi¨ [9]
ïðåäñòàâëåíèé óíiôiêîâàíèé i äîáðå ðîçðîáëåíèé ïiäõiä äî äèíàìiêè êóòîâèõ ðóõiâ
òâåðäèõ òië, ùî çàçíàþòü ìîìåíòiâ çáóðåííÿ ðiçíî¨ ôiçè÷íî¨ ïðèðîäè. Ñòðîãèé ïiä-
õiä, çàñíîâàíèé íà ïðîöåäóði óñåðåäíåííÿ, çàñòîñîâó¹òüñÿ äî òië ç äîâiëüíèìè åëiï-
ñî¨äàìè iíåðöi¨. Äåòàëüíî ðîçãëÿäà¹òüñÿ äiÿ ðiçíèõ ìîìåíòiâ çáóðåíü, ÿê çîâíiøíiõ
(ãðàâiòàöiéíèé, àåðîäèíàìi÷íèé, ñîíÿ÷íèé òèñê), òàê i âíóòðiøíiõ (çàâäÿêè â'ÿçêié
ðiäèíi â ðåçåðâóàðàõ, ïðóæíèì i â'ÿçêîïðóæíèì âëàñòèâîñòÿì òiëà). Â ñòàòòi [10]
ðîçãëÿíóòî ðóõ íàâêîëî öåíòðó ìàñ ñôåðî¨äà iç ïîðîæíèíîþ, çàïîâíåíîþ â'ÿçêîþ
ðiäèíîþ. Ìîìåíò ñèë, ùî äiþòü òiëî ç áîêó â'ÿçêî¨ ðiäèíè â ïîðîæíèíi, âèçíà-
÷àþòü çà ìåòîäèêîþ, ðîçðîáëåíîþ â ðîáîòàõ Ô.Ë. ×åðíîóñüêî. Àñèìïòîòè÷íèé
ïiäõiä äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè äåÿêi ÿêiñíi ðåçóëüòàòè òà îïèñàòè íåëiíiéíó åâîëþöiþ
êóòîâîãî ðóõó çà äîïîìîãîþ ñïðîùåíèõ óñåðåäíiõ ðiâíÿíü. Â ñòàòòi [11] äîñëiäæó-
þòüñÿ çáóðåíi îáåðòàëüíi ðóõè òâåðäîãî òiëà, ñõîæi íà âèïàäîê äçèãè Ëàãðàíæà,
ïiääàíi ïîâiëüíî çìiííèì ó ÷àñi ìîìåíòàì ñèë âiäíîâëåííÿ òà çáóðåííÿ. Âiäíîâëþ-
þ÷èé ìîìåíò òàêîæ çàëåæèòü âiä ìàëîãî êóòà íóòàöi¨. Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä óñåðåäíåííÿ. Âñòàíîâëåíî óìîâè ìîæëèâîñòi óñåðåäíåííÿ
(ïî ôàçi êóòà íóòàöi¨) ðiâíÿíü ðóõó òâåðäîãî òiëà, ïîâ'ÿçàíèõ iç âèïàäêîì Ëàãðàí-
æà. Îòðèìàíî óñåðåäíåíó ñèñòåìó ðiâíÿíü ó ïåðøîìó íàáëèæåííi. Àñèìïòîòè÷íèé
ïiäõiä äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè äåÿêi ÿêiñíi ðåçóëüòàòè òà îïèñàòè åâîëþöiþ ðóõó çà äî-
ïîìîãîþ ñïðîùåíèõ óñåðåäíåíèõ ðiâíÿíü. Ó ðîáîòi [12] ðîçãëÿíóòî ðóõ íàâêîëî
öåíòðó ìàñ ìàéæå äèíàìi÷íî ñôåðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà ç ïîðîæíèíîþ, çàïîâíå-
íîþ ðiäèíîþ âèñîêî¨ â'ÿçêîñòi, íà ÿêó äiþòü ïîñòiéíi íåðóõîìi îáåðòàëüíi ìîìåí-
òè òiëà. Ìîìåíò ñèë, ùî äiþòü íà òâåðäå òiëî ç áîêó â'ÿçêî¨ ðiäèíè â ïîðîæíèíi,
âèçíà÷à¹òüñÿ çà ìåòîäèêîþ, ðîçðîáëåíîþ â ðîáîòàõ Ô.Ë. ×åðíîóñüêî. Îòðèìàíi
àñèìïòîòè÷íi òà ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè îïèñóþòü åâîëþöiþ ðóõó òiëà ïiä äi¹þ ìà-
ëèõ âíóòðiøíiõ i çîâíiøíiõ ìîìåíòiâ. Â ñòàòòi [13] çàñòîñîâó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèé
ìåòîä óñåðåäíåííÿ Êðèëîâà�Áîãîëþáîâà. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó îäåðæàíî
íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü Åéëåðà ðóõó òâåðäîãî òiëà ó ñåðåäîâèùi
ç îïîðîì ç äîäàòêîâèìè çáóðåíèìè ÷ëåíàìè äëÿ ñôåðî¨äà, çàïîâíåíîãî â'ÿçêîþ
ðiäèíîþ.

Ïðîâåäåíî àíàëiòè÷íi äîñëiäæåííÿ âïëèâó ìàëîãî òà âåëèêîãî äèñèïàòèâíîãî
äåáàëàíñó, âiäíîâëþâàëüíîãî, ïåðåêèäàëüíîãî òà ïîñòiéíîãî ìîìåíòó íà ñòiéêiñòü
îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà. Îòðèìàíi óìîâè àñèìïòîòè÷î¨ ñòiéêîñòi ïðè äîñèòü ìà-
ëèõ çíà÷åííÿõ äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó i óìîâè íåñòiéêîñòi ïðè âåëèêèõ çíà÷åí-
íÿ äåáàëàíñó. Âèïèñàíi óìîâè ñòiéêîñòi ñ òî÷íiñòüþ äî äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi
âiäíîñíî ïîñòiéíîãî ìîìåíòó i ïåðøîãî � âiäíîñíî âiäíîâëþâàëüíîãî àáî ïåðåêè-
äàëüíîãî ìîìåíòiâ. Äîñëiäæåíî óìîâè ñòiéêîñòi îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà íàâêîëî
öåíòðó ìàñ.

Ó äàíié ðîáîòi ïðîäîâæóþòüñÿ äîñëiäæåííÿ óìîâ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðiâ-
íîìiðíîãî îáåðòàííÿ ó ñåðåäîâèùi ç îïîðîì íåñèìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà ïiä äi¹þ
ïîñòiéíîãî ìîìåíòó ó iíåðöiàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó. Öi óìîâè ñòiéêîñòi áóëè îòðè-
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ìàíi ó ñòàòòi [5]. Àíàëîãi÷íi óìîâè òàêîæ ñëiäóþòü i iç ðîáîòè [6] ïðè âiäñóòíîñòi
ïîñòiéíîãî ìîìåíòó â íåiíåðöiàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó. Ó ðîáîòi ïðîâåäåíî ÿêiñíó
îöiíêó âïëèâó ìàëîãî òà âåëèêîãî äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó, âiäíîâëþâàëüíîãî,
ïåðåêèäàëüíîãî òà ïîñòiéíîãî ìîìåíòó íà ñòiéêiñòü îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà. Îò-
ðèìàíi óìîâè àñèìïòîòè÷î¨ ñòiéêîñòi ïðè äîñèòü ìàëèõ çíà÷åííÿõ äèñèïàòèâíîãî
äåáàëàíñó i óìîâè íåñòiéêîñòi ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿ äåáàëàíñó. Äîñëiäæåíî óìîâè
ñòiéêîñòi îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà íàâêîëî öåíòðó ìàñ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i.
Ðîçãëÿíåìî âàæêå äèíàìi÷íî íåñèìåòðè÷íå òâåðäå òiëî, ÿêå îáåðòà¹òüñÿ íàâ-

êîëî íåðóõîìî¨ òî÷êè, â ïðèïóùåííi, ùî íà íüîãî äi¹ äèñèïàòèâíèé ìîìåíò Md =
−Dω (D = diag (D1, D2, D3); Di > 0; i = 1, 3), ùî ìîäåëþ¹ îïið ñåðåäîâèùà òà
ïîñòiéíèé ìîìåíòè Mp = Pγ, ÿêèé ïiäòðèìó¹ ñòàëó êóòîâó øâèäêiñòü âëàñíîãî
îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà. Áóäåìî ââàæàòè, ùî íà òðåòié ãîëîâíî¨ îñi iíåðöi¨ òâåð-
äîãî òiëà çíàõîäèòüñÿ öåíòð ìàñ òâåðäîãî òiëà i òâåðäî òiëî â íåçáóðåíîìó ðóñi
ðiâíîìiðíî îáåðòà¹òüñÿ ñ êóòîâîþ øâèäêiñòþ ω0 íàâêîëî öi¹¨ âiñi. Òóò ω � êóòîâà
øâèäêiñòü òâåðäîãî òiëà, γ � îäèíè÷íèé âåêòîð âèñõiäíî¨ âåðòèêàëi, P � äîâiëüíà
ñòàëà.

Ðiâíÿííÿ ðóõó òâåðäîãî òiëà ìàþòü âèãëÿä [3, 5, 7]:

Jω̇ + ω × (Jω) = γ × ∂V

∂γ
+ Pγ −Dω, (1)

γ̇ + ω × γ = 0, (2)

äå J = diag (J1, J2, J3) � òåíçîð iíåðöi¨ òâåðäîãî òiëà äëÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè; V =
Γ(k · γ) � ïîòåíöiéíà åíåðãiÿ (Γ = mgc, m � ìàñà òâåðäîãî òiëà, c � âiäñòàíü âiä
íåðóõîìî¨ òî÷êè äî öåíòðó ìàñ òâåðäîãî òiëà, g � ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäiííÿ);
k � îäèíè÷íèé âåêòîð òðåòüî¨ ãîëîâíî¨ îñi.

Ðiâíÿííÿ (1) âèðàæà¹ òåîðåìó ïðî çìiíó êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó Jω, à ðiâíÿííÿ
(2) � óìîâà ñòàëîñòi âåêòîðà γ â iíåðöiàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó.

Ïðîåêòóþ÷è ðiâíÿííÿ ðóõó òâåðäîãî òiëà (1)�(2) íà ãîëîâíié îñi iíåðöi¨ òâåð-
äîãî òiëà äëÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè, îòðèìà¹ìî:

J1ω̇1 + (J3 − J2)ω2ω3 = Γγ2 −D1ω1,
J2ω̇2 + (J1 − J3)ω3ω1 = −Γγ1 −D2ω2,
J3ω̇3 + (J2 − J1)ω1ω2 = Pγ3 −D3ω3,

(3)


γ̇1 + ω2γ3 − ω3γ2 = 0,
γ̇2 + ω3γ1 − ω1γ3 = 0,
γ̇3 + ω1γ2 − ω2γ1 = 0.

(4)

Ñèñòåìà (3)�(4) äîïóñêà¹ ðîçâ'ÿçêè:

γ1 = γ2 = 0, γ3 = 1, ω1 = ω2 = 0, ω3 = ω =
P

D3
, (5)
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γ1 = γ2 = 0, γ3 = −1, ω1 = ω2 = 0, ω3 = ω =
−P

D3
, (6)

ÿêi âiäïîâiäàþòü ðiâíîìiðíèì îáåðòàííÿì òâåðäîãî òiëà ç êóòîâîþ øâèäêiñòþ ω
íàâêîëî âåðòèêàëüíî ðîçòàøîâàíî¨ òðåòüî¨ ãîëîâíî¨ îñi. Ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçêó (5)
âiäïîâiäà¹ âèïàäîê �ñïëÿ÷î¨� äçèãè, íà ÿêó äi¹ ïåðåêèäàëüíèé ìîìåíò (Γ > 0,
öåíòð ìàñ òâåðäîãî òiëà ïåðåáóâà¹ âèùå íåðóõîìî¨ òî÷êè (c > 0), à ðîçâ'ÿçêó
(6) � âèïàäîê ñòàòè÷íî âðiâíîâàæåíî¨ äçèãè, íà ÿêó äi¹ âiäíîâëþâàëüíèé (Γ < 0,
öåíòð ìàñ çíàõîäèòüñÿ íèæ÷å íåðóõîìî¨ òî÷êè (c < 0). Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçêó
(5) âiäïîâiäà¹ âèïàäîê Γ > 0, à ðîçâ'ÿçêó (6) âiäïîâiäà¹ Γ < 0.

Ïðèïóñêàþ÷è â çáóðåíîìó ðóñi γ3 = ±1+ δ, ω3 = ω+ σ i çáåðiãàþ÷è äëÿ iíøèõ
çìiííèõ ¨õ êîëèøíi ïîçíà÷åííÿ, çàïèøåìî ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ çáóðåíîãî ðóõó:{

J2γ̈1 +D2γ̇1 +
[
(J3 − J1)ω

2 − Γ
]
γ1 − Jωγ̇2 − (D2ω − P ) γ2 = 0,

J1γ̈2 +D2γ̇2 +
[
(J3 − J2)ω

2 − Γ
]
γ2 + Jωγ̇1 + (D1ω − P ) γ1 = 0.

(7)

Òóò

J = J1 + J2 − J3 > 0 (i = 1, 2).

Îñíîâíà âiäìiííiñòü îòðèìàíèõ ðiâíÿíü (7) âiä àíàëîãi÷íèõ ðiâíÿíü ðîáiò [7, 8]
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ÷åðåç äèíàìi÷íî¨ (J2 ̸= J1) i äèñèïàòèâíî¨ (D2 ̸= D1) íåñèìåòði¨
íåìîæëèâî ñïðîñòèòè öi ðiâíÿííÿ øëÿõîì ââåäåííÿì êîìïëåêñíî¨ ôóíêöi¨ γ1+iγ2.
Ñëiä òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (9) îïèñó¹ ðóõ ëiíiéíî¨ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòå-
ìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, ùî çíàõîäèòüñÿ ïiä äi¹þ ñèë äîâiëüíî¨ ñòðóêòóðè:
äèñèïàòèâíèõ, ïîòåíöiéíèõ, ãiðîñêîïi÷íèõ i öèðêóëÿöiéíèõ [3, 5, 7].

3. Àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ (5)�(6).
Ó ðîáîòi [5] áóëè îòðèìàíi íàñòóïíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

(5)�(6) :(
ΓD2

3 − (J3 − J1)P
2
) (

ΓD2
3 − (J3 − J2)P

2
)
+ (D3 −D1) (D3 −D2)D

3
3P

2 =

= D4
3Γ

2 + J̃D2
3P

2Γ + (D3 −D1) (D3 −D2)D
2
3P

2 + (J3 − J1)(J3 − J2)P
4 > 0, (8)

(D1 +D2)D
2
3Γ < (J12 − 2JD3)P

2, (9)

(J1 − J2)
2D1D2D

3
3Γ

2 +D3Γ1Γ + Γ0 = p4P
4 + p2P

2 + p0 > 0, (10)

äå

Γ1=
{
[(J3−2J2)D1 + (J3 − 2J1)D2] J12+2(J1−J2)J̃12D3

}
JP 2−J12(D1+D2)D1D2D

2
3,

Γ0 = 2 (J3J12 − 2J1J2D3) J
2P 4 +

[
2D1D2J3 − J12D3 − (D1 −D2) J̃12

]
J12D

2
3P

2,

(11)

p4 = 2J2 (J3J12 − 2J1J2D3) ,

p2 =
{[

J2(J3 − 2J2)D
2
1 + ((J1 + J2) J3 − 4J1J2)D1D2 + 2 (J1 − J2) J̃12D3 +
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+J1(J3 − 2J1)D
2
2

]
JΓ +

(
J2D

2
1 − J̃D1D2 − J12D3 + J1D

2
2

)
J12D3

}
D3,

p0 = Γ
[
(J1 − J2)

2Γ− J12(D1 +D2)
]
D1D2D

3
3 ,

J̃ = J − J3, J12 = J1D2 + J2D1 > 0.

Òàê ÿê â íåðiâíîñòi (8)�(10) òà â ïîçíà÷åííÿ (11) ñòàëà P âõîäèòü â ïàðíèé
ñòóïåíi, òî öi íåðiâíîñòi ïðè äi¨ ïåðåêèäàëüíîãî ìîìåíòó (Γ > 0) âèçíà÷àþòü óìîâè
àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðiøåííÿ (5), à ïðè äi¨ âiäíîâëþâàëüíîãî ìîìåíòó (Γ < 0) �
ðiøåííÿ (6).

Ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ âïëèâó äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó íà óìîâè ñòiéêîñòi.
Íåõàé D2 = D1 (1 + ε), äå ε ≥ −1, òîäi ñèñòåìà íåðiâíîñòåé (8)�(10) îòðèìóþòü
âèãëÿä:(

ΓD2
3 − (J3 − J1)P

2
) (

ΓD2
3 − (J3 − J2)P

2
)
+ (D3 −D1)

2D3
3P

2 + ã0ε =

= D4
3Γ

2 + J̃D2
3P

2Γ + (D3 −D1)
2D2

3P
2 + (J3 − J1)(J3 − J2)P

4 + ã0ε > 0, (12)

2D1D
2
3Γ < [(J1 + J2)D1 − 2JD3]P

2 + (J1P
2 −D2

3Γ)D1ε, (13)

Γ20Γ
2 + Γ10Γ + Γ00 +

(
Γ21Γ

2 + Γ11Γ + Γ01

)
ε+ (Γ12Γ + Γ02) ε

2 + (Γ13Γ + Γ03) ε
3 =

= p40P
4 + p20P

2 + p00 +
(
p41P

4 + p21P
2 + p01

)
ε+

+
(
p22P

2 + p02
)
ε2 +

(
p23P

2 + p03
)
ε3 > 0. (14)

Òóò
ã0 = (D1 −D3)D1D

2
3P

2, Γ20 = (J1 − J2)
2D2

1D
3
3,

Γ10 = 2
{[

(J1 − J2)
2D3 − J (J1 + J2)D1

]
JP 2 − (J1 + J2)D

3
1D

2
3

}
D1D3,

Γ00 = −P 2
{
2 [2J1J2D3 − J3 (J1 + J2)D1] J

2P 2+

+ (J1 + J2) [(J1 + J2)D3 − 2J3D1]D
2
1D

2
3

}
,

Γ21 = Γ20, Γ11 =
{
[2J1 (J1 − J2)D3 + ((3J1 + J2)J3 − 4J1(J1 + J2))D1] JP

2

− (5J1 + 3J2)D
3
1D

2
3

}
D1D3,

Γ11 = Γ01 =
{
2J1J3J

2P 2 + [−2J1 (J1 + J2)D3+

+
(
2 (2J1 + J2) J3 + J2

1 − J2
2

)
D1

]
D3

1D
2
3

}
D1P

2,

Γ22 = 0,Γ12 =
[
J1 (J3 − 2J1) JP

2 − (4J1 + J2)D
2
1D

2
3

]
D2

1D3, (15)

Γ02 = J1 [2 (J1 + J3)D1 − J1D3]D
2
1D

2
3P

2, Γ23 = 0, Γ13 = −J1D
4
1D

3
3,

Γ03 = J2
1D

3
1D

2
3P

2, p40 = −2J2 [2J1J2D3 − J3 (J1 + J2)D1] ,
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p20 =
{
2J

[
(J1 − J2)

2D3 − J (J1 + J2)D1

]
Γ+

+ (J1 + J2) [2J3D1 − (J1 + J2)D3]D1D3}D1D3,

p00 =
[
(J1 − J2)

2 Γ− 2 (J1 + J2)D
2
1

]
D2

1D
3
3Γ, p41 = 2J2J1J3D1,

p21 = {J [2J1 (J1 − J2)D3 + ((3J1 + J2) J3 − 4J1 (J1 + J2))D1] Γ−

−
[
2J1 (J1 + J2)D3 −

(
2 (2J1 + J2) J3 + J2

1 − J2
2

)
D1

]
D1D3

}
D1D3,

p01 =
[
(J1 − J2)

2 Γ− (5J1 + 3J2)D
2
1

]
D2

1D
3
3Γ, p42 = 0,

p22 = J1 [J (J3 − 2J1) Γ + (2 (J1 + J3))D1 − J1D1]D
2
1D3, p02 = − (4J1 + J2)D

4
1D

3
3Γ,

p43 = 0, p23 = J2
1D

3
1D

2
3, p03 = −J1D

4
1D

3
3Γ.

Ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó ε íåðiâíiñòi
(13)�(14) îòðèìóþòü âèãëÿä:

2D1D
2
3Γ < {(J1 + J2)D1 − 2JD3 + ε [(J1 − J2)D1 + 2JD3] /2}P 2, (16)

Γ20Γ
2 + Γ10Γ + Γ00 +

(
Γ21Γ

2 + Γ11Γ + Γ01

)
ε =

= p40P
4 + p20P

2 + p00 +
(
p41P

4 + p21P
2 + p01

)
ε > 0. (17)

Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó
ñèñòåìà íåðiâíîñòåé (12)�(14) áóäå ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi (12) i (16)�(17), äå çíà-
÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ Γ20, Γ10, Γ00, Γ21, Γ11, Γ01, p40, p20, p00, p41, p21, p01 íàâåäåíî â
(15).

Íåðiâíîñòi (12) i (14) ç òî÷íiñòþ äî äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi âiäíîñíî
P/P0(|P/P0| ≪ 1), äå P0� õàðàêòåðíå çíà÷åííÿ ïîñòiéíîãî ìîìåíòó çàïèøóòüñÿ
òàê:

D4
3Γ

2 + J̃D2
3P

2Γ + (D3 −D1)
2D2

3P
2 + ã0ε > 0, (18)

p20P
2 + p00 +

(
p21P

2 + p01
)
ε+

(
p22P

2 + p02
)
ε2 +

(
p23P

2 + p03
)
ε3 > 0. (19)

Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi ïîñòiéíîãî ìîìåíòó ñèñòåìà
íåðiâíîñòåé (12)�(14) áóäå ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi íåðiâíîñòåé (18), (13) i (19), äå
çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ p20, p00, p21, p01, p22, p02, p23, p03 ïðèâåäåíi â (15).

Íåðiâíîñòi (12) i (14) ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi âiäíîñíî
Γ/Γ0(|Γ/Γ0| ≪ 1), äå Γ0 � õàðàêòåðíå çíà÷åííÿ ïîñòiéíîãî ìîìåíòó, îòðèìàþòü
âèãëÿä:

J̃D2
3P

2Γ+(D3 −D1)
2D2

3P
2+(J3−J1)(J3−J2)P

4+(D1 −D3)D1D
2
3P

2ε > 0, (20)

Γ10Γ + Γ00 + (Γ11Γ + Γ01) ε+ (Γ12Γ + Γ02) ε
2 + (Γ13Γ + Γ03) ε

3 > 0. (21)
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Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi âiäíîñíî Γ/Γ0 ñèñòåìà íåðiâ-
íîñòåé (12)�(14) áóäå ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi íåðiâíîñòåé (20), (21) i (13), äå çíà-
÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ Γ10, Γ00, Γ11, Γ01, Γ12, Γ02, Γ13, Γ03 íàâåäåíî â (15).

Ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi äèíàìi÷íî¨ íåñèìåòði¨ (J2 = J1) ñèñòåìà íåðiâíîñòåé
(12)�(14) ñïðîùó¹òüñÿ i çàïèñó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:(

ΓD2
3 − (J3 − J1)P

2
)2

+ (D3 −D1)
2D3

3P
2 + ã0ε =

= D4
3Γ

2 + 2 (J1 − J3)D
2
3P

2Γ + (D3 −D1)
2D2

3P
2 + (J3 − J1)

2P 4 + ã0ε > 0, (22)

D1D
2
3Γ < [J1D1 + (J3 − 2J1)D3]P

2 + (J1P
2 −D2

3Γ)D1ε
/
2, (23)

Γ10Γ + Γ00 + (Γ11Γ + Γ01) ε+ (Γ12Γ + Γ02) ε
2 + (Γ13Γ + Γ03) ε

3 =

= p40P
4 + p20P

2 + p00 +
(
p41P

4 + p21P
2 + p01

)
ε+

+
(
p22P

2 + p02
)
ε2 +

(
p23P

2 + p03
)
ε3 > 0. (24)

Òóò
ã0 = (D1 −D3)D1D

2
3P

2, Γ20 = 0,

Γ10 = −4
[
(J3 − 2J1)

2 P 2 +D2
1D

2
3

]
D2

1D3,

Γ00 = 4 (J3D1 − J1D3)
[
(J3 − 2J1)

2 P 2 +D2
1D

2
3

]
P 2,Γ21 = 0,

Γ11 = −4
[
(J3 − 2J1)

2 P 2 + 2D2
1D

2
3

]
D2

1D3,

Γ01 = 2
[
(J3 − 2J1)

2 P 2 + (3J3D1 − 2J1D3)D
2
1D

2
3

]
D1P

2,

Γ22 = 0, Γ12 = −
[
(J3 − 2J1)

2 P 2 + 5D2
1D

2
3

]
D2

1D3, (25)

Γ02 = [2 (J1 + J3)D1 − J1D1]D
2
1D

2
3P

2,

Γ23 = 0, Γ13 = −D4
1D

3
3, Γ03 = J1D

3
1D

2
3P

2,

p40 = 4 (J3 − 2J1)
2 (J3D1 − J1D3) , p00 = −4D4

1D
3
3Γ, p41 = 2J3 (J3 − 2J1)

2D1,

p21 = 2
[
(3J3D1 − 2J1D3)D3 − (J3 − 2J1)

2 Γ
]
D2

1D3, p01 = 2p00, p42 = 0,

p22 =
[
(2 (J1 + J3)D1 − J1D3)D3 − (J3 − 2J1)

2 Γ
]
D2

1D3,

p02 = −5D4
1D

3
3Γ, p43 = 0, p23 = J1D

3
1D

2
3, p03 = −D4

1D
3
3Γ.

4. Äîñëiäæåííÿ óìîâ ñòiéêîñòi (12)�(14), (16)�(17), (18)�(19)
i (22)�(24).

Iç íåðiâíîñòåé (13) âèïëèâà¹, ùî ïðè äi¨ ïåðåêèäàëüíîãî ìîìåíòó (Γ > 0)
ñòiéêiñòü áóäå íåìîæëèâà, êîëè D2 > D1 (ε > 0), P 2 < 2JD3/(J1 + J2)D1i Γ >
J1P

2
/
D2

3.
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Iç íåðiâíîñòåé (12) � (14) ñëiä, ùî äëÿ äîñèòü ìàëèõ çíà÷åííÿõ äèñèïàòèâíî
äåáàëàíñó ε (ε ≪ 1) ïðè(
ΓD2

3 − (J3 − J1)P
2
) (

ΓD2
3 − (J3 − J2)P

2
)
> 0, 2D1D

2
3Γ < [(J1 + J2)D1 − 2JD3]P

2,

Γ10Γ + Γ00 > 0 àáî p40P
4 + p20P

2 + p00 > 0 (26)

ðiâíîìiðíå îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà áóäå ñòiéêèì. Ñ òî÷íiñòþ äî äðóãîãî ïîðÿäêó
ìàëîñòi ïîñòiéíîãî ìîìåíòó P/P0 áóäåìî ìàòè íàñòóïíi äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi:

D2
3Γ

2 + J̃P 2Γ + (D3 −D1)
2 P 2 > 0, 2D1D

2
3Γ < [(J1 + J2)D1 − 2JD3]P

2,

p20P
2 + p00 > 0. (27)

Iç íåðiâíîñòi (12) ñëiä, ùî ïðè âåëèêîìó äèñèïàòèâíîìó äåáàëàíñó ε (ε > 0)
äëÿ D1 < D3, J̃Γ ≤ 0 i (J3 − J1)(J3 − J2) ≤ 0 ðiâíîìiðíå îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà
ìîæå áóòè íåñòiéêèì, à ïðè äîñèòü âåëèêîìó äèñèïàòèâíîìó äåáàëàíñó îáåðòàííÿ
òâåðäîãî òiëà áóäå íåñòiéêèì íàâiòü ïðè D1 < D3. Ó çàïàñ ñòiéêîñòi òàêîæ íå éäå
âèïàäîê −1 < ε < 0 i D1 > D3.

Iç íåðiâíîñòi (13) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî ïðè âåëèêîìó äèñèïàòèâíîìó äåáàëàíñi
ε (ε > 0) äëÿ J1P

2 < D2
3Γ i (J1 + J2)D1 − 2JD3 ≤ 0 îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà

ìîæå áóòè íåñòiéêèì, à ïðè äîñèòü âåëèêîìó äèñèïàòèâíîìó äåáàëàíñó îáåðòàííÿ
òâåðäîãî òiëà áóäå íåñòiéêèì íàâiòü ïðè J1P

2 < D2
3Γ. Ó çàïàñ ñòiéêîñòi òàêîæ íå

éäå âèïàäîê −1 < ε < 0 i J1P
2 > D2

3Γ.

Íåðiâíiñòü (14) âêëþ÷à¹ â ñîái áiëüø ñêëàäíèé âïëèâ äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó,
íiæ íà íåðiâíîñòi (12) i (13), i ìà¹ òðåòié ïîðÿäîê ìàëîñòi àáî áiëüøîñòi âiäïîâiäíî
ε. Ïðè ìàëîìó çíà÷åííi ε (ε ≪ 1 ), Γ20Γ

2 + Γ10Γ + Γ00 ≤ 0 (p40P
4 + p20P

2 +
p00 ≤ 0) i Γ21Γ

2 + Γ11Γ + Γ01 < 0 (p41P
4 + p21P

2 + p01 < 0) ðiâíîìiðíå îáåðòàííÿ
òâåðäîãî òiëà ìîæå áóòè íåñòiéêèì, à ïðè äîñèòü ìàëîìó çíà÷åííi äèñèïàòèâíîìó
äåáàëàíñó îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà áóäå íåñòiéêèì íàâiòü ïðè Γ20Γ

2+Γ10Γ+Γ00 ≤ 0.
Ó çàïàñ ñòiéêîñòi òàêîæ íå éäå âèïàäîê −1 < ε < 0 i Γ21Γ

2 + Γ11Γ + Γ01 > 0.
Ïðè âåëèêîìó çíà÷åííi ε (ε ≫ 1), Γ13Γ + Γ03 < 0 (D1D3Γ > J1P

2) i Γ20Γ
2 +

Γ10Γ+Γ00 ≤ 0 (p40P
4 + p20P

2 + p00 ≤ 0) òàêîæ ìîæå âèíèêíóòè íåñòiéêiñòü, à ïðè
äîñèòü âåëèêîìó çíà÷åííi äèñèïàòèâíîìó äåáàëàíñó îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà áóäå
íåñòiéêèì íàâiòü ïðè D1D3Γ > J1P

2. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî öå ìîæå áóòè òiëüêè
ïðè äi¹ ïåðåêèäàëüíîãî ìîìåíòó (Γ > 0). Ó çàïàñ ñòiéêîñòi òàêîæ íå éäå âèïàäîê
−1 < ε < 0 i D1D3Γ > J1P

2.

Ïðè âiäñóòíîñòi äèíàìi÷íî¨ íåñèìåòði¨ (J2 = J1), çãiäíî (24)�(25), óìîâè ñòié-
êîñòi (26) i (27) âiäïîâiäíî îòðèìóþòü âèãëÿä:

D1D
2
3Γ < [J1D1 + (J3 − 2J1)D3]P

2 > 0,

(J3 − 2J1)
2 (J3D1 − J1D3)P

4+

+
[
(J3D1 − J1D3)D3 − (J3 − 2J1)

2 Γ
]
D2

1D3P
2 −D4

1D
3
3Γ > 0. (28)
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D1D
2
3Γ < [J1D1 + (J3 − 2J1)D3]P

2 > 0,[
(J3D1 − J1D3)D3 − (J3 − 2J1)

2 Γ
]
P 2 −D2

1D
2
3Γ > 0. (29)

Ïðè äi¹ âiäíîâëþâàëüíîãî ìîìåíòó (Γ < 0) äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ âèêîíàííÿ
íåðiâíîñòåé () i (29) ¹ âiäîìà óìîâà äëÿ ñèìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà [7]

J3D1 − J1D3 > 0. (30)

5. Ñòiéêîñòi îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà íàâêîëî öåíòðó ìàñ (Γ = 0).
Â öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà íåðiâíîñòåé (12)�(14) îòðèìà¹ âèãëÿä:

(D3 −D1)
2D2

3P
2 + (J3 − J1)(J3 − J2)P

4 + (D1 −D3)D1D
2
3P

2ε > 0, (31)

(J1 + J2)D1 − 2JD3 + J1D1ε > 0, (32)

Γ̃00 + Γ̃01ε+ Γ̃02ε
2 + Γ̃03ε

3 =

= p40P
2 + p20 +

(
p41P

2 + p21
)
ε+ p22ε

2 + p23ε
3 > 0, (33)

äå Γ̃0i = Γ0i

/
P 2, à çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ Γ00, Γ01, Γ02, Γ03 i p40, p20, p41, p21, p22,

p23 ïðèâåäåíi â (15).

Iç íåðiâíîñòåé (31)�(33) ñëiäó¹, ùî äëÿ äîñèòü ìàëèõ çíà÷åííÿõ äèñèïàòèâíîãî
äåáàëàíñó ε (ε ≪ 1) ïðè

(J3 − J1)(J3 − J2) > 0, (J1 + J2)D1 − 2 (J1 + J2 − J3)D3 > 0,

Γ̃00 = 2 [2J1J2D3 − J3 (J1 + J2)D1] J
2P 2+(J1 + J2) [(J1 + J2)D3 − 2J3D1]D

2
1D

2
3 < 0
(34)

ðiâíîìiðíå îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà áóäå ñòiéêèì.

Òàêèì ÷èíîì, êîëè ìîìåíò iíåðöi¨ J3 ¹ íàiáiëüøèì àáî íàiìåíüøèì ìîìåíò
iíåðöi¨ òâåðäîãî òiëà,

D3 > (J1 + J2)D1/2 (J1 + J2 − J3)

i

2 [J3 (J1 + J2)D1 − 2J1J2D3] J
2P 2 < (J1 + J2) [(J1 + J2)D3 − 2J3D1]D

2
1D

2
3,

òî ïðè äîñèòü ìàëèõ çíà÷åííÿõ äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó ðiâíîìiðíå îáåðòàííÿ
òâåðäîãî òiëà íàâêîëî öåíòðó ìàñ áóäå ñòiéêèì. Êîëè íå âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç öèõ
íåðiâíîñòåé (34), òî îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà áóäå íåñòiéêèì. Òàê, íàïðèêëàä, öå
ìîæå áóòè, êîëè D3 > (J1 + J2)D1/2 (J1 + J2 − J3) àáî D3 < 2J3D1/ (J1 + J2). Â
öiõ âèïàäêàõ íå âèêîíó¹òüñÿ äðóãà àáî òðåòÿ íåðiâíiñòi â (34).

Iç íåðiâíîñòåé (31)�(32) âèäíî, ùî ïðè ε > 0, D1 > D3, (J3 − J1)(J3 − J2) > 0
i (J1 + J2)D1 − 2 (J1 + J2 − J3)D3 > 0 öi íåðiâíîñòi áóäóòü âiðíi. Òàê ÿê, p23 =
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J2
1D

3
1D

2
3 > 0, òî íåðiâíiñòü (33) áóäå âèêîíàíà ïðè Γ̃00 < 0 i âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ε

àáî òiëüêè ïðè äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ε.
Òàêèì ÷èíîì, êîëè ìîìåíò iíåðöi¨ J3 ¹ íàiáiëüøèì àáî íàiìåíüøèì ìîìåíò

iíåðöi¨ òâåðäîãî òiëà, D3 > (J1 + J2)D1/2 (J1 + J2 − J3), Γ̃00 < 0, D2 > D1 > D3,
òî ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó ðiâíîìiðíå îáåðòàííÿ òâåðäîãî
òiëà íàâêîëî öåíòðó ìàñ ìîæå áóäå ñòiéêèì i áóäå ñòiéêèì ïðè D2 > D1 > D3 i
äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åííÿõ äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó.

Iç íåðiâíîñòi (31) âèòiêà¹, ùî ïðè âåëèêîìó äèñèïàòèâíîìó äåáàëàíñi ε (ε > 0),
êîëè D1 < D3 i (J3 − J1)(J3 − J2) ≤ 0, òî ðiâíîìiðíå îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà
ìîæå áóòè íåñòiéêèì, à ïðè äîñèòü âåëèêîìó äèñèïàòèâíîìó äåáàëàíñó îáåðòàííÿ
òâåðäîãî òiëà áóäå íåñòiéêèì íàâiòü ïðè D1 < D3. Ó çàïàñ ñòiéêîñòi òàêîæ íå éäå
âèïàäîê −1 < ε < 0 i D1 > D3. Iç íåðiâíîñòi (32) òàêîæ ñëiäó¹, ùî ó çàïàñ ñòiéêîñòi
òàêîæ íå éäå âèïàäîê −1 < ε < 0.

Iç íåðiâíîñòi (33) âèäíî, ùî ïðè ìàëîìó çíà÷åííi ε (ε ≪ 1 ), Γ̃00 ≤ 0 i Γ̃01

/
D1 <

0 ðiâíîìiðíå îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà ìîæå áóòè íåñòiéêèì, à ïðè äîñèòü ìàëîìó
çíà÷åííi äèñèïàòèâíîìó äåáàëàíñó îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà áóäå íåñòiéêèì íàâiòü
ïðè Γ̃00 ≤ 0. Ó çàïàñ ñòiéêîñòi òàêîæ íå éäå âèïàäîê −1 < ε < 0 i Γ01 > 0.

Ïðè âiäñóòíîñòi äèíàìi÷íî¨ íåñèìåòði¨ (J2 = J1), çãiäíî (24)�(25), óìîâè ñòié-
êîñòi (31)�(32) îòðèìàþòü âèãëÿä:

(D3 −D1)
2D2

3P
2 + (J3 − J1)

2P 4 + (D1 −D3)D1D
2
3P

2ε > 0, (35)

J1 (D1 − 2D3) + J3D3 + J1D1ε/2 > 0, (36)

Γ̃00 + Γ̃01ε+ Γ̃02ε
2 + Γ̃03ε

3 =

= p40P
2 + p20 +

(
p41P

2 + p21
)
ε+ p22ε

2 + p23ε
3 > 0, (37)

äå çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ Γ00, Γ01, Γ02, Γ03 i p40, p20, p41, p21, p22, p23 íàâåäåíi â
(25).

Òàê ÿê
Γ̃00 = 4 (J3D1 − J1D3)

[
(J3 − 2J1)

2 P 2 +D2
1D

2
3

]
,

Γ̃01

/
2D1 = (J3 − 2J1)

2 P 2 + (3J3D1 − 2J1D3)D
2
1D

2
3,

òî iç íåðiâíîñòåé (35)�(37) ñëiäó¹, ùî ç òî÷íiñòüþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi
äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó ε (ε > 0) äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi ðiâíîìiðíå îáåðòàííÿ
òâåðäîãî òiëà íàâêîëî öåíòðó ìàñ ìàþòü âèãëÿä

D1 > 2D3, J3D1 − J1D3 > 0. (38)

Óìîâè ñòiéêîñòi (34) ïðè J2 = J1 òàêîæ áóäóòü âèêîíàíi çà óìîâ (38).
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (38) äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü

íåðiâíiñòü D1 > 2D3 i âiäîìà íåðiâíiñòü (30).
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6. Âèñíîâêè.
Íà ïiäñòàâi ïðîâåäåíèõ àíàëiòè÷íèõ äîñëiäæåíü âïëèâó äèñèïàòèâíîãî äåáà-

ëàíñó, âiäíîâëþâàëüíîãî, ïåðåêèäàëüíîãî i ïîñòiéíîãî ìîìåíòiâ íà óìîâè àñèìï-
òîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü ó ñåðåäîâèùi ç îïîðîì íåñèìåòðè÷íîãî
òâåðäîãî òiëà ìîæíà çðîáèòè íàñòóïíi âèñíîâêè:

1. Óìîâè àñèìïòîòè÷î¨ ñòiéêîñòi ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi ñèñòåìè òðüîõ íåðiâíî-
ñòåé. Ïåðøà i äðóãà íåðiâíiñòü ìàþòü ïåðøó ñòóïåíü âiäíîñíî äèñèïàòèâíîãî
äåáàëàíñó, à òðåòüÿ íåðiâíiñòü � òðåòüþ ñòóïåíü. Ïåðøà i òðåòÿ íåðiâíiñòü
ìàþòü äðóãèé ñòóïiíü ùîäî ïåðåêèäàëüíîãî àáî âiäíîâëþâàëüíîãî ìîìåíòó,
à äðóãà íåðiâíiñòü � ïåðøèé ñòóïiíü. Ïåðøà òà òðåòÿ íåðiâíiñòü ìàþòü ÷åò-
âåðòèé ñòóïiíü âiäíîñíî ïîñòiéíîãî ìîìåíòó, à äðóãà íåðiâíiñòü � ìà¹ äðóãó
ñòóïiíü. Íàéáiëüø ñêëàäíîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ ¹ òðåòÿ íåðiâíiñòü.

2. Ïðè äi¨ ïåðåêèäàëüíîãî ìîìåíòó ñòiéêiñòü áóäå íåìîæëèâà, êîëè D2 > D1

(ε > 0), P 2 < 2JD3/(J1 + J2)D1i Γ > J1P
2
/
D2

3.

3. Îòðèìàíi äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ïðè äîñèòü ìàëèõ çíà÷åí-
íÿõ äèñèïàòèâíîìó äåáàëàíñó.

4. Ïðè äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åííÿõ äèñèïàòèâíîìó äåáàëàíñó ñòiéêiñòü áóäå íå-
ìîæëèâà, êîëè D3 > D1 àáî Γ > J1P

2
/
D2

3 àáî Γ > J1P
2
/
D1D3. Öå ìîæå áóòè

òiëüêè ïðè äi¹ ïåðåêèäàëüíîãî ìîìåíòó.

5. Ïîêàçàíî, ùî ïðè âiäñóòíîñòi äèíàìi÷íî¨ íåñèìåòði¨ i äi¹ âiäíîâëþâàëüíî-
ãî ìîìåíòó äîñòàòíüîþ óìîâîþ ñòiéêîñòi ¹ âiäîìà óìîâà äëÿ ñèìåòðè÷íîãî
òâåðäîãî òiëà J3D1 − J1D3 > 0.

6. Îòðèìàíi óìîâè ñòiéêîñòi i íåñòiéêîñòi îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà íàâêîëî öåí-
òðó ìàñ ïðè äîñèòü ìàëèõ i âåëèêèõ çíà÷åííÿõ äèñèïàòèâíîãî äåáàëàíñó.
Ïîêàçàíî ç òî÷íîñòüþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi äåáàëàíñó, ùî ïðè âiä-
ñóòíîñòi äèíàìi÷íî¨ íåñèìåòði¨, äîñòàòíüîþ óìîâîþ ñòiéêîñòi ¹ âiäîìà óìîâà
äëÿ ñèìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà i óìîâà D1 > 2D3.

Öèòîâàíà ëiòåðàòóðà

1. Ñàâ÷åíêî À.ß., Áîëãðàáñêàÿ È.À., Êîíîíûõèí Ã.À. Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ ñèñòåì ñâÿçàííûõ
òâ¼ðäûõ òåë. � Ê.: Íàóê. äóìêà, 1991. � 166 ñ.

2. Áîëãðàáñêàÿ È.À., Ëåñèíà Ì.Å., ×åáàíîâ Ä.À. Äèíàìèêà ñèñòåì ñâÿçàííûõ òâ¼ðäûõ òåë. Ñå-
ðèÿ �Çàäà÷è è ìåòîäû: ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, êèáåðíåòèêà�. � ÈÏÌÌ ÍÀÍ Óêðàèíû, Òîì 9.
� Ê.: Íàóêîâà Äóìêà, 2012. � 395 ñ.

3. Êîíîíîâ Þ.Ì. Ïðî ñòiéêiñòü ðiâíîìiðíîãî îáåðòàííÿ íåñèìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà ó ñåðå-
äîâèùi ç îïîðîì ïiä äi¹þ ïîñòiéíîãî ìîìåíòó // Ïðèêë. ìåõàíiêà. � 2021. � Ò. 57, � 4. �
Ñ. 68�77.

4. Kononov Yu.M. Stability of a Uniform Rotation of an Asymmetric Rigid Body in a Resisting
Medium. International applied mechanics. A translation of Prikladnaya Mekhanika � 2021. � V. 57,
� 4. � P. 432�439.

98



Íàçâà ñòàòòi äëÿ âåðõíüîãî êîëîíòèòóëó

5. Êîíîíîâ Þ.Ì., Äîâãîøèé Î.À., ×åiá À.Õ. Ïðî ñòiéêiñòü ðiâíîìiðíîãî îáåðòàííÿ ó ñåðåäîâèùi
ç îïîðîì íåñèìåòðè÷íîãî òâåðäîãî òiëà ïiä äi¹þ ïîñòiéíîãî ìîìåíòó ó iíåðöiàëüíié ñèñòåìi
âiäëiêó // Ìåõàíiêà òà ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè. � 2022. � V. IV, � 1.� P. 6�22.

6. Êîíîíîâ Þ.Ì., ×åiá À.Õ. Ïðî ñòiéêiñòü ðiâíîìiðíèõ îáåðòàíü ó ñåðåäîâèùi ç îïîðîì íåñèìåò-
ðè÷íèõ i ñèìåòðè÷íèõ òâåðäèõ òië ïiä äi¹þ ïîñòiéíèõ ìîìåíòiâ // Ïðàöi IÏÌÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè.
� 2022. � Ò. 36. � Ñ. 11�25.

7. Êàðàïåòÿí À.Â., Ëàãóòèíà È.Ñ. Î âëèÿíèè äèññèïàòèâíîãî è ïîñòîÿííîãî ìîìåíòîâ íà âèä
è óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé âîë÷êà Ëàãðàíæà // Èçâ. ÐÀÍ. Ìåõàíèêà òâ¼ðäîãî
òåëà. � 1998. � � 5. � C. 29�33.

8. Êàðàïåòÿí À.Â. Î ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèÿõ âîë÷êà Ëàãðàíæà ñ âîçáóæäåíèåì â ñîïðîòèâ-
ëÿþùåéñÿ ñðåäå // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óí-òà. Ñåð. 1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. � 2000. � � 5.
� Ñ. 39�43.

9. Chernousko F.L., Akulenko L.D., Leshchenko D.D. Evolution of the Motions of a Rigid Body
About its Centre of Mass. � Springer International Publishing AG, 2017. � 243 p.

10. Leshchenko D., Ershkov S., Kozachenko T. Rotations of a Rigid Body Close to the Lagrange Case
under the Action of Nonstationary Perturbation Torque // J. Appl. Comput. Mech. � 2022. �
P. 1�9.

11. Leshchenko D., Ershkov S., Kozachenko T. Evolution of motion of a rigid body similar to Lagrange
top under the in�uence of slowly time varying torques // Proc IMechE Part C: J Mechanical
Engineering Scienc. � 2022. � Vol. 236 (22). � P. 10879�10890.

12. Leshchenko D., Ershkov S., Kozachenko T. Perturbed rotational motions of a nearly dynamically
spherical rigid body with cavity containing a viscous �uid subject to constant body �xed torques //
International Journal of Non-Linear Mechanics. � 2023. � V. 148. � P. 104284.

13. Ëåùåíêî Ä.Ä., Êîçà÷åíêî Ò.Î. Åâîëþöiÿ îáåðòàíü ñôåðî¨äà ç ïîðîæíèíîþ, çàïîâíåíîþ â'ÿç-
êîþ ðiäèíîþ â ñåðåäîâèùi ç îïîðîì // Ïðàöi IÏÌÌ ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 2021. � Ò. 35, � 2. �
Ñ. 97�103.

References

1. Savchenko, A.Ya., Bolgrabskaya, I.A., Kononyihin, G.A. (1991). Ustoychivost dvizheniya sistem

svyazannyih tvyordyih tel. K.: Nauk. dumka (in Ukraine).
2. Bolgrabskaya, I.A., Lesina, M.E., Chebanov, D.A. (2012). Dinamika sistem svyazannyih tvyordyih

tel. Seriya �Zadachi i metodyi: matematika, mehanika, kibernetika�, V. 9. K.: Nauk. Dumka (in
Ukraine).

3. Kononov, Yu.M. (2021). Pro stiikist rivnomirnoho obertannia nesymetrychnoho tverdoho tila u
seredovyshchi z oporom pid diieiu postiinoho momentu. Prykl. mekhanika, 57 (4), 68�77.

4. Kononov, Yu.M. (2021). Stability of a Uniform Rotation of an Asymmetric Rigid Body in a
Resisting Medium. International applied mechanics. A translation of Prikladnaya Mekhanika, 57 (4),
432�439.

5. Kononov, Yu.M., Dovgoshey, O.A., Cheib, A.K. (2022). Pro stiikist rivnomirnoho obertannia u
seredovyshchi z oporom nesymetrychnoho tverdoho tila pid diieiu postiinoho momentu u inertsialnii
systemi vidliku. Mekhanika ta matematichni metody, IV (1), 6�22 (in Ukraine).

6. Kononov, Yu.M., Cheib, A.K. (2022). Pro stiikist rivnomirnoho obertannia u seredovyshchi z
oporom nesymetrychnykh i symetrychnykh tverdykh til pid diieiu postiinykh momentiv. Pratsi
IPMM NAN Ukrainy, 36, 11�25 (in Ukraine).

7. Karapetyan, A.V., Lagutina, I.S. (1998). O vliyanii dissipativnogo i postoyannogo momentov na
vid i ustoychivost statsionarnyih dvizheniy volchka Lagranzha. Izv. RAN. Mehanika tvyordogo tela,

5, 29�33 (in Russian).
8. Karapetyan, A.V. (2000). O statsionarnyih dvizheniyah volchka Lagranzha s vozbuzhdeniem v

soprotivlyayuscheysya srede. Vestnik Moskovskogo un-ta. Ser. 1. Matematika. Mehanika, 5, 39�43
(in Russian).

9. Chernousko, F.L., Akulenko, L.D., Leshchenko, D.D. (2017). Evolution of the Motions of a Rigid

Body About its Centre of Mass. Springer International Publishing AG.

99



Þ.Ì. Êîíîíîâ, À.Õ. ×åiá

10. Leshchenko, D., Ershkov, S., Kozachenko, T. (2022). Rotations of a Rigid Body Close to the
Lagrange Case under the Action of Nonstationary Perturbation Torque. J. Appl. Comput. Mech,
1�9.

11. Leshchenko, D., Ershkov, S., Kozachenko, T. (2022). Evolution of motion of a rigid body similar to
Lagrange top under the in?uence of slowly time varying torques. Proc IMechE Part C: J Mechanical

Engineering Scienc, 236 (22), 10879�10890.
12. Leshchenko, D., Ershkov, S., Kozachenko, T. (2023). Perturbed rotational motions of a nearly

dynamically spherical rigid body with cavity containing a viscous �uid subject to constant body
�xed torques. International Journal of Non-Linear Mechanics, 148, 104284.

13. Leshchenko, D.D., Kozachenko, T.O. (2021). Evolution of rotations of a spheroid with cavity
containing a viscous �uid in a resistive medium. Proc. IAMM NASU, 35 ( 2), 97�103.

Yu.M. Kononov, A.Kh. Cheib

In�uence of dissipative asymmetry on the of rotation stability in a resisting medium of

a asymmetric rigid body under the action of a constant moment in inertial reference

frame.

Assuming that the center of mass of an asymmetric rigid body is located on the third main axis of

inertia of a rigid body, the in�uence of dissipative asymmetry on the stability of uniform rotation in

a medium with resistance of a dynamically asymmetric rigid body is estimated. A rigid body rotates

around a �xed point, is under the action of gravity, dissipative moment and constant moment in an

inertial frame of reference. The stability conditions are represented by a system of three inequalities.

The �rst and second inequalities have the �rst degree with respect to the dissipative asymmetry, and

the third inequality has the third degree. The third inequality is the most di�cult to study. Analytical

studies of the in�uence of small and large dissipative asymmetries, restoring, overturning and constant

moments on the stability of rotation of a rigid body are carried out. Conditions for asymptotic stability

are obtained for su�ciently small values of the dissipative asymmetry and conditions for instability

for su�ciently large values of the asymmetry. The stability conditions are written down to the second

order of smallness with respect to the constant moment and the �rst - with respect to the restoring or

overturning moments. Stability conditions for the rotation of a rigid body around the center of mass

are studied.

Keywords: dynamically asymmetric rigid body, uniform rotation, medium with resistance, constant

moment in the inertial frame of reference, asymptotic stability.
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