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ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÍß ÄÅÒÅÐÌIÍÎÂÀÍÈÕ ÃÐÀÔIÂ

ÂÈÇÍÀ×ÀËÜÍÎÞ ÏÀÐÎÞ ÑËIÂ

Ó ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî ïðåäñòàâëåííÿ äåòåðìiíîâàíèõ ãðàôiâ ìíîæèíàìè ñëiâ ó àëôàâiòi ìiòîê
¨õ âåðøèí. Â íàø ÷àñ ãðàôè ¹ êîíöåïòóàëüíèì iíñòðóìåíòîì àíàëiòèêè, ðîçðîáêèòà òåñòóâàí-
íÿ ðiçíîìàíiòíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ. Ñåðåä óñiõ ãðàôiâ âèäiëÿþòü ïiäêëàñ ðîçìi÷åíèõ
ãðàôiâ, åëåìåíòè ÿêèõ ìàþòü ìiòêè ç ïîïåðåäíüî âèçíà÷åíîãî àëôàâiòó. Òàêi ãðàôè àêòèâíî
çàñòîñîâóþòü äëÿ îïèñàííÿ òà ìîäåëþâàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ïðîöåñiâ ó ïðîãðàìóâàííi, ðîáîòî-
òåõíiöi, âåðiôiêàöi¨ òà âàëiäàöi¨ ìîäåëåé òîùî. Ðîçìi÷åíi ãðàôè ¹ iíôîðìàöiéíèì ñåðåäîâèùåì
äëÿ ìîáiëüíèõ àãåíòiâ, ïåðåìiùåííÿ ÿêèõ ïî ãðàôó ìîæíà âiäîáðàçèòè ïîñëiäîâíîñòÿìè ìiòîê
âåðøèí � ñëiâ â àëôàâiòi ìiòîê. Äåòåðìiíîâàíèìè íàçèâàþòüñÿ ãðàôè ç ðîçìi÷åíèìè âåðøèíàìè,
ó ÿêèõ â îêîëi êîæíî¨ âåðøèíè âñi iíøi âåðøèíè ìàþòü ïîïàðíî ðiçíi ìiòêè. Äëÿ òàêèõ ãðàôiâ
ó âèïàäêó, êîëè âiäîìi éîãî êàðòà ãðàôà (òîáòî ìíîæèíè âåðøèí i ðåáåð òà ôóíêöiÿ ðîçìiòêè)
òà iíiöiàëüíà âåðøèíà, ç ÿêî¨ àãåíòè ïî÷èíàþòü ñâî¨ ïåðåìiùåííÿ, iñíó¹ îäíîçíà÷íà âiäïîâiä-
íiñòü ìiæ ïîñëiäîâíiñòþ ìiòîê âåðøèí, ÿêi âiäâiäó¹ àãåíò, i òðà¹êòîði¹þ ïåðåìiùåíü öüîãî àãåíòà
íà ãðàôi. Ó âèïàäêó, êîëè çîâíiøíüîìó ñïîñòåðiãà÷ó íåâiäîìà êàðòà äîñëiäæóâàíîãî äåòåðìiíî-
âàíîãî ãðàôà, ïåðåìiùåííÿ àãåíòiâ ìîæóòü áóòè îðãàíiçîâàíi â òàêèé ñïîñiá, ùîá íà îñíîâi ¨õ
àíàëiçó ñïîñòåðiãà÷ îäåðæàâ øóêàíó iíôîðìàöiþ ùîäî ñòðóêòóðè ãðàôà (íàïðèêëàä, êàðòó ãðà-
ôà, íàéêîðîòøi øëÿõè ìiæ âåðøèíàìè, ïîðiâíÿííÿ äîñëiäæóâàíîãî ãðàôà ç ãðàôîì-åòàëîíîì).
Òàêèé àíàëiç ìîæå ñóòò¹âî ñïðîñòèòè ëiíãâiñòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ äåòåðìiíîâàíîãî ãðàôà � ñïiâ-
ñòàâëåííÿ ãðàôó îäíi¹¨ ÷è äåêiëüêîõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí ñëiâ ó àëôàâiòi ìiòîê âåðøèí ãðàôà,
çà ÿêèìè ìîæíà âiäíîâèòè ãðàô. Ó äàíié ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî ïðåäñòàâëåííÿ äåòåðìiíîâàíèõ
ãðàôiâ âèçíà÷àëüíîþ ïàðîþ ìíîæèí ñëiâ, ïåðøà êîìïîíåíòà ÿêî¨ îïèñó¹ öèêëè ãðàôà, à äðóãà
� éîãî âèñÿ÷i âåðøèíè. Öå ïðåäñòàâëåííÿ ¹ àíàëîãîì ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü äëÿ
ïîâíiñòþ âèçíà÷åíèõ àâòîìàòiâ. Íàâåäåíî àëãîðèòì, ÿêèé çà äîâiëüíîþ ïàðîþ ìíîæèí àáî áóäó¹
äåòåðìiíîâàíèé ãðàô, äëÿ ÿêîãî öÿ ïàðà ¹ âèçíà÷àëüíîþ, àáî ñïîâiùó¹, ùî öå çðîáèòè íåìîæëè-
âî. Òàêîæ íàâåäåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè êàíîíi÷íî¨ âèçíà÷àëüíî¨ ïàðè äëÿ äåòåðìiíîâàíîãî ãðàôà
òà çíàéäåíî ÷èñåëüíi îöiíêè öi¹¨ ïàðè äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ ãðàôiâ iç âiäîìîþ êiëüêiñòþ âåðøèí
òà ðåáåð. Îêðåñëåíî ïîäàëüøi íàïðÿìêè äîñëiäæåííÿ çà öi¹þ òåìàòèêîþ. Ðåçóëüòàòè äîçâîëÿòü
âèêîðèñòîâóâàòè íîâi ìåòîäè òà àëãîðèòìè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ àíàëèçó ãðàôiâ ç ðîçìi÷åíèìè
âåðøèíàìè.

MSC: 68R10.

Êëþ÷îâi ñëîâà: äåòåðìiíîâàíi ãðàôè, ïðåäñòàâëåííÿ, âèçíà÷àëüíà ïàðà.

1. Âñòóï.

Â íàø ÷àñ ãðàôè ¹ êîíöåïòóàëüíèì iíñòðóìåíòîì àíàëiòèêè, ðîçðîáêè òà òå-
ñòóâàííÿ ðiçíîìàíiòíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ. Ñåðåä óñiõ ãðàôiâ âèäiëÿþòü
ïiäêëàñ ðîçìi÷åíèõ ãðàôiâ, òîáòî ãðàôiâ, ó ÿêèõ âåðøèíè òà/àáî ðåáðà ìàþòü äå-
ÿêi ìiòêè ç ïîïåðåäíüî âèçíà÷åíîãî àëôàâiòó. Çà äîïîìîãîþ òàêèõ ãðàôiâ ïðèðîä-
íüî ìîäåëþþòüñÿ ðiçíîìàíiòíi ïðîöåñè â ñó÷àñíèõ iíôîðìàöiéíèõ ñèñòåìàõ. Ïðè
öüîìó ðîçìi÷åíi ãðàôè, ó ÿêèõ ìiòêè çíàõîäÿòüñÿ íà ðåáðàõ (LTS, çâàæåíi ãðàôè,
ñêií÷åííi àâòîìàòè òîùî) äîñëiäæåíi â çíà÷íî áiëüøié ìiði, íiæ ãðàôè ç ðîçìi÷å-

101



Î.Ñ. Ñåí÷åíêî, Ì.I. Ïðèòóëà, Î.À. Ñåðåäà

íèìè âåðøèíàìè. Àëå iñíó¹ áàãàòî îá÷èñëþâàëüíèõ ïðîöåñiâ ó ïðîãðàìóâàííi [1],
ðîáîòîòåõíiöi [2], âåðèôiêàöi¨ òà âàëiäàöi¨ ìîäåëåé [3], ÿêi çðó÷íî âiäîáðàæàòè ñàìå
ãðàôàìè ç ðîçìi÷åíèìè âåðøèíàìè.

Ó ðîáîòi [4] çàïðîïîíîâàíî ïðåäñòàâëåííÿ ñêií÷åííèõ, âñþäè âèçíà÷åíèõ àâòî-
ìàòiâ áåç âèõîäiâ ñèñòåìàìè âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü � ìíîæèíàìè ïàð ñëiâ
ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, ùî çàäàþòü åêâiâàëåíòíi òðà¹êòîði¨ â àâòîìàòi. Çà äîïîìî-
ãîþ òàêîãî ïðåäñòàâëåííÿ áóëî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó õàðàêòåðèçàöi¨ � âèçíà÷åííÿ,
÷è ¹ äàíà ìíîæèíà ïàð ñëiâ ñèñòåìîþ âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü äëÿ çàäàíîãî
àâòîìàòà áåç áåçïîñåðåäíüî¨ ïîáóäîâè ñàìîãî àâòîìàòà. Ïðèðîäíèì ÷èíîì ïîñòà¹
çàäà÷à ðîçïîâñþäæåííÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåííÿ íà iíøi îá'¹êòè äèñêðåòíî¨ ìàòåìà-
òèêè, çîêðåìà íà ãðàôè ç ðîçìi÷åíèìè âåðøèíàìè, ïðèíàéìíi íà äåÿêèé ïiäêëàñ
òàêèõ ãðàôiâ. Íà íàø ïîãëÿä, íàéáiëüø çðó÷íèìè äëÿ òàêîãî ðîçïîâñþäæåííÿ
¹ äåòåðìiíîâàíi ãðàôè � êëàñ ãðàôiâ ç ðîçìi÷åíèìè âåðøèíàìè, ó ÿêèõ â îêîëi
êîæíî¨ âåðøèíè âñi âåðøèíè ìàþòü ïîïàðíî ðiçíi ìiòêè. Âïåðøå òàêi ãðàôè áóëî
ôîðìàëiçîâàíî â ðîáîòi [5]. Äîöiëüíiñòü òàêîãî ðîçïîâñþäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ïðè-
ðîäíüîãî âçà¹ìîçâ'ÿçêó ìiæ äåòåðìiíîâàíèìè ãðàôàìè òà ìîâàìè â àëôàâiòi ìiòîê
âåðøèí (äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ ãðàôiâ òðà¹êòîðiÿ ðóõó îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹òüñÿ çà
ïîñëiäîâíiñòþ ìiòîê âåðøèí). Öåé âçà¹ìîçâ'ÿçîê äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè ìåòîäè òåî-
ði¨ àâòîìàòiâ äî àíàëiçó ðîçìi÷åíèõ ãðàôiâ.

Â äàíié ðîáîòi óçàãàëüíåíî âñi îäåðæàíi íàìè ðåçóëüòàòè çà öi¹þ òåìîþ òà
îêðåñëåíî íàïðÿìêè ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü, ïîâ'ÿçàíèõ ç ïðåäñòàâëåííÿì äåòåð-
ìiíîâàíèõ ãðàôiâ âèçíà÷àëüíîþ ïàðîþ ñëiâ.

2. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ.

Ó ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ íåîði¹íòîâàíi, ñêií÷åííi, íåïîðîæíi, çâ'ÿçíi, çâè÷àéíi
(òàêi, ùî íå ìiñòÿòü ïåòëi òà êðàòíi ðåáðà) ãðàôè ç ðîçìi÷åíèìè âåðøèíàìè G =
(V,E,X, ξ(V )), äå V � ìíîæèíà âåðøèí ãðàôà, E � ìíîæèíà éîãî ðåáåð, ξ(V ) :
V → X � âñþäè âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ ðîçìiòêè âåðøèí ãðàôà ñèìâîëàìè ñêií÷åííîãî
àëôàâiòó X = {x1, . . . , xp}. Äàëi òàêi ãðàôè áóäåìî ñêîðî÷åííî íàçèâàòè òåðìiíîì
¾ðîçìi÷åíèé ãðàô¿. Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçìiòêè äëÿ âåðøèíè v áóäåìî íàçèâàòè ¨¨
ìiòêîþ. Ìíîæèíó âñiõ ñëiâ ñêií÷åííî¨ äîâæèíè â àëôàâiòiX (ó òîìó ÷èñëi ïîðîæí¹
ñëîâî ε) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç X∗. Íåõàé p = x′1 . . . x

′
k (x′i ∈ X), òîäi äîâæèíó

ñëîâà p áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç d(p). ×åðåç E(v) ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó âåðøèí,
ùî ¹ ñóìiæíèìè âåðøèíi v: v′ ∈ E(v) ↔ (v, v′) ∈ E.

Ó çàëåæíîñòi âiä äîäàòêîâèõ óìîâ, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà ôóíêöiþ ðîçìiòêè
âåðøèí, ç ìíîæèíè âñiõ ðîçìi÷åíèõ ãðàôiâ âèäiëÿþòü îêðåìi ïiäêëàñè. Ó öié ðî-
áîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ òàê çâàíi äåòåðìiíîâàíi ãðàôè, ó ÿêèõ äëÿ áóäü-ÿêèõ âåðøèí
v, v′, v′′ ∈ V ç (v, v′), (v, v′′) ∈ E òà ξ(v′) = ξ(v′′) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü v′ = v′′ [5].
Çìiñòîâíî êàæó÷è, íàâåäåíå îçíà÷à¹, ùî ó äåòåðìiíîâàíèõ ãðàôiâ áóäü-ÿêi äâi
âåðøèíè, ùî îäíî÷àñíî ñóìiæíi äåÿêié âåðøèíi, ìàþòü ðiçíi ìiòêè. Çàóâàæèìî,
ùî íà âiäìiíó âiä òàê çâàíèõ ñèëüíîäåòåðìiíîâàíèõ ãðàôiâ [5], ó äåòåðìiíîâàíèõ
ãðàôiâ ìîæóòü iñíóâàòè ñóìiæíi âåðøèíè ç îäíàêîâèìè ìiòêàìè.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêó âåðøèíó v0 ∈ V Ä-ãðàôà G = (V,E,X, ξ(V )), ÿêó äàëi áóäå-
ìî íàçèâàòè iíiöiàëüíîþ. Ó öié ðîáîòi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñàìå äåòåðìiíîâàíi
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ãðàôè ç iíiöiàëüíîþ âåðøèíîþ òà êîðîòêî ¨õ íàçèâàòè ¾Ä-ãðàôàìè¿, öþ âåðøèíó
çà íåîáõiäíîñòi ìè áóäåìî âèäiëÿòè ó ïîçíà÷åííi Ä-ãðàôà: G = (V,E,X, ξ(V ), v0).

Içîìîðôiçìîì Ä-ãðàôiâ G1 = (V1, E1, X, ξ1(V1), v
′) i G2 = (V2, E2, X, ξ2(V2), v

′′)
ç îäíàêîâîþ ìíîæèíîþ ìiòîê âåðøèí X íàçèâà¹ìî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïî-
âiäíiñòü φ : V1 ↔ V2 ìiæ ìíîæèíàìè ¨õ âåðøèí, ùî çáåðiãà¹ ¨õ iíiöiàëüíi âåð-
øèíè, âiäíîøåííÿ ñóìiæíîñòi âåðøèí òà ôóíêöiþ ðîçìiòêè âåðøèí: φ(v′) = v′′,
∀v′, v′′ ∈ V1 ((v′, v′′) ∈ E1 ↔ (φ(v′), φ(v′′)) ∈ E2) òà ∀v ∈ V1 ξ1(v) = ξ2(φ(v));
içîìîðôiçì ãðàôiâ G1 òà G2 áóäåìî ïîçíà÷àòè G1

∼= G2 àáî G1
∼=φ G2. Çàôiêñó¹ìî

âåðøèíó v′1 Ä-ãðàôà G = (V,E,X, ξ(V )). Îñêiëüêè øëÿõó p = v′1 . . . v
′
k îäíîçíà÷íî

âiäïîâiäà¹ ñëîâî â àëôàâiòi ìiòîê ξ(p) = ξ (v′1) ξ (v
′
2) . . . ξ (v

′
k) [5], òî íàäàëi øëÿõ p

ðîçãëÿäàòèìåìî ÿê ξ(p) òà ïîçíà÷àòèìî ðiâíiñòþ v′1p = v′k.

Øëÿõ p = x′1x
′
2 . . . x

′
k íàçâåìî ïðèïóñòèìèì äëÿ âåðøèíè v′1 ∈ V , ÿêùî ξ(v′1) =

x′1, òà iñíóþòü òàêi âåðøèíè v′2, . . . , v
′
k ∈ V , ùî ξ(v′2) = x′2, . . . , ξ(v

′
k) = x′k, i

(v′1, v
′
2), . . . , (v

′
k−1, v

′
k) ∈ E. Ñëîâî x′k . . . x

′
1 áóäåìî íàçèâàòè ðåâåðñîì ñëîâà p =

x′1 . . . x
′
k òà ïîçíà÷àòè éîãî ÷åðåç p−1, ñëîâà p òà p−1 íàçâåìî âçà¹ìíîçâîðîòíèìè.

Ñëîâî p, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü vp = v, íàçâåìî öèêëi÷íèì äëÿ âåðøèíè
v. Ñëîâî q = x′′1 . . . x

′′
m íàçâåìî ïî÷àòêîâèì âiäðiçêîì ñëîâà p = x′1 . . . x

′
k ó âèïàäêó,

ÿêùî m ≤ k òà âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi x′′1 = x′1, . . . , x
′′
m = x′m, öåé ôàêò ïîçíà÷àòè-

ìåìî ÷åðåç q ⊆ p.

Âñi âåðøèíè çàäàíîãî Ä-ãðàôà G = (V,E,X, ξ(V ), v0) ìîæíà ðîçáèòè íà äâà
êëàñè çà òàêîþ ïðîöåäóðîþ: âèäàëèìî çG óñi âèñÿ÷i âåðøèíè, âiäìiííi âiä iíiöiàëü-
íî¨, ðàçîì iç ðåáðàìè, ùî ¹ iíöèäåíòíèìè öèì âåðøèíàì. Öþ ïðîöåäóðó áóäåìî
ïîâòîðþâàòè äî òèõ ïið, ïîêè öå ìîæëèâî. Îäåðæàíèé ó òàêèé ñïîñiá ãðàô B(G)
íàçâåìî áàçîþ ãðàôà G, âåðøèíè, ùî âõîäÿòü äî B(G), íàçâåìî áàçîâèìè, à òi
âåðøèíè G, ùî íå âõîäÿòü äî B(G), � âiëüíèìè. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî áàçà ãðàôà
áóäó¹òüñÿ îäíîçíà÷íî çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ, áàçà B(G) ìîæå ñêëàäàòè-
ñÿ ç îäíi¹¨ iíiöiàëüíî¨ âåðøèíè (ó âèïàäêó, êîëè G ¹ äåðåâîì), à ó âèïàäêó, êîëè
B(G) ìiñòèòü õî÷à á îäíó âåðøèíó, ÿêà âiäìiííà âiä iíiöiàëüíî¨, òî âîíà ïîâèííà
ìiñòèòè õî÷à á îäèí ïðîñòèé öèêë. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîæíà áàçîâà âåðøèíà,
ÿêà ¹ âiäìiííîþ âiä iíiöiàëüíî¨ âåðøèíè v0, ñóìiæíà ùîíàéìåíøå äâîì áàçîâèì
âåðøèíàì. Âiëüíó âåðøèíó v íàçâåìî ïðÿìèì ïðåäêîì âiëüíî¨ âåðøèíè v′, ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêîãî øëÿõó p′, òàêîãî, ùî v0p

′ = v′, iñíó¹ òàêèé ïî÷àòêîâèé âiäðiçîê
p ⊆ p′, ùî v0p = v, öåé ôàêò ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç v ⪯ v′. Çâåðíåìî óâàãó, ùî äëÿ
áóäü-ÿêî¨ âiëüíî¨ âåðøèíè v âèêîíó¹òüñÿ v ⪯ v.

3. Ëiíãâiñòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ Ä-ãðàôiâ.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè ðîçìi÷åíèõ ãðàôiâ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü îäèí àáî
äåêiëüêà ìîáiëüíèõ àãåíòiâ ç îáìåæåíîþ ïàì'ÿòòþ, ÿêi ïîìiùàþòü íà äîñëiäæó-
âàíèé ãðàô [6]. Öi àãåíòè ìîæóòü ñïîâiùàòè ñïîñòåðiãà÷ó òà/àáî iíøèì àãåíòàì
ïåâíó iíôîðìàöiþ ùîäî ëîêàëüíèõ îêîëiâ âåðøèí, íà ÿêèõ âîíè íàðàçi çíàõîäÿòü-
ñÿ. Íà îñíîâi öi¹¨ iíôîðìàöi¨ òà/àáî iíñòðóêöié ñïîñòåðiãà÷à àãåíòè ìîæóòü ïåðå-
ìiùàòèñÿ ïî ðåáðàõ ãðàôà. Ïåðåìiùåííÿ àãåíòiâ âèçíà÷àþòü ïîñëiäîâíîñòi ìiòîê
âåðøèí, ÿêi âîíè âiäâiäàëè. Çâàæàþ÷è íà öå, Ä-ãðàôè ¹ äóæå çðó÷íèìè äëÿ òàêîãî
äîñëiäæåííÿ, îñêiëüêè, ÿêùî ñïîñòåðiãà÷ ìà¹ êàðòó ãðàôà (ìíîæèíè V , E, X òà
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ôóíêöiþ ξ(V )) òà çíà¹, íà ÿêó âåðøèíó äîñëiäæóâàíîãî Ä-ãðàôà áóâ ïîìiùåíèé
àãåíò íà ïî÷àòêó äîñëiäæåííÿ (òîáòî, iíiöiàëüíó âåðøèíó), òî çà öi¹þ ïîñëiäîâ-
íiñòþ ìiòîê ìîæå áóòè îäíîçíà÷íî âiäíîâëåíà òðà¹êòîðiÿ ïåðåìiùåííÿ àãåíòà ïî
ãðàôó. Ó âèïàäêó, êîëè ñïîñòåðiãà÷ó íå âiäîìà êàðòà äîñëiäæóâàíîãî ãðàôà, ïåðå-
ìiùåííÿ àãåíòiâ ìîæóòü áóòè îðãàíiçîâàíi â òàêèé ñïîñiá, ùîá íà îñíîâi ¨õ àíàëiçó
ñïîñòåðiãà÷ îäåðæàâ øóêàíó iíôîðìàöiþ ïðî ñòðóêòóðó ãðàôà (íàïðèêëàä, ñêëà-
äåííÿ êàðòè ãðàôà, ïîøóêó ó íüîìó íàéêîðîòøèõ øëÿõiâ, ïîðiâíÿííÿ äîñëiäæó-
âàíîãî ãðàôà ç ãðàôîì-åòàëîíîì).

Òàêèé àíàëiç ìîæå ñóòò¹âî ñïðîñòèòè ëiíãâiñòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ Ä-ãðàôà, ïiä
ÿêèì ìè ðîçóìi¹ìî ñïiâñòàâëåííþ ãðàôó îäíi¹¨ ÷è äåêiëüêà ñêií÷åííèõ ìíîæèí
ñëiâ ó àëôàâiòi ìiòîê âåðøèí ãðàôà, ùî îïèñóþòü ìîæëèâi (òà/àáî íåìîæëèâi)
òðà¹êòîði¨ ðóõó â ãðàôi. Äëÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåííÿ òðåáà âèçíà÷èòèñÿ ç êiëüêiñòþ
òàêèõ ìíîæèí ñëiâ (áàæàíî, ùîá òàêà êiëüêiñòü áóëà ÿêîìîãà ìåíøîþ) òà ðîëëþ,
ÿêó âiäiãðà¹ êîæíà ç öèõ ìíîæèí ñëiâ ó ãðàôi (ÿêi ñòðóêòóðíi åëåìåíòè ãðàôà
îïèñó¹ êîæíà ìíîæèíà). Ïðè öüîìó, öi ìíîæèíè òðåáà îáðàòè ó òàêèé ñïîñiá, ùîá
ìîæíà áóëî âèíàéòè óíiâåðñàëüíèé àëãîðèòì, ÿêèé êîæíîìó íàáîðó öèõ ìíîæèí
àáî îäíîçíà÷íî ñïiâñòàâëÿ¹ äåòåðìiíîâàíèé ãðàô, àáî ñïîâiùà¹, ùî öå çðîáèòè
íåìîæëèâî. Òàêîæ òðåáà âèíàéòè àëãîðèòì ïåðåõîäó âiä áóäü-ÿêîãî Ä-ãðàôà äî
ñêàçàíîãî âèùå íàáîðó ìíîæèí.

Äàëi ââàæà¹ìî, ùî âñi øëÿõè â ãðàôi ïî÷èíàþòüñÿ ç iíiöiàëüíî¨ âåðøèíè. Áóäå-
ìî ðîáèòè ïðåäñòàâëåííÿ Ä-ãðàôà G = (V,E,X, ξ(V ), v0), ó ÿêîãî ξ(v0) = (x′) ïà-
ðîþ {C,L}(x′) ñêií÷åííèõ ìíîæèí ñëiâ C,L ∈ X∗, äëÿ ÿêî¨ âñi ñëîâà ç C òà L ¹ ïðè-
ïóñòèìèìè äëÿ v0, ñëîâà ìíîæèíè C îïèñóþòü öèêëè ãðàôàG = (V,E,X, ξ(V ), v0),
à ñëîâà L îïèñóþòü éîãî âèñÿ÷i âåðøèíè. Äàëi â ðîáîòi ïiä òåðìiíîì ¾ïàðà¿
{C,L}(x′) ðîçóìi¹ìî ñàìå òàêi äâi ñêií÷åííi ìíîæèíè C òà L, ùî âñi ñëîâà ìíîæèíè
C ïî÷èíàþòüñÿ òà çàêií÷óþòüñÿ ñèìâîëîì x′, à âñi ñëîâà ìíîæèíè L ïî÷èíàþòüñÿ
ç öüîãî ñèìâîëà. Ïðè öüîìó ìíîæèíè C òà L áóäåìî íàçèâàòè êîìïîíåíòàìè ïàðè
{C,L}(x′).

Íåõàé G = (V,E,X, ξ(V ), v0) � äåÿêèé Ä-ãðàô. Çàôiêñó¹ìî íà X ëiíiéíèé ïî-
ðÿäîê <: x1 < x2 < · · · < xp. Âèçíà÷èìî íà X∗ ëiíiéíèé ïîðÿäîê ⪯:

1) äëÿ áóäü-ÿêîãî xi ∈ X, äå 1 ≤ i ≤ p, ïîêëàäåìî xi ⪯ xi;
2) äëÿ áóäü-ÿêèõ p, q ∈ X∗, ÿêùî d(p) < d(q), òî p ⪯ q;
3) äëÿ áóäü-ÿêèõ p, q ∈ X∗, ÿêùî p = x′1 . . . x

′
s, q = x′′1 . . . x

′′
s , x

′
1 = x′′1, . . . ,

x′k−1 = x′′k−1 òà x′k < x′′k, òî p ⪯ q.
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ïîðÿäîê ⪯ íà ìíîæèíi X∗ âèçíà÷à¹òüñÿ ëiíiéíèì ïîðÿä-

êîì < íà ìíîæèíi X.
Íåõàé G = (V,E,X, ξ(V ), v0) � äîâiëüíèé ãðàô ç ðîçìi÷åíèìè âåðøèíàìè. Ðå-

äóêöi¹þ G íàçâåìî ïðîöåäóðó, ÿêà ïåðåòâîðþ¹ G ó Ä-ãðàô [G] çà òàêèì àëãîðèò-
ìîì (ÀÐ):

0) Ïîêëàäåìî V ′ = V,E′ = E, ξ′(V ′) = ξ(V ), ïîçíà÷èìîG′ = (V ′, E′, X, ξ′(V ′), v0).
1) Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ V ′ çíàõîäèìî íàéìåíøå çà ⪯ ñëîâî w, ùî âiäïîâiäà¹

øëÿõó âiä v0 äî v. Ïîâ'ÿçó¹ìî v ç w.
2) Âïîðÿäêîâó¹ìî âåðøèíè ãðàôàG′ çà ïîâ'ÿçàíèìè ç íèì ñëîâàìè çà ïîðÿäêîì
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⪯. Ïîòî÷íîþ âåðøèíîþ vc ïðèçíà÷èìî ïåðøó çà âêàçàíèì ïîðÿäêîì âåðøèíó, à
ïîòî÷íîþ ìiòêîþ ïðèçíà÷èìî x = x1.

3) ßêùî iñíóþòü òàêi ðiçíi âåðøèíè v′1, . . . , v
′
q, äëÿ ÿêèõ îäíî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ

óìîâè v′1, . . . , v
′
q ∈ E′(vc) òà ξ′(v′1) = . . . = ξ′(v′q) = x, òî ïîçíà÷èìî U = {v′1, . . . , v′q}

òà âèêîíó¹ìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü äié:

3.1. äî ìíîæèíè V ′ äîäà¹ìî íîâó âåðøèíó v′ òà ïîêëàäåìî ξ′(v′) = x;

3.2. ç ìíîæèíè E′ âèëó÷à¹ìî ðåáðà (vi, vj), äå vi, vj ∈ U ;

3.3 äëÿ êîæíîãî ðåáðà (vi, vj), äå vi ∈ U , äî ìíîæèíè E′ äîäà¹ìî ðåáðî (v′, vj);

3.4. ç ìíîæèíè E′ âèëó÷à¹ìî ðåáðà (vi, vj), äå vi ∈ U , ç ìíîæèíè V ′ âèëó÷à¹ìî
âåðøèíè v, äå v ∈ U ;

3.5 ÿêùî v0 ∈ U , òî âåðøèíó v′ ïåðåéìåíîâó¹ìî íà v0 òà ââàæà¹ìî äàëi öþ
âåðøèíó iíiöiàëüíîþ;

3.6. âèëó÷à¹ìî ïîâòîðè ðåáåð, çàëèøàþ÷è ïî îäíîìó åêçåìïëÿðó;

3.7. ïåðåõîäèìî íà êðîê 1.

4) ßêùî iñíó¹ x′ ∈ X, ÿêèé ¹ íàñòóïíèì çà x çà ïîðÿäêîì < (òîáòî, x ̸= xp),
òî ïîêëàäåìî x = x′ òà ïåðåõîäèìî äî êðîêó 3.

5) ßêùî iñíó¹ âåðøèíà v, ùî ¹ íàñòóïíîþ äëÿ vc, òî ïîêëàäåìî vc = v, x = x1
òà ïåðåõîäèìî íà êðîê 3, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó àëãîðèòì ÀÐ çàâåðøó¹ ñâîþ
ðîáîòó òà [G] = G′.

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî âèêîíàííÿ àëãîðèòìó ÀÐ çàêií÷ó¹òüñÿ çà ñêií÷åííó êiëü-
êiñòü êðîêiâ, éîãî ðåçóëüòàò âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî òà öåé ðåçóëüòàò ¹ Ä-ãðàôîì.

Çàóâàæåííÿ. Ïðè âèêîíàííi öüîãî àëãîðèòìó iñíó¹ ïåâíà íåîäíîçíà÷íiñòü ç
iìåíàìè íîâèõ âåðøèí (îêðiì âèïàäêó, çà ÿêèì íîâîñòâîðåíó âåðøèíó v′ áóëî
ïåðåéìåíîâàíî íà v0 íà êðîöi 3.5), ïðîòå, äëÿ íàñ ¹ íåñóòò¹âèìè iìåíà óñiõ iíøèõ
âåðøèí (îêðiì iíiöiàëüíî¨) ó ãðàôi. Çà öi¹¨ îáñòàâèíè, ÿêùî áóëî âèêîíàíî êðîê
3 àëãîðèòìó ÀÐ, ìè íå ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî ðiâíiñòü ãðàôà [G] ÿêîìóñü iíøîìó
ãðàôó, à ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî içîìîðôíiñòü [G]. Òàêîæ íåâàæêî áà÷èòè, ùî [G] =
G òîäi òà ëèøå òîäi, êîëè G ¹ Ä-ãðàôîì.

Äàëi ïiä òåðìiíîì ¾ïàðà¿ {C,L}(x′) ðîçóìi¹ìî äâi ìíîæèíè C òà L, åëåìåíòè
ÿêèõ � ñëîâà â àëôàâiòi X � çàäîâîëüíÿþòü òàêèì óìîâàì:

à) êîæíå ñëîâî ìíîæèíè C ðîçïî÷èíà¹òüñÿ òà çàêií÷ó¹òüñÿ ñèìâîëîì x′;

á) äîâæèíà êîæíîãî ñëîâà ìíîæèíè C áiëüøà 2;

â) êîæíå ñëîâî ìíîæèíè L ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ñèìâîëîì x′.

Âèçíà÷èìî àëãîðèòì (ÀÏ), ÿêèé çà çàäàíîþ ïàðîþ {C,L}(x′) àáî áóäó¹ Ä-ãðàô
G({C,L}(x′)), àáî ïîêàçó¹, ùî çà öi¹þ ïàðîþ Ä-ãðàô ïîáóäóâàòè íåìîæëèâî.

0) Ïîêëàäåìî, ùî ñïî÷àòêó ãðàô G({C,L}(x′)) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ âåðøèíè
v0 ç ìiòêîþ ξ(v0) = x′.

1) Ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó ñëîâó pi = x′xi1 . . . x
i
nx

′ ∈ C äîäà¹ìî äî ãðàôà âåð-
øèíè vi1, . . . , v

i
n ç ìiòêàìè âiäïîâiäíî x

i
1, . . . , x

i
n òà ðåáðà (v0, v

i
1), (v

i
1, v

i
2), . . . , (v

i
n−1, v

i
n),

(vin, v0). Ïiñëÿ êîæíîãî òàêîãî äîäàâàííÿ ðîáèìî ðåäóêöiþ îäåðæàíîãî ãðàôà.

2) Ó ãðàôi, ÿêèé ìè îäåðæàëè ïiñëÿ âèêîíàííÿ êðîêó 1, ìîæóòü iñíóâàòè âè-
ñÿ÷i âåðøèíè. Êîæíó òàêó âåðøèíó v, ùî ¹ âiäìiííîþ âiä iíiöiàëüíî¨ âåðøèíè v0,
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ïîìiùà¹ìî äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó ó ìíîæèíó Q, ÿêà íà ïî÷àòêó áóëà ïîðîæíÿ.

3) Äëÿ êîæíîãî ñëîâà pj = x′xj1 . . . x
j
n ∈ L âèêîíó¹ìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü äié: äî-

äà¹ìî âåðøèíè vj1, . . . , v
j
n ç ìiòêàìè âiäïîâiäíî x

j
1, . . . , x

j
n, ðåáðà (v0, v

j
1), . . . , (v

j
n−1, v

j
n)

òà ðîáèìî ðåäóêöiþ îäåðæàíîãî ãðàôà. ßêùî â ðåçóëüòàòi ðåäóêöi¨ âåðøèíà v0pj
íå ¹ âèñÿ÷åþ, òî ââàæà¹ìî, ùî ãðàô G({C,L}(x′)) íå iñíó¹, i ïðîöåäóðà çàâåð-
øó¹òüñÿ. ßêùî æ â ðåçóëüòàòi ðåäóêöi¨ ç'ÿâèëàñü âèñÿ÷à âåðøèíà v, âiäìiííà âiä
âåðøèíè v0pj , òî öþ âåðøèíó ïîìiùà¹ìî äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó ó ìíîæèíó Q.
Ïiñëÿ öüîãî ïåðåõîäèìî äî íàñòóïíîãî ñëîâà êîìïîíåíòè L.

4) Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ Q ðîçãëÿäà¹ìî âñi ñëîâà êîìïîíåíòè L: ÿêùî íå
iñíó¹ òàêîãî p ∈ L, ùî âåðøèíà v ¹ ïðÿìèì ïðåäêîì âåðøèíè v0p, òî ââàæà¹ìî,
ùî ãðàô G({C,L}(x′)) íå iñíó¹.

5) Ðîçãëÿäà¹ìî âñi ñëîâà ìíîæèíè L: ÿêùî iñíó¹ òàêå p ∈ L, ùî âåðøèíà v0p
íå ¹ âèñÿ÷îþ, òî ââàæà¹ìî, ùî ãðàô G({C,L}(x′)) íå iñíó¹.

ßêùî â ðåçóëüòàòi âèêîíàííÿ öi¹¨ ïðîöåäóðè çà ïàðîþ {C,L}(x′) ìîæëèâî ïî-
áóäóâàòè ãðàô G({C,L}(x′)), òî òàêó ïàðó íàçâåìî ïðàâèëüíîþ. Ïðàâèëüíó ïàðó
{C,L}(x′) íàçâåìî âèçíà÷àëüíîþ äëÿ Ä-ãðàôà G, ÿêùî G({C,L}(x′)) ∼= G. Çàóâà-
æåìî, ùî òàêå çàâäàííÿ Ä-ãðàôà âèçíà÷àëüíîþ ïàðîþ â äåÿêié ìiði (åòàïàìè 1 òà
3) ¹ àíàëîãi÷íèì ïðåäñòàâëåííþ àâòîìàòiâ ñèñòåìîþ âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü,
çàïðîïîíîâàíîìó ó [4].

Äîöiëüíiñòü ââåäåííÿ äðóãîãî, ÷åòâåðòîãî òà ï'ÿòîãî êðîêiâ äî àëãîðèòìó ÀÏ
îáóìîâëåíî íàìàãàííÿì ÷iòêî ðîçäiëèòè ôóíêöi¨ êîìïîíåíòiâ ïàðè: ïåðåäáà÷à¹òü-
ñÿ, ùî ñëîâà êîìïîíåíòè C îïèñóþòü áàçîâi âåðøèíè ãðàôà, à ñëîâà êîìïîíåíòè
L � éîãî âiëüíi âåðøèíè, ïðè÷îìó êîæíå ñëîâî p ∈ L îïèñó¹ âèñÿ÷ó âåðøèíó v0p,
à äëÿ êîæíî¨ âiëüíî¨ âèñÿ÷î¨ âåðøèíè v ïîòðiáíå iñíóâàòè õî÷à á îäíå òàêå ñëî-
âî p ∈ L, ùî v0p = v (çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè âåðøèíà v0 ¹ âèñÿ÷åþ,
òî ¨¨ íå ïîòðiáíî îïèñóâàòè ó êîìïîíåíòi L). Ó âèïàäêó, êîëè ñëîâà ìíîæèíè C
çàäàþòü äåÿêi âiëüíi âåðøèíè ãðàôà (òîáòî ïiñëÿ âèêîíàííÿ êðîêó 2 ìíîæèíà Q
íå ¹ ïîðîæíüîþ), öi âiëüíi âåðøèíè îáîâ'ÿçêîâî ïîâèííi áóòè îïèñàíèìè ñëîâàìè
êîìïîíåíòè L (äèâ. êðîê 4), à ÿêùî òàêîãî îïèñó íåìà, òî ââàæà¹ìî, ùî çà ïàðîþ
{C,L}(x′) ãðàô G({C,L}(x′)) ïîáóäóâàòè íåìîæëèâî.

Ðîçãëÿíåìî äiþ îêðåìèõ åòàïiâ íàâåäåíî¨ âèùå ïðîöåäóðè íà òàêîìó ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé C = {153521, 152431}, L = {1342531, 123241, 13412, 1523}(1).
Íà ðèñ. 1 à çîáðàæåíî ãðàô, ÿêèé îäåðæó¹ìî ïiñëÿ âèêîíàííÿ åòàïiâ 1 òà 2. Âåð-
øèíà v′, ùî âèäiëåíà, ¹ âèñÿ÷åþ òà âiäìiííîþ âiä iíiöiàëüíî¨ âåðøèíè v0, òîìó öþ
âåðøèíó ïîìiùà¹ìî äî ìíîæèíè Q.

Íà ðèñ. 1 á çîáðàæåíî ãðàô, ÿêèé îäåðæó¹ìî ïiñëÿ âèêîíàííÿ åòàïó 3. Ïiñ-
ëÿ ðîçãëÿäó ñëîâà 123241 âåðøèíà v′′, ùî âèäiëåíà, ¹ âèñÿ÷åþ òà âiäìiííîþ âiä
âåðøèíè v0, òîìó öþ âåðøèíó ïîìiùà¹ìî äî ìíîæèíè Q.

Äàëi ðîáèìî àíàëiç âåðøèí v′ òà v′′, ùî âõîäÿòü äî ìíîæèíè Q. Îñêiëüêè
âåðøèíà v′ ¹ ïðÿìèì ïðåäêîì âåðøèíè u′, 1342531 ∈ L òà v01342531 = u′, à òàêîæ
âåðøèíà v′′ ¹ ïðÿìèì ïðåäêîì ñàìî¨ ñåáå, 1523 ∈ L òà v01523 = v′′ (ðèñ. 1 â), òî
ïåðåõîäèìî äî âèêîíàííÿ åòàïó 5.
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Îñêiëüêè âåðøèíà v (ðèñ. 1 ã) íå ¹ âèñÿ÷îþ, v0123241 = v òà 123241 ∈ L, òî çà
óìîâîþ åòàïó 5 ãðàô G({C,L}(1)) íå iñíó¹.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïàðè {C,L′}(1), äå L′ = (L \ {123241})
⋃
{1232412} ãðàô

G({C,L′}(1)) iñíó¹, âií çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1 ã.

Ðèñ. 1. Iëþñòðàöiÿ ïðîöåäóðè ïîáóäîâè Ä-ãðàôà çà çàäàíîþ ïàðîþ

4. Êàíîíi÷íà âèçíà÷àëüíà ïàðà.

Íåõàé G = (V,E,X, ξ(V ), v0) � äåÿêèé Ä-ãðàô, òà V = {v0, . . . , vn−1}. Âèçíà÷è-
ìî äîïîìiæíó ìíîæèíó ñëiâ â àëôàâiòi X. Áàçèñîì äîñÿæíîñòi VG íàçâåìî òàêó
ìíîæèíó ñëiâ {w1, w2, . . . , wn}, äå äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè vi iñíó¹ òàêå ñëîâî wi ∈ VG,
ùî âèêîíó¹òüñÿ v0wi = vi, òà äëÿ áóäü-ÿêîãî w ̸= wi ç v0w = vi, âèïëèâà¹ wi ⪯ w.
Êiñòÿêîâå äåðåâî ãðàôà G, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ áàçèñîì VG, ïîçíà÷èìî T (VG) àáî
T (G, v0). Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ V ÷åðåç spv ïîçíà÷èìî òàêå ñëîâî ç VG, ùî
v0spv = v.

Îïèøåìî àëãîðèòì (ÀÊ) ïîáóäîâè äëÿ Ä-ãðàôàG âèçíà÷àëüíî¨ ïàðè {ΣG,ΛG},
ÿêó, çàâäÿêè äåÿêèì ¨¨ âëàñòèâîñòÿì, ìè íàçâàëè êàíîíi÷íîþ.

Ñïî÷àòêó ïîêëàäåìî ΣG = ∅ i ΛG = ∅. ßêùî ãðàô G ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨
âåðøèíè v0, òî ïîêëàäåìî ΣG = ∅, ΛG = ∅ i VG = {ξ (v0)}.

Íåõàé ãðàô G ìiñòèòü áiëüøå íiæ îäíó âåðøèíó. Ñïî÷àòêó äî ìíîæèíè ΛG

äîäà¹ìî óñi ñëîâà w ∈ VG òàêi, ùî âåðøèíà v0w ¹ âèñÿ÷îþ âåðøèíîþ ãðàôà G.
Ïiñëÿ öüîãî äëÿ êîæíî¨ äâiéêè ñëiâ p, q ∈ VG \ ΛG, ÿêùî æîäíå ç íèõ íå ¹ ïî÷àò-
êîâèì âiäðiçêîì iíøîãî i v0pq

−1 = v0, òî äîäà¹ìî äî ìíîæèíè ΣG îäíå ç äâîõ ñëiâ
pq−1 àáî qp−1, ÿêå ¹ ìåíøèì çà ïîðÿäêîì ⪯ (äàëi âåðøèíè v0p òà v0q

−1 íàçèâàòè-
ìåìî òâiðíèìè äëÿ òîãî ñëîâà pq−1 àáî qp−1, ùî áóëî äîäàíå äî ΣG). Ïiñëÿ öüîãî
ïðèáèðà¹ìî óñi ïîâòîðè ñëiâ ó ΣG, çàëèøàþ÷è ïî îäíîìó åêçåìïëÿðó.

Îïèøåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi êàíîíi÷íî¨ âèçíà÷àëüíî¨ ïàðè, ùî áåçïîñåðåäíüî
âèïëèâàþòü ç àëãîðèòìó ÀÏ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé {ΣG,ΛG} � êàíîíi÷íà âèçíà÷àëüíà ïàðà Ä-ãðàôà

G = (V,E,X, ξ(V ), v0).

1) ßêùî õî÷à á îäíà êîìïîíåíòà {ΣG,ΛG} íå ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, òî
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äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ V iñíóþòü òàêi z1, z2, z3 ∈ X∗, ùî âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á

îäíå ç òâåðäæåíü: à) spvz1 ∈ ΛG; á) spvz2 ∈ ΣG; â) z3(spv)
−1 ∈ ΣG.

2) Íåõàé (v1, v2) � äåÿêå ðåáðî ãðàôà G, ξ(v1) = x′1 òà ξ(v2) = x′2. Òîäi iñíóþòü

òàêi z1, z2 ∈ X∗, ùî âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíå ç òâåðäæåíü: à) spv1x
′
2z1 ∈ ΣG

⋃
ΛG;

á) spv2x
′
1z2 ∈ ΣG

⋃
ΛG.

3) ßêùî ΣG ̸= ∅, òî äëÿ êîæíîãî σ ∈ ΣG iñíóþòü òàêi p, q ∈ X∗, ùî pq = σ,
òà p ∈ VG i q−1 ∈ VG.

4) Íåõàé (v1, v2) � äåÿêå ðåáðî ãðàôà G, ÿêå íå íàëåæèòü êiñòÿêîâîìó äåðåâó

T (G, v0). Òîäi iñíó¹ ¹äèíå ñëîâî σ ∈ ΣG, ùî ðåáðî (v1, v2) âõîäèòü äî øëÿõó v0σ.

5) ßêùî ΣG ̸= ∅, òî äëÿ êîæíîãî σ ∈ ΣG âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d(σ) ≥ 4.

6) ßêùî ΣG ̸= ∅, òî äëÿ êîæíîãî σ ∈ ΣG çíàéäóòüñÿ òàêi p = p′x1, q ∈
X∗(x1 ∈ X), x2, x3 ∈ X, x2 ̸= x3, ùî σ = px2qx3p

−1 òà v0p = v0px2qx3x1.

7) ßêùî v1, v2 � òâiðíi âåðøèíè äåÿêîãî ñëîâà σ ∈ ΣG, òî (v1, v2) /∈ T (G, v0)
òà | d(spv1)− d(spv2) |≤ 1.

Çìiñòîâíî êàæó÷è, ïåðøå òà äðóãå òâåðäæåííÿ ñòâåðäæóþòü, ùî ïàðà {ΣG,ΛG}
ìiñòèòü ïåâíó iíôîðìàöiþ ïðî êîæíó âåðøèíó òà ðåáðî ãðàôàG, òðåò¹ òâåðäæåííÿ
âñòàíîâëþ¹ ñâî¹ðiäíó ìiíiìàëüíiñòü ïî÷àòêîâèõ òà êiíöåâèõ âiäðiçêiâ ñëîâà σ ∈
ΣG, ÷åòâåðòå òâåðäæåííÿ âêàçó¹, ùî êîæíå ðåáðî, ÿêå íå íàëåæèòü êiñòÿêîâîìó
äåðåâó T (VG), îïèñó¹òüñÿ îêðåìèì ñëîâîì ç ΣG, ï'ÿòå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî
σ ìiñòèòü ïðîñòèé öèêë; ÿêèé, ÿê âñòàíîâëþ¹ øîñòå òâåðäæåííÿ, íå ìîæå áóòè
ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi pxp−1 äëÿ áóäü-ÿêèõ p ∈ X∗, x ∈ X.

Ç àëãîðèòìiâ ÀÏ òà ÀÊ ìîæíà áà÷èòè, ùî ïàðà {ΣG,ΛG} ¹ ïðàâèëüíîþ (äëÿ
êîæíîãî ñëîâà λ ∈ ΛG âåðøèíà v0λ ¹ âèñÿ÷îþ, à ìíîæèíà Q ¹ ïîðîæíüîþ). Òàêîæ
ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2. G({ΣG,ΛG}) ∼= G.

Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè áóëà äîñëiäæåíà ïîêðîêîâà ïîáóäîâà ãðàôà
G({ΣG,ΛG}) çà ñëîâàìè ìíîæèí ΣG òà ΛG. Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî ΣG = {σ1, . . . , σk}
òà ΛG = {λ1, . . . , λq}. Ââåäåìî ñiìåéñòâî ìíîæèí Mi (0 ≤ i ≤ k + q) ó òàêèé ñïî-
ñiá: M0 = ∅, M1 = {σ1}, M2 = {σ1, σ2}, . . ., Mk = {σ1, . . . , σk} = ΣG, Mk+1 =
{σ1, . . . , σk, λ1}, . . ., Mk+q = {σ1, . . . , σk, λ1, . . . , λq} = ΣG

⋃
ΛG. Çà ñëîâàìè öüîãî

ñiìåéñòâà ìíîæèí ââîäÿòüñÿ äâà ñiìåéñòâà ãðàôiâ: Gi òà Hi. Ãðàôè ñiìåéñòâà Gi ¹
ïiäãðàôàìè ãðàôà G, ùî âèçíà÷àþòüñÿ âåðøèíàìè òà ðåáðàìè ñëiâ ç âiäïîâiäíî¨
ìíîæèíè Mi, à ãðàôè ñiìåéñòâà Hi ïîáóäîâàíi çà ñëîâàìè ç âiäïîâiäíî¨ ìíîæèíè
Mi çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó ÀÏ. Çà öèì àëãîðèòìîì Hk+q = G({ΣG,ΛG}), à ç
ïðøîãî òà äðóãîãî òâåðäæåíü òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ ðiâíiñòü Gk+q = G. Iíäóêöi¹þ
çà i (0 ≤ i ≤ k+ q) ïîêàçàíî, ùî Hi

∼= Gi. Äîâåäåííÿ ¹ äîñèòü âåëèêèì çà îáñÿãîì,
òîìó â öié ðîáîòi ìè éîãî íå íàâîäèìî.

5. Ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi êîìïîíåíò êàíîíi÷íî¨ âèçíà÷àëüíî¨ ïàðè.

Íàâåäåìî âñi çíàéäåíi íàìè ÷èñåëüíi îöiíêè êîìïîíåíò êàíîíi÷íî¨ âèçíà÷àëüíî¨
ïàðè. Íåõàé äàëi Ä-ãðàô G = (V,E,X, ξ(V ), v0) ìiñòèòü n âåðøèí òà m ðåáåð

(n− 1 ≤ m ≤ n·(n−1)
2 ). Äàëi ïîçíà÷åííÿ ⌈x⌉ îçíà÷à¹ íàéìåíüøå íàòóðàëüíå ÷èñëî,

ùî íå ìåíüøå çà x. Ó [7] áóëî çíàéäåíî òà äîâåäåíî òî÷íå çíà÷åííÿ ïîòóæíîñòi
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ïåðøî¨ êîìïîíåíòè òà äîñÿæíi îöiíêè ïîòóæíîñòi äðóãî¨ êîìïîíåíòè êàíîíi÷íî¨
âèçíà÷àëüíî¨ ïàðè.

Òåîðåìà 3.

1) |ΣG| = m− n+ 1.

2) ßêùî m = n − 1 (òîáòî G ¹ äåðåâîì), òî 1 ≤ |ΛG| ≤ n − 1. ßêùî æ

m > n − 1, òî 0 ≤ |ΛG| ≤ n − ⌈32 +
√

9
4 − 2 · n+ 2 ·m⌉, ïðè÷îìó âñi îöiíêè ¹

äîñÿæíèìè.

Òàêîæ áóëî çíàéäåíî äîñÿæíi îöiíêè ∥ΣG∥ çíà÷åííÿ ñóìàðíî¨ äîâæèíè óñiõ
ñëiâ (îá'¹ì) ïåðøî¨ êîìïîíåíòè âèçíà÷àëüíî¨ ïàðè Ä-ãðàôà G. ßêùî G ¹ äåðåâîì,
òî ΣG = ∅, òîìó ó öüîìó âèïàäêó ∥ΣG∥ = 0. Äëÿ âèïàäêó, êîëè G íå ¹ äåðåâîì,
ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4. ßêùî m > n− 1, òî

4(m− n+1) ≤ ∥ΣG∥ ≤ 4(m− n+1)
(
n− ⌈32 +

√
9
4 − 2 · n+ 2 ·m⌉+ 2

)
, ïðè÷îìó öi

îöiíêè ¹ äîñÿæíèìè.

Äîâåäåííÿ. Íèæíÿ îöiíêà áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ïåðøîãî òâåðäæåííÿ òåî-
ðåìè 3 òà ï'ÿòîãî òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1. Öÿ îöiíêà ¹ äîñÿæíîþ äëÿ ãðàôà, âñi
âåðøèíè ÿêîãî ñóìiæíi iíiöiàëüíié âåðøèíi. Ó òàêîãî ãðàôà ΣG ñêëàäà¹òüñÿ ç
m− n+ 1 ñëiâ äîâæèíè 4.

Äîâåäåìî âåðõíþ îöiíêó. Çà ïåðøèì òâåðäæåííÿì òåîðåìè 3, |ΣG| = m−n+1,
ïîêëàäåìî p = m− n+ 1. Çà òðåòiì òâåðäæåííÿì òåîðåìè 1, êîæíå ñëîâî σ ∈ ΣG

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèì ïàðîþ òâiðíèõ âåðøèí u,w, òîìó d(σ) = d(spu)+d(spw).
Íåõàé V ′ � ìíîæèíà âåðøèí ãðàôà G, ùî ¹ òâiðíèìè äëÿ õî÷à á îäíîãî ñëîâà ç ΣG.
Òàêèì ÷èíîì, çíàõîäæåííÿ âåðõíüî¨ îöiíêè ∥ΣG∥ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó çíàõîäæåííÿ
ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèõ çà äîâæèíîþ çíà÷åíü øëÿõiâ spv(v ∈ V ′). Çâàæàþ÷è íà
ñüîìå òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1 òà òîé ôàêò, ùî çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi âåðøèí ó V ′ ïðè
ôiêñîâàíié êiëüêîñòi âåðøèí ó G, ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ ìàêñèìàëüíî ìîæëè-
âî¨ äîâæèíè ¨õ spv(v ∈ V ′), íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ∥ΣG∥ ìîæëèâî ó ãðàôi, ó ÿêîìó
ïîòóæíiñòü V ′ ¹ ìiíiìàëüíî ìîæëèâîþ äëÿ óòâîðåííÿ p ñëiâ ó ΣG, âñi âåðøèíè ç V

′

ñóìiæíi äåÿêié ôiêñîâàíié âåðøèíi v′, òà iíøèì âåðøèíàì ç V ′ òà íå ñóìiæíi æîä-
íié âåðøèíi ç V \(V ′⋃{v′}). Ó òàêîìó ãðàôi âñi ïðîñòi öèêëè ¹ òðèêóòíèêàìè, îäíà
âåðøèíà ÿêîãî ¹ v′, à äâi iíøi âåðøèíè íàëåæàòü ìíîæèíi V ′, d(spv) = d(spv′) + 1
(v ∈ V ′) òà ∥ΣG∥ = 2p(d(spv′+1)); íàéáiëüø ìîæëèâå çíà÷åííÿ ∥ΣG∥ áóäå ó ãðàôà,
ó ÿêîãî çíà÷åííÿ y = d(spv′) áóäå ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèì.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîãî çíà÷åííÿ y îïèøåìî ñòðóêòóðó ãðà-
ôà G′ ç n âåðøèíàìè òà m ðåáðàìè, äëÿ ÿêîãî êiëüêiñòü âèñÿ÷èõ âåðøèí, ùî
íå íàëåæàòü áàçi B(G′), áóäå ìàêñèìàëüíîþ. Íåõàé ó ãðàôi G′ t âåðøèí íàëå-
æàòü éîãî áàçi. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü âiëüíèõ âèñÿ÷èõ âåð-
øèí ó G′ äîðiâíþ¹ n − t, öå ìîæëèâî ó âèïàäêó, ïðè ÿêîìó âñi âiëüíi âåðøè-
íè ãðàôà ¹ âèñÿ÷èìè (ÿê ïðèêëàä, âñi âiëüíi âåðøèíè òàêîãî ãðàôà ¹ ñóìiæíè-
ìè iíiöiàëüíié âåðøèíi), ìiíiìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ t äàëi áóäåìî ïîçíà÷à-
òè ÷åðåç δ(m,n). Äëÿ çíàõîäæåííÿ δ(m,n) âèêîðèñòà¹ìî òîé î÷åâèäíèé ôàêò,
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ùî íàéáiëüøà êiëüêiñòü ïðîñòèõ öèêëiâ òà íàéáiëüøà ïîòóæíiñòü ïåðøî¨ êîì-
ïîíåíòè êàíîíi÷íî¨ âèçíà÷àëüíî¨ ïàðè äëÿ ãðàôà G ç n âåðøèíàìè ¹ ó ïîâíî-
ãî ãðàôà Kn. Òîìó δ(m,n) äîðiâíþ¹ òàêîìó ìiíiìàëüíîìó çíà÷åííþ z, ùî ÷èñ-
ëî p íå ïåðåâàæà¹ ïîòóæíiñòü |ΣKz |. Îñêiëüêè ó Kz êiëüêiñòü ðåáåð äîðiâíþ¹
z·(z−1)

2 , òî |ΣKz | = z·(z−1)
2 − z + 1 = ( z2 − 1) · (z − 1). Iíøèìè ñëîâàìè, çíà÷åí-

íÿì δ(m,n) áóäå òàêå ìiíiìàëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî z, ùî çàäîâiëüíÿ¹ íåðiâíîñòi
m−n+1 ≤ ( z2−1)·(z−1). Ç óðàõóâàííÿì íàòóðàëüíîñòim, n òà z øóêàíå çíà÷åííÿ

δ(m,n) = ⌈32+
√

9
4 − 2 · n+ 2 ·m⌉. Îñêiëüêè δ(m,n) = |V ′|+1, òà iñíóþòü n−δ(m,n)

âåðøèí, ùî íå íàëåæàòü ìíîæèíi V ′⋃{v′}, òî ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ y

áóäå n− δ(m,n) + 1, òîìó ∥ΣG∥ ≤ 4(m− n+ 1)
(
n− ⌈32 +

√
9
4 − 2 · n+ 2 ·m⌉+ 2

)
.

□

Çàóâàæåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíi ôîðìóëè äëÿ âåðõíüî¨ òà íèæíüî¨ îöiíîê
öi¹¨ òåîðåìè ñïðàâåäëèâi òàêîæ äëÿ âèïàäêó m = n− 1, çà ÿêèì âîíè äîðiâíþþòü
0, ùî çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì îá'¹ìó ïåðøî¨ êîìïîíåíòè êàíîíi÷íî¨ âèçíà÷àëüíî¨
ïàðè äëÿ äåðåâà, ÿêå áóëî çíàéäåíî âèùå.

Çíàéäåíî îöiíêè ∥ΛG∥ äëÿ âèïàäêó, êîëè ãðàô G ¹ äåðåâîì.

Òåîðåìà 5. Íåõàé Ä-ãðàô G = (V,E,X, ξ(V ), v0) ¹ äåðåâîì òà ìiñòèòü n

âåðøèí. Òîäi n ≤ ∥ΛG∥ ≤ ⌈n2+2n
4 ⌉, ïðè÷îìó öi îöiíêè ¹ äîñÿæíèìè.

Äîâåäåííÿ. ÎñêiëüêèG ¹ äåðåâîì, òî ΣG = ∅. Òîäi, ç óðàõóâàííÿì äðóãîãî òâåð-
äæåííÿ òåîðåìè 1, äëÿ êîæíîãî ðåáðà (v1, v2) ãðàôà G ïîâèííî iñíóâàòè òàêå ñëîâî
λ ∈ ΛG, ùî (v1, v2) âõîäèòü äî øëÿõó v0λ. Îñêiëüêè øëÿõ ç k ðåáåð ñêëàäà¹òüñÿ
ç k + 1 ñèìâîëiâ àëôàâiòà X, òî íàéìåíø ìîæëèâà ñóìàðíà êiëüêiñòü ñèìâîëiâ ó
ΛG, ÿêà íåîáõiäíà äëÿ âõîäæåííÿ ó ñëîâà ç ΛG âñiõ n−1 ðåáåð ãðàôà G, ñòàíîâèòü
n− 1 + 1, ùî äîâîäèòü íèæíþ îöiíêó.

Äîâåäåìî âåðõíþ îöiíêó. Íåõàé ãðàô G ìà¹ q âèñÿ÷èõ âåðøèí, ÿêi âiäìiííi
âiä âåðøèíè v0, òà, âiäïîâiäíî |ΛG| = q (q = 1, . . . , n− 1). Íåâàæêî áà÷èòè, ùî
ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå çíà÷åííÿ ∥ΛG∥ áóäå ó ãðàôà, ó ÿêîãî âñi âèñÿ÷i âåðøèíè,
âiäìiííi âiä v0 ñóìiæíi äåÿêié ôiêñîâàíié âåðøèíi v′, òà çíà÷åííÿ d(spv′) áóäå
ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèì, òîáòî d(spv′) = n − q. Òîäi äîâæèíà êîæíîãî ñëîâà ç
ΛG äîðiâíþ¹ n − q + 1, îòæå, ∥ΛG∥ ≤ q(n − q + 1). Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ∥ΛG∥
áóäå ó âèïàäêó q = n+1

2 . Ç óðàõóâàííÿì íàòóðàëüíîñòi ÷èñëà q, äëÿ íåïàðíèõ n
q = n+1

2 , à äëÿ ïàðíèõ n, q = n
2 , àáî q = n

2 + 1. Îá'¹äíóþ÷è öi âèïàäêè, îäåðæåìî

∥ΛG∥ ≤ ⌈n2+2n
4 ⌉. □

6. Ïîäàëüøi íàïðÿìêè äîñëiäæåííÿ.

Íàâåäåíå ëiíãâiñòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ Ä-ãðàôà âèçíà÷àëüíîþ ïàðîþ ñëiâ ìîæå
áóòè êîðèñíèì ïðè ðîçâ'ÿçàííi áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷. Ïðè öüîìó ïðèðîäíèì
÷èíîì âèíèêà¹ öiëèé ðÿä çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ ç öèì ëiíãâiñòè÷íèì ïðåäñòàâëåííÿì,
ñåðåä ÿêèõ àâòîðè âèäiëÿþòü íàñòóïíi:

- çíàõîäæåííÿ âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ ìiæ ãðàôàìè G òà [G];

- ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i õàðàêòåðèçàöi¨ ïàðè: äëÿ çàäàíîãî Ä-ãðàôà òà çàäàíî¨ ïàðè
âèçíà÷èòè, ÷è ¹ öÿ ïàðà âèçíà÷àëüíîþ äëÿ ãðàôà áåç áåçïîñåðåäíüî¨ ïîáóäîâè
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ãðàôà çà ïàðîþ;
- çíàõîäæåííÿ íåîáõiäíèõ òà äîñòàòíiõ óìîâ äëÿ ìíîæèí C òà L, çà ÿêèõ ïàðà

{C,L} ¹ ïðàâèëüíîþ;
- îïòèìàëüíèé âèáið iíiöiàëüíî¨ âåðøèíè, çà ÿêèì ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi êîì-

ïîíåíò êàíîíi÷íî¨ âèçíà÷àëüíî¨ ïàðè áóäóòü ìiíiìàëüíèìè;
- åôåêòèâíà ïîáóäîâà çà {ΣG,ΛG} íàéêîðîòøèõ çà ïîðÿäêîì ⪯ øëÿõiâ ìiæ

äâîìà äîâiëüíèìè âåðøèíàìè ãðàôà G;
- çàñòîñóâàííÿ íàâåäåíèõ ó öié ðîáîòi ïîíÿòü òà àëãîðèòìiâ äëÿ ñèëüíîäåòåð-

ìiíîâàíèõ [5] ãðàôiâ.
7. Âèñíîâêè.

Ó ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî ëiíãâiñòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ äåòåðìiíîâàíîãî ãðàôà
âèçíà÷àëüíîþ ïàðîþ ñëiâ. Íàâåäåíî àëãîðèòì, ÿêèé çà äîâiëüíîþ ïàðîþ ìíîæèí
àáî áóäó¹ Ä-ãðàô, äëÿ ÿêîãî öÿ ïàðà ¹ âèçíà÷àëüíîþ, àáî ñïîâiùó¹, ùî öå çðîáèòè
íåìîæëèâî. Òàêîæ íàâåäåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè êàíîíi÷íî¨ âèçíà÷àëüíî¨ ïàðè äëÿ
Ä-ãðàôà. Çíàéäåíî ÷èñåëüíi îöiíêè öi¹¨ ïàðè äëÿ Ä-ãðàôiâ iç âiäîìîþ êiëüêiñòþ
âåðøèí òà ðåáåð � ïîòóæíiñòü ïåðøî¨ êîìïîíåíòè ïàðè, ìiíiìàëüíi é ìàêñèìàëüíi
äîñÿæíi îöiíêè ïîòóæíîñòi äðóãî¨ êîìïîíåíòè ïàðè òà îá'¹ìó ¨¨ ïåðøî¨ êîìïîíåí-
òè. Òàêîæ çíàéäåíî ìiíiìàëüíi é ìàêñèìàëüíi äîñÿæíi îöiíêè îá'¹ìó äðóãî¨ êîìïî-
íåíòè êàíîíi÷íî¨ âèçíà÷àëüíî¨ ïàðè äëÿ âèïàäêó, êîëè ãðàô ¹ äåðåâîì. Îêðåñëåíî
ïîäàëüøi íàïðÿìêè äîñëiäæåííÿ çà öi¹þ òåìàòèêîþ. Ðåçóëüòàòè äîçâîëÿòü âèêî-
ðèñòîâóâàòè íîâi ìåòîäè òà àëãîðèòìè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ àíàëèçó ãðàôiâ ç
ðîçìi÷åíèìè âåðøèíàìè.

Öèòîâàíà ëiòåðàòóðà

1. Okhotin A. Graph-Walking Automata: From Whence They Come, and Whither They are Bound.
� In: Hospod�ar M., Jir�askov�a G. (eds) Implementation and Application of Automata. CIAA 2019.
� Lecture Notes in Computer Science, 2019, vol 11601. � Springer, Cham.

2. Dudek G., Jenkin M. Computational Principles of Mobile Robotics. � 2nd ed. � Cambridge:
Cambridge Univ. Press, 2010.

3. Baier C., Katoen J.-P. Principle of Model Checking. � The MIT Press, 2008. � 984 p.
4. Grunskii I.S., Senchenko A.S. Properties of systems of de�ning relations for automata// Discrete

Mathematics and Applications. � 2004. � Vol. 14, Iss. 6. � P. 593�601.
5. Grunskii I., Mikhaylova I., Sapunov S. Domination on the vertices of labeled graphs// Algebra

and Discrete Mathematics. � 2012. � Vol. 14, Iss. 2. � P. 174�184.
6. Stepkin A.V. Using a Collective of Agents for Exploration of Undirected Graphs// Cybernetics

and System Analysis. � 2015. � Vol. 51, Iss. 2. � P. 223�233.
7. Ñàïóíîâ Ñ.Â., Ñåí÷åíêî Î.Ñ., Ñåðåäà Î.À. Ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi êàíîíi÷íî¨ âèçíà÷àëüíî¨

ïàðè äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ ãðàôiâ// Ïðàöi Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè. � 2020. � Ò. 34. � Ñ. 134�145.

References

1. Okhotin, A. (2019) Graph-Walking Automata: From Whence They Come, and Whither They are
Bound. In: Hospod�ar M., Jir�askov�a G. (eds) Implementation and Application of Automata. CIAA
2019. Lecture Notes in Computer Science, vol 11601. Springer, Cham.

2. Dudek, G., Jenkin, M. (2010). Computational Principles of Mobile Robotics, 2nd ed. Cambridge,
Cambridge Univ. Press.

111



Î.Ñ. Ñåí÷åíêî, Ì.I. Ïðèòóëà, Î.À. Ñåðåäà

3. Baier, C., Katoen, J.-P. (2008). Principle of Model Checking. The MIT Press.
4. Grunskii, I.S., Senchenko, A.S. (2004). Properties of systems of de�ning relations for automata.

Discrete Mathematics and Applications, 14 (6), 593�601.
5. Grunskii, I., Mikhaylova, I., Sapunov, S. (2012). Domination on the vertices of labeled graphs.

Algebra and Discrete Mathematics, 15 (2), 174�184.
6. Stepkin, A.V. (2015). Using a Collective of Agents for Exploration of Undirected Graphs. Cybernetics

and System Analysis, 51 (2), 223�233.
7. Sapunov, S.V., Senchenko, A.S., Sereda, O.A. (2020). Metrychni vlastyvosti kanonichnoyi vyznachalnoyi

pary dlya determinovanykh gra�v. Trudy IPMM NAN Ukrainy, 34, 134�145.

A.S. Senchenko, M.I. Prytula, O.A. Sereda

Representation of deterministic graphs by de�ning pair of words.

The paper proposes a representation of deterministic graphs (D-graphs) by sets of words in the alphabet

of labels of their vertices. Nowadays graphs are a conceptual tool for analytics, development and testing

of various software. Among all graphs, there is a subclass of labeled graphs whose elements have

labels from a prede�ned alphabet. Such graphs are actively used to describe and model computational

processes in programming, robotics, model veri�cation and validation, etc. Labeled graphs are an

information environment for mobile agents, whose movement along the graph can be represented by

sequences of vertex labels � words in the label alphabet. A vertex-labeled graph is said to be D-graph

if all vertices in the neighborhood of every its vertex have di�erent labels. For such graphs, in the case

when its graph map (i.e., the set of vertices and edges and the labeling function) and the initial vertex

from which the agents start their movements are known, there is an unambiguous correspondence

between the sequence of labels of the vertices visited by the agent and the trajectory of this agent's

movements in the graph. In the case when the map of the studied D-graph is unknown to an external

observer, the movements of agents can be organized in such a way that, based on their analysis, the

observer receives the desired information about the structure of the graph (for example, the map of the

graph, the shortest paths between vertices, comparison of the studied graph with the reference graph).

Such an analysis can signi�cantly simplify the linguistic representation of a D-graph � the mapping of

a graph to one or more �nite sets of words in the alphabet of graph vertex labels, which can be used to

reconstruct the graph. In this paper, we propose a representation of deterministic graphs by a de�ning

pair of word sets, the �rst component of which describes the cycles of the graph, and the second -

its leaf vertices. This representation is analogous to the system of de�ning relations for automata. We

proposed the algorithm, that for any pair of sets, builds a D-graph for which this pair is deterministic,

or reports that it is impossible to do so is given. The algorithm for constructing a canonical de�ning

pair for a D-graph is also given and numerical estimates of this pair for D-graphs with a known number

of vertices and edges are found. Further directions of research on this topic are outlined. The results

will allow to use new methods and algorithms for solving problems of analysis of graphs with marked

vertices.

Keywords: deterministic graphs, representation, de�ning pair.
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