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IÄÅÍÒÈÔIÊÀÖIß ÏÀÐÀÌÅÒÐIÂ ÇÎÂÍIØÍÜÎ� ÃÀÐÌÎÍIÉÍÎ�
ÑÈËÈ

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à âèçíà÷åííÿ çîâíiøíüî¨ ñèëè, ÿêà çàäàíà ãàðìîíiéíîþ ôóíêöi¹þ ÷àñó i äi¹
íà íåëiíiéíó àâòîêîëèâàëüíó ñèñòåìó çàãàëüíîãî âèäó (îñöèëÿòîð Ëi¹íàðà). Çàïðîïîíîâàíî ñõå-
ìó àñèìïòîòè÷íîãî îöiíþâàííÿ ïîâíîãî ôàçîâîãî âåêòîðó òà íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ çîâíiøíüîãî
íàâàíòàæåííÿ çà äàíèìè ïðî ïåðåìiùåííÿ îñöèëÿòîðà. Ìåòîäèêà áàçó¹òüñÿ íà ìåòîäi ñèíòåçó
iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü, ÿêèé äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè çàëåæíîñòi ìiæ çìiííèìè ïîáóäîâàíî¨ ñïå-
öiàëüíèì ÷èíîì ðîçøèðåíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè òà âèçíà÷àòè øóêàíi íåâiäîìi ÿê ôóíêöi¨ âiä
âiäîìèõ âåëè÷èí. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîïîíó¹ìîãî ñïîñîáó âèçíà÷åí-
íÿ ñòàíó òà ïàðàìåòðiâ çîâíiøíüî¨ ñèëè äëÿ ìîäåëi ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà.

MSC: 34C15, 34D20.

Êëþ÷îâi ñëîâà: âèìóøåíi êîëèâàííÿ, íåëiíiéíèé ñïîñòåðiãà÷, àñèìïòîòè÷íå îöiíþâàííÿ, ií-

âàðiàíòíi ñïiââiäíîøåííÿ.

1. Âñòóï.
Ïðîáëåìà îöiíþâàííÿ ÷àñòîòè, àìïëiòóäè òà ôàçè ãàðìîíiéíî¨ ñèëè, ÿêà äi¹ íà

ìåõàíi÷íó ñèñòåìó çíàõîäèòü âiäîáðàæåííÿ ó äîñòàòíié êiëüêîñòi ïóáëiêàöié ÿê ó
ìèíóëi òàê i â ñó÷àñíi ÷àñè. Ïðè÷èíà òàêîãî iíòåðåñó ïîëÿãà¹ â âèêîðèñòàííi âiä-
ïîâiäíèõ ìåòîäèê â ðiçíèõ òåîðåòè÷íèõ òà iíæåíåðíèõ äèñöèïëiíàõ, íàïðèêëàä, ó
îáåðòàëüíèõ ìåõàíi÷íèõ ïðîöåñàõ, äëÿ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ïåðåòâîðåííÿ êiíåòè÷íî¨
åíåðãi¨ êîëèâàíü, â çàäà÷àõ âiáðîiçîëÿöi¨ ïåðiîäè÷íèõ ñêëàäîâèõ øóìó ÷åðåç îáåð-
òîâi ìåõàíiçìè,äëÿ êîìïåíñàöi¨ ãàðìîíiéíèõ çáóðåíü â àëãîðèòìàõ àâòîìàòè÷íîãî
êåðóâàííÿ, ó àäàïòèâíié ôiëüòðàöi¨ ïðè îáðîáöi ñèãíàëiâ òîùî. Â ïðèíöèïi, ìå-
òîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, Ôóð'¹ àíàëiç, ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äàþòü ïîòåíöiéíèé
ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíèõ çàäà÷. Îäíàê öi ìåòîäè ìîæóòü íå ïiäõîäèòè, íàïðèêëàä,
äëÿ àëãîðèòìiâ êåðóâàííÿ ç îáðîáêîþ äàíèõ â ðåàëüíîìó ÷àñi.

Íåçâàæàþ÷è íà âiäíîñíó ïðîñòîòó çàäà÷i âèçíà÷åííÿ ÷àñòîòè, àìïëiòóäè òà ôà-
çè �÷èñòî¨ ñèíóñîiäè� ïiäõîäè äî ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ âèêîðèñòîâóþòü äîñèòü ñêëàäíèé
àïàðàò ñó÷àñíèõ ìåòîäiâ ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè. Àëãîðèòì íåëiíiéíîãî ïðåäñòàâ-
ëåííÿ ñèíóñî¨äàëüíîãî ñèãíàëó ç ïîäàëüøèì çàñòîñóâàííÿì íåëiíiéíîãî ñïîñòåði-
ãà÷à Ëó¹íáåðãåðà ðîçãëÿíóòî ó ñòàòòi [14], äå íà áàçi çàãàëüíî¨ òåîði¨ íåëiíiéíî-
ãî ñïîñòåðåæåííÿ àâòîðè áóäóþòü äîñèòü ñêëàäíó êîíñòðóêöiþ âiäïîâiäíîãî ñïî-
ñòåðiãà÷à. Â ðîáîòi [12] ïiñëÿ ïðåäñòàâëåííÿ ñèíóñî¨äàëüíîãî ñèãíàëó ÿê ëiíiéíî
ïàðàìåòðèçîâàíî¨ ôîðìè ðîçðîáëåíî êiëüêà àäàïòèâíèõ çàêîíiâ â ÿêèõ, ç âèêîðè-
ñòàííÿì àïàðàòó òåîði¨ êîâçíîãî ðåæèìó êåðóâàííÿ, îòðèìàíî îöiíêè ïàðàìåòðiâ
ñèíóñîiäè. Äëÿ ìóëüòèñèíóñî¨äàëüíîãî ñèãíàëó â [7] ïîáóäîâàíî îöiíþâà÷ ç âèêî-
ðèñòàííÿì ñòàíäàðòíîãî ãðàäi¹íòíîãî àëãîðèòìó. Çàäà÷à iäåíòèôiêàöi¨ íåâiäîìî¨
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÷àñòîòè ñèíóñî¨äàëüíîãî çáóðåííÿ, ÿêå äi¹ íà ëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
ïåðøîãî ïîðÿäêó ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ â ðîáîòi [1]. Ñëiä çàçíà÷èòè ðîáîòè [6, 16] â ÿêèõ
òàêîæ ïðåäñòàâëåíî ïiäõiä, çàñíîâàíèé íà ïîáóäîâi ñïîñòåðiãà÷à ñòàíiâ, àëå âæå
äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ïåðiîäè÷íî¨ ñèëè, ÿêà äi¹ íà ëiíiéíèé îñöèëÿòîð. Íà
ïåðøîìó åòàïi îöiíþþòüñÿ êîåôiöi¹íòè âiäðiçêó ðÿäó Ôóð'¹, ÿêèé íàáëèæà¹ ïåðiî-
äè÷íó ñèëó ç âiäîìîþ ÷àñòîòîþ. Íà äðóãîìó åòàïi ïðîïîíó¹òüñÿ çà ðåçóëüòàòàìè
ïåðøîãî åòàïó ïîáóäóâàòè ñïîñòåðiãà÷ âæå äëÿ íåâiäîìî¨ ÷àñòîòè.

Â ïðîïîíó¹ìîé ðîáîòi íåâiäîìà ãàðìîíiéíà ñèëà, ÿêà äi¹ íà íåëiíiéíèé îñöèëÿ-
òîð, çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ u(t) = a1+a2 cosωt+a3 sinωt. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ÷àñòî-
òà ñèëè ω òà ïàðàìåòðè ìîäåëi îñöèëÿòîðà ¹ âiäîìèìè. Ïîòðiáíî çíàéòè øâèäêiñòü
êîëèâàíü òà êîåôiöi¹íòè ai, i = 1, 3 çà äàíèìè ïðî ïåðåìiùåííÿ îñöèëÿòîðà.

Ç òî÷êè çîðó òåîði¨ êåðóâàííÿ âèíèêà¹ çàäà÷à ñïîñòåðåæåííÿ òà iäåíòèôiêàöi¨,
ÿêà ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi íåâiäîìèõ âèõiäíî¨ ñèñòåìè çà äàíèìè âèõîäó � âiäîìî¨
iíôîðìàöi¨ ïðî ðóõ. Ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ñïîñòåðåæåííÿ òà iäåíòèôiêà-
öi¨ iñòîòíî çàëåæèòü âiä àíàëiòè÷íî¨ ñòðóêòóðè ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíÿíü äèíàìiêè
òà äîñòóïíî¨ iíôîðìàöi¨ [3]. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó öèõ çàäà÷ â ðîáîòi âèêîðèñòàíî ìåòîä
iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü [4], ÿêèé áóëî ðîçðîáëåíî â àíàëiòè÷íié ìåõàíiöi òà
ïðèçíà÷åíî, çîêðåìà, äëÿ ïîøóêó ÷àñòèííèõ ðîçâ'ÿçêiâ (çàëåæíîñòåé ìiæ çìií-
íèìè) â çàäà÷àõ äèíàìiêè òâåðäîãî òiëà ç íåðóõîìîþ òî÷êîþ. Ìîäèôiêàöiÿ öüîãî
ìåòîäó äî ïðîáëåì òåîði¨ ñïîñòåðåæåííÿ äîçâîëèëà ñèíòåçóâàòè ìiæ âiäîìèìè i
íåâiäîìèìè âåëè÷èíàìè âèõiäíî¨ ñèñòåìè äîäàòêîâi çâ'ÿçêè, ùî âèíèêàþòü â ïðî-
öåñi ðóõó ¨¨ ðîçøèðåíî¨ ìîäåëi [2,5]. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî áiëüø çàãàëüíèé ïiäõiä,
íiæ ìåòîä iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü. ÿêèé ôîðìó¹ ìåòîä ðîçâ'ÿçêó çàäà÷ ñïîñòå-
ðåæåííÿ äëÿ íåëiíiéíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì çàâäÿêè ñèíòåçó iíâàðiàíòíîãî ìíîãî-
âèäó â ïðîñòîði ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè, áóëî çàïðîïîíîâàíî â ðîáîòàõ [8,9] ÿê ïåâíó
ìîäèôiêàöiþ ìåòîäó ñòàáiëiçàöi¨ íåëiíiéíèõ ñèñòåì I&I (Input and Invariance).

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ïîøèðåííÿ ìåòîäó ñèíòåçó iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü
íà çàäà÷i ñïîñòåðåæåííÿ òà iäåíòèôiêàöi¨ ïàðàìåòðiâ íåëiíiéíèõ îñöèëÿòîðiâ. Ðî-
çðîáëåíî âiäïîâiäíó ìåòîäèêó îöiíþâàííÿ òà äîâåäåíî àñèìïòîòè÷íó çáiæíiñòü
îöiíîê íåâiäîìèõ äî ¨õíüîãî ñïðàâæíüîãî çíà÷åííÿ. Ïðåäñòàâëåíî ðåçóëüòàòè ÷èñ-
ëîâîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó ñïîñòåðåæåííÿ òà iäåíòèôiêàöi¨ äëÿ ìîäåëi ìàòåìà-
òè÷íîãî ìàÿòíèêà.

2. Çàäà÷à iäåíòèôiêàöi¨ çîâíiøíüî¨ ãàðìîíiéíî¨ ñèëè.
Â ÿêîñòi ìîäåëi ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè, íà ÿêó äi¹ çîâíiøíÿ ñèëà, áóäåìî ðîçãëÿ-

äàòè ðiâíÿííÿ âèìóøåíîãî ðóõó îñöèëÿòîðà Ëi¹íàðà � äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêå ìîäåëþ¹ êîëèâàííÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè

ẍ(t) + f(x(t))ẋ(t) + g(x(t)) = u(t). (1)

Òóò x(t) � âiäõèëåííÿ òî÷êè âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò â ìîìåíò t, ẋ(t) - øâèäêiñòü
âiäõèëåííÿ, ìíîæíèê f(x(t)) õàðàêòåðèçó¹ çàêîí äèñèïàöi¨, à ôóíêöiÿ g(x(t)) ïî-
òåíöiàëüíi ñèëè. Çîâíiøíié âïëèâ íà îñöèëÿòîð çàäà¹òüñÿ ãàðìîíiéíîþ ôóíêöi¹þ
÷àñó u(t) = a1 + a2 cosωt+ a3 sinωt, ïåðiîä ÿêî¨ áóäåìî ââàæàòè âiäîìèì.
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Çàóâàæåííÿ. Áàãàòî ïèòàíü ùîäî ñòiéêîñòi, îáìåæåíîñòi êîëèâàíü, iñíóâàííÿ
ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó ðiâíÿííi (1), íàÿâíîñòi ãðàíè÷íèõ öèêëiâ òîùî ¹ ïðåäìå-
òîì äîñëiäæåíü â îñòàííi äåñÿòèði÷÷ÿ. Íå ðîçãëÿäàþ÷è òi ÷è iíøi ÿêiñíi âëàñòè-
âîñòi ðiâíÿííÿ Ëi¹íàðà, äàëi íàì áóäå äîñòàòíüî ïðèïóùåííÿ, ùî öå ðiâíÿííÿ ç
äàíèìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëþ¹ ïðîöåñ ïåðìàíåíòíèõ êîëèâàíü ðåàëüíîãî îá'¹êòó,
îòæå éîãî ðîçâ'ÿçîê � ôóíêöi¨ x(t), ẋ(t) êîðåêòíî âèçíà÷åíi íà [0,∞) òà ¹ îáìåæå-
íèìè ôóíêöiÿìè ÷àñó.

Ïåðåïèøåìî âèõiäíå ðiâíÿííÿ (1) ó ôîðìi ñèñòåìè â ïðîñòîði ñòàíiâ, çðîáèâ-
øè ïîïåðåäíüî çàìiíó çìiííèõ Ëi¹íàðà: x1(t) = x(t), x2(t) = ẋ(t) + F (x(t)), äå
F (x(t)) =

� x
0 f(σ)dσ. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî ñèñòåìó

ẋ1(t) = x2(t)− F (x1(t)), ẋ2(t) = −g(x1(t)) + u(t). (2)

Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî çíà÷åííÿ çìiííî¨ x1(t) ñèñòåìè (2) âèìiðþþòüñÿ â ïðî-
öåñi êîëèâàíü îñöèëÿòîðà, òîáòî ïåðåìiùåííÿ îñöèëÿòîðà ¹ âiäîìîþ ôóíêöi¹þ ÷à-
ñó. Çàìiíà Ëi¹íàðà çàëåæèòü âiä íåâiäîìî¨ øâèäêîñòi ẋ(t), ÿêó ìîæåìî çíàéòè çà
ôîðìóëîþ ẋ(t) = x2(t)− F (x(t)) ïiñëÿ âèçíà÷åííÿ x2(t).

Òàêèì ÷èíîì çàäà÷à ñïîñòåðåæåííÿ òà iäåíòèôiêàöi¨ áóäå ðîçãëÿíóòà äëÿ ñè-
ñòåìè (2) i ïîëÿãàòèìå ó âèçíà÷åííi x2(t) òà ñòàëèõ êîåôiöi¹íòiâ ai, i = 1, 3 çà
iíôîðìàöi¹þ ïðî ðóõ îñöèëÿòîðà. Òàêîþ iíôîðìàöi¹þ ¹ x1(t), à òàêîæ çíà÷åííÿ
äîäàòêîâèõ çìiííèõ ξ(t) = (χ(t), ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t))

T , ÿêi áóäóòü îòðèìàíi ç âèêî-
ðèñòàííÿì çíà÷åíü âèõîäó ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ïîêè ùî íåâèçíà÷åíî¨
ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ξ̇ = U(t, ξ, x1(t)), ξ(0) = ξ0 ∈ R4. (3)

Ðîçìiðíiñòü öi¹¨ ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ ç ÷èñëîì øóêàíèõ íåâiäîìèõ, íà ¨¨ ïðàâó ÷à-
ñòèíó U(t, ξ, x1) ïîêè ùî íàêëàäåíî ¹äèíå îáìåæåííÿ, à ñàìå: öi ôóíêöi¨ ïîâèííi
çàäîâîëüíÿòè äîñòàòíiì óìîâàì òåîðåìè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ t ∈ [0,∞).

Iäåÿ ìåòîäó ñèíòåçó iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü [2], ÿêèé äàëi áóäå âèêîðèñòàíî
äëÿ ñïîñòåðåæåííÿ i ïàðàìåòðè÷íî¨ iäåíòèôiêàöi¨, ïîëÿãà¹ â ôîðìóâàííi äîäàòêî-
âèõ çâ'ÿçêiâ ìiæ �âiäîìèìè� âåëè÷èíàìè x1(t), ξ(t) òà íåâiäîìèìè âèõiäíî¨ ñèñòå-
ìè: x2(t) i ñòàëèìè ai, i = 1, 3, ÿêi âèíèêàþòü íà äåÿêèõ òðà¹êòîðiÿõ ðîçøèðåíî¨
ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2), (3). Äàëi çà öèì ìåòîäîì áóäå ðîçãëÿíóòà

Çàäà÷à. Çíàéòè àñèìïòîòè÷íî òî÷íi îöiíêè êîìïîíåíòè ôàçîâîãî âåêòîðà x2(t)
òà êîåôiöi¹íòiâ ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ a1, a2, a3 çà äàíèìè ïðî âèõiä x1(t) ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2).

3. Ïîáóäîâà iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü.
Áóäåìî øóêàòè äîäàòêîâi ñïiââiäíîøåííÿ íà òðà¹êòîðiÿõ ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2), (3) ó âèãëÿäi

x2 = Φ(t, x1) + χ, ai = Ψi(t, x1) + ξi, i = 1, 3. (4)
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ßê i ïðàâà ÷àñòèíà U(t, ξ, x1) ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3), ôóíêöi¨
Φ(t, x1),Ψi(t, x1), i = 1, 3 ïîêè ùî íåâèçíà÷åíi, àëå ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî âîíè ¹ íåïå-
ðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèìè ôóíêöiÿìè ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Ââåäåìî ó ðîçãëÿä âiä-
õèëåííÿ e = (δ, ε1, ε2, ε3)

T âiä ñïiââiäíîøåíü (4), çðîáèâøè ó âèõiäíèõ ðiâíÿííÿõ
çàìiíó íåâiäîìèõ çà ôîðìóëàìè

δ = x2 − Φ(t, x1)− χ, εi = ai −Ψi(t, x1)− ξi, i = 1, 3. (5)

ßêùî áóäå âñòàíîâëåíî, ùî ïðè çàôiêñîâàíèõ òèì ÷è iíøèì ÷èíîì ôóíêöiÿõ
U(t, ξ, x1),Φ(t, x1),Ψi(t, x1) íà äåÿêèõ òðà¹òîðiÿõ ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü (2), (3) ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü ∥e(t)∥ ≡ 0, òî ñàìå íà öèõ òðà¹ê-
òîðiÿõ i äëÿ òàêèõ ôóíêöié ðiâíîñòi (4) ñòàþòü iíâàðiàíòíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè
äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè, à âiäòàê áåçïîñåðåäíüî âèçíà÷àþòü çíà÷åííÿ øóêàíèõ íåâiäîìèõ
x2(t), ai, i = 1, 3. Íà iíøèõ òðà¹êòîðiÿõ ç'ÿâëÿþòüñÿ íåíóëüîâi äîäàíêè δ, ε1, ε2, ε3.

Ç óðàõóâàííÿì çàìiíè (5) âèõiäíi ðiâíÿííÿ ẋ2 òà ȧi = 0 ïåðåòâîðþþòüñÿ â

äèôåðåíöiàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ (òóò (.)′q îçíà÷à¹ ÷àñòèííó ïîõiäíó ∂(.)
∂q )

χ̇+ δ̇ = −g(x1) + û− Φ′
t − Φ′

x1
v̂, ξ̇i + ε̇i = −Ψi

′
t −Ψi

′
x1
v̂, i = 1, 3, (6)

äå û = Ψ1 + ξ1 + ε1 + (Ψ2 + ξ2 + ε2) cosωt+ (Ψ3 + ξ3 + ε3) sinωt; v̂ = Φ− F + χ+ δ.
Íà ïåðøîìó åòàïi çàïðîïîíîâàíî¨ ñõåìè âèçíà÷èìî ñòðóêòóðó äîïîìiæíüî¨ ñè-

ñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî χ(t), ξi(t), i = 1, 3. Äëÿ öüîãî âèáåðåìî ç
ïîïåðåäíiõ ðiâíîñòåé óñi íåçàëåæíi âiä âiäõèëåíü ÷ëåíè i äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî

χ̇ = −g(x1) + ũ− Φ′
t − Φ′

x1
ṽ, ξ̇i = −Ψi

′
t −Ψi

′
x1
ṽ, i = 1, 3, (7)

äå ũ = Ψ1 + ξ1 + (Ψ2 + ξ2) cosωt+ (Ψ3 + ξ3) sinωt, ṽ = Φ− F + χ.
Çà òàêèì âèáîðîì ìà¹ìî, ùî â ðàçi χ(t), ξi(t), i = 1, 3 çàäîâîëüíÿþòü (7), òî

äîäàíêè, ÿêi çàëèøèëèñÿ â ñïiââiäíîøåííÿõ (6) óòâîðþþòü ëiíiéíi îäíîðiäíi ðiâ-
íÿííÿ âiäíîñíî âiäõèëåíü

δ̇ = −Φ′
x1
δ + ε1 + ε2 cosωt+ ε3 sinωt, ε̇i = −Ψi

′
x1
δ, i = 1, 3, (8)

ÿêi äîïóñêàþòü òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê δ(t) = ε1(t) = ε2(t) = ε3(t) ≡ 0.
Òàêèì ÷èíîì îòðèìàíî ñiì'þ äîäàòêîâèõ ñèñòåì (7), çàëåæíó âiä ïîêè ùî âiëü-

íèõ ôóíêöié Φ(t, x1),Ψi(t, x1), i = 1, 3 òà ¨õíiõ ïîõiäíèõ, êîæíà ç ÿêèõ, ðàçîì ç
âèõiäíîþ ñèñòåìîþ (2), ïåðåòâîðþþòü íà äåÿêèõ ñâî¨õ òðà¹êòîðiÿõ ðiâíîñòi (4) â
iíâàðiàíòíi ñïiââiäíîøåííÿ, çà ÿêèìè áåçïîñåðåäíüî ìîæóòü áóòè çíàéäåíi øóêàíi
íåâiäîìi x2(t), a1, a2, a3.

4. Ñòàáiëiçàöi¨ âiäõèëåíü.
Îñêiëüêè íåâiäîìî ñàìå íà ÿêèõ òðà¹êòîðiÿõ ñèñòåìè (2),(7) ðiâíîñòi (4) ñòà-

þòü iíâàðiàíòíèìè, òî ïðèðîäíüî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî âèáið âiëüíèõ ôóíêöié
Φ(t, x1),Ψi(t, x1), i = 1, 3 òàêèì ÷èíîì, ùîá âiäõèëåííÿ âiä öèõ ðiâíîñòåé � äî-
äàíêè δ(t), ε1(t), ε2(t), ε3(t) ïðÿìóâàëè äî íóëÿ, òîáòî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (8) ìàâ áè âëàñòèâiñòü ãëîáàëüíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêî-
ñòi. Â öüîìó âèïàäêó ôîðìóëè (4) ôîðìóâàòèìóòü ÿêùî íå òî÷íi, òî ïðèíàéìíi
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àñèìïòîòè÷íî òî÷íi îöiíêè øóêàíèõ íåâiäîìèõ. Ñàìå òîìó ñòàáiëiçàöiÿ íóëüîâî-
ãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü ó âiäõèëåííÿõ ñòàíîâèòü ìåòó äðóãîãî åòàïó çàïðîïîíîâàíî¨
ìåòîäèêè.

Iñíó¹ äåêiëüêà ïiäõîäiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè ñòàáiëiçàöi¨ íåàâòîíîìíèõ ñè-
ñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Òîìó, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, äîñëiäæåííÿ íà öüîìó
åòàïi ïåðåäáà÷àþòü, ùî âèáið âiëüíèõ ôóíêöié i âiäïîâiäíîãî ìåòîäó çäiéñíþ¹òüñÿ
äëÿ êîæíî¨ êîíêðåòíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè îêðåìî, â çàëåæíîñòi âiä àíàëiòè÷íîãî
âèäó f(x1), g(x1), u(t). Äëÿ íàøî¨ çàäà÷i ñêîðèñòà¹ìîñÿ îäíì iç iñíóþ÷èõ ìåòîäiâ
ñòàáiëiçàöi¨ ëiíiéíèõ íåàâòîíîìíèõ ñèñòåì, à ñàìå: ìåòîäîì ñòàáiëiçàöi¨, ÿêèé ðîç-
ðîáëåíî â çàäà÷àõ àäàïòèâíî¨ iäåíòèôiêàöi¨ òà êåðóâàííÿ [13].

Ïîçíà÷èìî v(x1, t) = Φ′
x1
(t, x1), ui(x1, t) = Ψi

′
x1
(t, x1), i = 1, 3 i áóäåìî ðîçãëÿ-

äàòè öi ÷àñòèííi ïîõiäíi â ðiâíÿííÿõ (8) ÿê êåðóâàííÿ. Äëÿ ñèíòåçó öèõ êåðóâàíü ç
óìîâ ãëîáàëüíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü ó âiäõè-

ëåííÿõ ââåäåìî ó ðîçãëÿä çíàêîâèçíà÷åíó ôóíêöiþ V = 1
2e

T e = 1
2

(
δ2 +

∑3
i=1 ε

2
i

)
òà çàïèøåìî ¨¨ ïîõiäíó â ñèëó ñèñòåìè (8)

V̇ = −δ [vδ + (1− u1)ε1 + (cosωt− u2)ε2j + (sinωt− u3)ε3] .

Íåõàé v = 1, u1 = 1, u2 = cosωt, u3 = sinωt. Çà òàêèõ êåðóâàíü ïîõiäíà
V̇ = −δ2 ≤ 0. Òîáòî äëÿ ðiâíÿíü ó âiäõèëåííÿõ ôóíêöiÿ V ñòà¹ ôóíêöi¹þ Ëÿïó-
íîâà ç íåãàòèâíî íàïiââèçíà÷åíîþ ïîõiäíîþ. Â öüîìó âèïàäêó íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè (8) ¹ ðiâíîìiðíî ñòiéêèì, δ(t)2 +

∑3
i=1 εi(t)

2 ≤ δ(t0)
2 +

∑3
i=1 εi(t0)

2, êðiì
òîãî lim

t→∞
δ(t) = 0.

Ïðè öüîìó ôóíêöi¨, ÿêi ïîêè çàëèøàëèñü âiëüíèìè, ç òî÷íiñòþ äî àäèòèâíèõ
êîíñòàíò, ïðèéìàþòü âèãëÿä:

Φ(t, x1) = x1, Ψ1(t, x1) = x1, Ψ2(t, x1) = x1 cosωt, Ψ3(t, x1) = x1 sinωt. (9)

Â ïiäñóìêó îòðèìó¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ ó âiäõèëåííÿõ ñòàþòü ñèñòåìîþ îäíîðiä-
íèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïåðiîäè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè(

δ̇
ε̇

)
=

(
−1 W T

−W 0

)(
δ
ε

)
, (10)

äå W (t) = (1, cosωt, sinωt)T .

Äëÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòi àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ¨¨ òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
ðîçãëÿíåìî òåîðåìó ËàÑàëëÿ [10] äëÿ íåàâòîíîìíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ç ïåðiîäè÷íîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ẋ = f(t, x), f(t, x) = f(t+ T, x).

Òåîðåìà. [10] Íåõàé V (t, x) � äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ ç íåïåðåðâíèìè ïåðøèìè

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äëÿ âñiõ (t, x). Ïðèïóñòèìî, ùî

a)V (t, x) = V (t, t+ T, x) ≥ 0 äëÿ âñiõ (t, x);

b)V̇ (t, x) = ∂V/∂t+ ∂V/∂x · f(t, x) ≤ 0 äëÿ âñiõ (t, x).

17



Í.Â. Æîãîëåâà, Â.Ô. Ùåðáàê

Íåõàé E - ìíîæèíà âñiõ (t0, x0), òàêà, ùî V̇ (t0, x0) = 0. Íåõàé M � îá'¹äíàííÿ

ïî âñiõ (t0, x0), âñiõ òðà¹êòîðié x(t, t0, x0) ç âëàñòèâiñòþ, ùî (t, x(t, t0, x0)) çíà-
õîäèòüñÿ â E äëÿ âñiõ t. Òîäi âñi îáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè x(t, t0, x0) ïðÿìóþòü äî M
ïðè t → ∞.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó ËàÑàëëÿ, ìíîæèíà E ó öüîìó âèïàäêó âiäïîâiäà¹
ìíîãîâèäó δ = 0 i âñi ðîçâ'ÿçêè (10) ïðÿìóþòü äî M ïðè t → ∞.

lim
t→∞

ε̇(t) = − lim
t→∞

W (t)δ(t) = 0.

Òàê ÿê ε(t),W (t) îáìåæåíi, òî òî÷êà (0, ε) ∈ E ¹ îñîáëèâîþ òî÷êîþ ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (10): lim

t→∞
ε(t) = ε∗ − const.

Ðîçãëÿäàþ÷è òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè âçäîâæ V̇ = 0 àáî δ = 0 ç ðiâíÿíü (10) ìà¹ìî
W T ε∗ ≡ 0, àáî â êîîðäèíàòíié ôîðìi

ε∗1 + ε2
∗ cosωt+ ε3

∗ sinωt ≡ 0. (11)

Îñêiëüêè êîìïîíåíòè âåêòîðà W (t) : {1, cosωt, sinωt} ëiíiéíî íåçàëåæíi ôóíêöi¨,
òî ç (11) âèòiêà¹, ùî ε(t) ≡ 0.

Ñècòåìà (10) ìà¹ ïåðèîäè÷íó ïðàâó ÷àñòèíó, W (t) = W (t+ T ), T = 2π
ω. Îòæå,

ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè òåîðåìó ËàÑàëëÿ. Îñêiëüêè δ ≡ 0 ⇒ ε = 0 i ìíîæèíà
M ìiñòèòü òiëüêè ïî÷àòîê êîîðäèíàò, òî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (10) ¹
ðiâíîìiðíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

5. Îñòàòî÷íèé âèãëÿä ñïîñòåðiãà÷à òà iäåíòèôiêàòîðà.
Çàïèøåìî îñòàòî÷íèé âèä äîäàòêîâî¨ ñèòåìè (7), ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ ôóíê-

öié Φ(t, x1),Ψi(t, x1), i = 1, 3. Ìà¹ìî

χ̇ = −g(x1) + ũ− ṽ, ξ̇1 = −ṽ,

ξ̇2 = x1ω sinωt− ṽ cosωt, ξ̇3 = −x1ω cosωt− ṽ sinωt,
(12)

ũ = x1 + ξ1 + (x1 cosωt+ ξ2) cosωt+ (x1 sinωt+ ξ3) sinωt, ṽ = (1− α1)x1 + χ.

Òàêèì ÷èíîì, âñi ñòóïåíi ñâîáîäè çàïðîïîíîâàíî¨ ìåòîäèêè çàôiêñîâàíî. Â ðå-
çóëüòàòi ìà¹ìî:

1) âiäõèëåííÿ δ, ε1, ε2, ε3 â ôîðìóëàõ (5) àñèìïòîòè÷íî ïðÿìóþòü äî íóëÿ;
2) ôóíêöi¨ Φ(t, x1),Ψi(t, x1), i = 1, 3 âèçíà÷åíî ôîðìóëàìè (9);
3) äîäàíêè χ(t), ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t) çíàõîäèìî, ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷è Êîøi ç äîâiëü-

íèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè äëÿ ñèñòåìè (12).
Âñå öå äîçâîëÿ¹ áåçïîñåðåäíüî îòðèìàòè àñèìïòîòè÷íi îöiíêè øóêàíèõ íåâiäî-

ìèõ çà ôîðìóëàìè (5). Òèì ñàìèì äîâåäåíî
Òâåðäæåííÿ. Ôîðìóëè

ˆ̇x2 = x1(t)+χ(t), â1 = x1(t)+ξ1(t), â2 = x1(t) cosωt+ξ2(t), â3 = x1(t) sinωt+ξ3(t),

äå ôóíêöi¨ χ(t), ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
(12), ôîðìóþòü àñèìïòîòè÷íi îöiíêè çìiíî¨ x2(t) òà ïàðàìåòðiâ a1, a2, a3 âèõiäíî¨
ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2).
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6. Îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò. Ìàòåìàòè÷íèé ìàÿòíèê.
Ìîäåëü ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà � öå ôiçè÷íà ìîäåëü êîëèâàëüíî¨ ñèñòåìè,

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, ïiäâiøåíî¨ íà íåâàãîìié i íåðîçòÿæíié íèòöi.
Ðiâíÿííÿ âèìóøåíèõ êîëèâàíü ìàþòü âèãëÿä

ẍ(t) + α1ẋ(t) + α2sin(x(t)) = u(t). (13)

Òóò x(t) � âiäõèëåííÿ ìàÿòíèêà âiä âåðòèêàëi, α1, α2 � êîåôiöi¹íòè, ÿêi õàðàêòå-
ðèçóþòü âiäïîâiäíî ÿâèùå äèñèïàöi¨ òà ìàñîâî-ãðàâiòàöiéíó õàðàêòåðèñòèêó ìàÿò-
íèêà, u(t) = a1+ a2 cosωt+ a3 sinωt � çîâíiøíÿ ñïîíóêàëüíà (çìóøóþ÷à) ñèëà. ßê
i â çàãàëüíîìó âèïàäêó áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðè âèáðàíèõ ïàðàìåòðàõ ðiâíÿííÿ
(13) éîãî ðîçâ'ÿçîê êîðåêòíî âèçíà÷åíî íà [0,∞).

Ïåðåïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ó ôîðìi ñèñòåìè â ïðîñòîði ñòàíiâ, çðîáèâøè çàìiíó
çìiííèõ Ëi¹íàðà. Ìà¹ìî

ẋ1 = x2 − α1x1,

ẋ2 = −α2 sinx1 + a1 + a2 cosωt+ a3 sinωt.
(14)

Êðiì çàäà÷i iäåíòèôiêàöi¨ êîåôiöi¹íòiâ a1, a2, a3 ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ
øâèäêîñòi êîëèâàíü ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà, ÿêà, ç óðàõóâàííÿì çàìiíè çìiííèõ
Ëi¹íàðà, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ ẋ(t) = x2(t)− α1x1(t).

Â ÿêîñòi ìîäåëi ðåàëüíîãî ìàÿòíèêà âèêîðèñòîâó¹ìî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ií-
òåãðóâàííÿ ñèñòåìè (14), ââàæàþ÷è äàëi âiäîìèì âèõiä x1(t), çà ÿêèì ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ
çàäà÷à ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ îöiíîê íåâiäîìèõ x2(t) − α1x1(t), a1, a2, a3. Ó íà-
âåäåíèõ òóò ðåçóëüòàòàõ ðîçðàõóíêó ïàðàìåòðè öi¹¨ ñèñòåìè íàñòóïíi:

α1 = 1.5, α2 = 0.5, ω = 1.5, a1 = −0.5, a2 = −1.0, a3 = 1.0.

Ïî÷àòêîâi óìîâè äëÿ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîøi: x(0) = (−0.5; 0.0); ïî÷àòêîâi óìîâè
äëÿ çìiííèõ äîäàòêîâî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü îáèðàþòüñÿ äîâiëüíèì
÷èíîì, â äàíîìó âèïàäêó ξ(0) = (−2.0;−0.5; 2.0;−2.0). Ñàìà äîäàòêîâà ñèñòåìà
äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà ìà¹ âèãëÿä

χ̇ = −χ+ α1x1 − α2 sinx1 + ξ1 + (x1 cosωt+ ξ2) cosωt+ (x1 sinωt+ ξ3) sinωt,

ξ̇1 = (α1 − 1)x1 − χ,

ξ̇2 = − cosωt[(1− α1)x1 + χ] + ωx1 sinωt,

ξ̇3 = − sinωt[(1− α1)x1 + χ]− ωx1 cosωt.

Íà ðèñ.1 øòðèõîâèìè ëiíiÿìè çîáðàæåíî ãðàôiêè ñïðàâæíiõ çíà÷åíü øóêàíèõ
íåâiäîìèõ: ẋ(t) = x2(t)−α1x1(t), a1, a2, a3, à ñóöiëüíèìè ëiíiÿìè ãðàôiêè ¨õ àïðîê-
ñèìàöié ˆ̇x(t), â1, â2, â3, îá÷èñëåíèõ çà ôîðìóëàìè

ˆ̇x(t) = x̂2 − α1x1(t), x̂2 = x1(t) + χ(t), â1 = x1(t) + ξ1(t),

â2 = x1(t) cosωt+ ξ2(t), â3 = x1(t) sinωt+ ξ3(t).
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Ðèñ. 1. Îöiíþâàííÿ øâèäêîñòi ẋ(t) òà ïàðàìåòðiâ ai, i = 1, 2, 3 ìàÿòíèêà

ßê âèäíî ç öüîãî ðèñóíêó ãðàôiêè àïðîêñèìàöié â ïîâíié âiäïîâiäíîñòi äî Òâåð-
äæåííÿ àñèìòîòè÷íî ïðÿìóþòü ç ÷àñîì äî ñïðàâæíiõ çíà÷åíü øóêàíèõ íåâiäîìèõ.
Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ ïðè öèõ òà áàãàòüîõ iíøèõ âàðiàíòàõ ïàðàìåòðiâ äëÿ
âèõiäíî¨ ñèñòåìè òà çîâíiøíüîãî íàâàíòàæåííÿ ïiäòâåðäæóþòü åôåêòèâíiñòü ìå-
òîäó iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü â çàäà÷àõ àñèìïòîòè÷íîãî îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ
êîìïîíåíò ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

7. Âèñíîâêè.
Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ñïîñòåðåæåííÿ òà iäåíòèôiêàöi¨ ñòàëèõ ïàðàìåòðiâ, ÿêi âèçíà-

÷àþòü äiþ ãàðìîíiéíî¨ çîâíiøíüî¨ ñèëè ç âiäîìîþ ÷àñòîòîþ íà àâòîêîëèâàëüíó ñè-
ñòåìó çàãàëüíîãî âèäó (îñöèëÿòîð Ëi¹íàðà). Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä ïîáóäîâè
íåëiíiéíîãî ñïîñòåðiãà÷à òà iäåíòèôiêàòîðà, ÿêi äîçâîëÿþòü îòðèìóâàòè îöiíêè
íåâiäîìèõ çà ðåçóëüòàòàìè âèìiðþâàííÿ âèõiäíîãî ñèãíàëó (ïåðåìiùåííÿ îñöè-
ëÿòîðà) â ðåàëüíîìó ìàñøòàái ÷àñó. Âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðîçðîáëåíèé â àíàëiòè÷-
íié ìåõàíiöi ìåòîä iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü [4], ÿêèé â çàäà÷àõ êåðóâàííÿ íà
òðà¹êòîðiÿõ ðóõó äèíàìi÷íèõ ñèñòåì äîçâîëÿ¹ ñèíòåçóâàòè äîäàòêîâi çâ'ÿçêè ìiæ
âiäîìèìè i íåâiäîìèìè âåëè÷èíàìè [2]. Äîâåäåíî àñèìïòîòè÷íó çáiæíiñòü îöiíîê
øâèäêîñòi êîëèâàíü òà êîåôiöi¹íòiâ çîâíiøíüîãî âïëèâó äî ¨õ ñïðàâæíiõ çíà÷åíü.
Ïðåäñòàâëåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó ñïîñòåðåæåííÿ òà iäåí-
òèôiêàöi¨ äëÿ ìîäåëi ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà. Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ ïiäòâåð-
äæóþòü åôåêòèâíiñòü ìåòîäó iíâàðiàíòíèõ ñïiââiäíîøåíü â çàäà÷àõ àñèìïòîòè÷-
íîãî îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ êîìïîíåíò ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.
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N.V. Zhogoleva, V.F. Shcherbak

Identi�cation of external harmonic force parameters.

The problem of determining the external force, which is given by the harmonic function of time and

acts on a self-oscillating system of general type (Lienard oscillator) is considered. A general method of

asymptotic estimation of oscillator velocity and force unknown parameters is proposed. Such problems

of estimating the frequency, amplitude, and phase of an external force acting on a mechanical system

are re�ected in a su�cient number of publications both in past and present times. The reason for this

interest lies in the use of appropriate techniques in various theoretical and engineering disciplines, for

example, for mechanical systems for converting the kinetic energy of vibrations, in the problems of

vibration isolation of periodic components of noise through rotating mechanisms, to compensate for

harmonic disturbances in automatic control algorithms, in adaptive �ltering during signal processing,

and so on. In principle, the least squares method, Fourier analysis, and Laplace Transform provide a

potential solution to the corresponding problems. However, these methods may not be suitable, for

example, for control algorithms with real-time data processing. Despite the relative simplicity of the

problem of determining the frequency, amplitude and phase of vibrations, approaches to solving them

use a rather complex apparatus of modern methods of Applied Mathematics. The aim of this paper is to

extend the method of synthesis of invariant relations to the problem of determining the parameters of

external in�uence on a mechanical system. To obtain asymptotic estimates of the coe�cients of external

force, the method of invariant relations developed in analytical mechanics is used. Method was intended,

in particular, to search for partial solutions (dependencies between variables) in problems of dynamics

of rigid body with a �xed point. Modi�cation of this method to the problems of observation theory made

it possible to synthesize additional connections between known and unknown quantities of the original

system that arise during the movement of its extended dynamic model. The asymptotic convergence of

estimates of unknowns to their true value is proved. The results of numerical modeling of the asymptotic
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estimation process of oscillator velocity and external force parameters for the mathematical pendulum

model are presented.

Keywords: forced oscillations, nonlinear observer, asymptotic estimation, invariant relations.
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